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Hinweise zu den Beispielaufgaben zum Thema Wurzel aus einer Matrix. Positive
Definitheit

Aufgabe 10.1 Es sei A € R"*™. Beweisen Sie:
a) (Az,y) = (z,ATy), vobei (v, w) das Skalarprodukt von v und w bezeichnet.

b) Ist v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A, so ist v ein Eigenvektor von A7 zum
Eigenwert ). Insbesondere, o(A) = o(AT).

c) Ist A symmetrisch (d.h. A = AT) und \; # A2 € o(A) mit Eigenvektoren v; und vy,
so gilt v; L vs.

Hinweise.  a) Essei A = (a;;), AT = (af;) = (aji).

n
(Azx,y) <Z a;ijxi,y > = Zaijmjyi
=0
T _Z” ,‘."_”“4'
(v, A"y Z“myﬂ = Zaﬂy]xl = Zaﬂijz
1=0 =0

Nach vertauschen von i und j sehen wir, dass die beiden Ausdriicke gleich sind.

b) Es sei v ein EV von A zum EW A. Dann gilt fiir alle y € V:

(y, ATv) = (Av,y) = (Mo, y) = (y, W),
also muss gelten ATv = \v.
¢) Wir berechnen

(Avi,vg) = (A1, v2) = A1 (v1, v2),
(Avi,v9) = (v, ATva) = (v1, Aawa) = Ao (v1,v2),

also gilt
()\1 — )\2) <’U1,’U2> =0 => (Ul, U2> =0.

Aufgabe 10.2

1 -1 0
a) Bssei A= -1 2 —1|cR33,
0 -1 1
Beweisen Sie, dass es eine Wurzel aus A existiert. Finden Sie die Wurzel W aus A.
b)Esse1A—<4 5 e R**=.

Zeigen Sie, dass A positiv definit ist. Finden Sie die Wurzel W aus A.
Hinweise.  a) Siehe Vorlesung.

b) Die Hauptminoren sind: m; = 5, mg = det A = 9, also ist A positiv definit.

Wir erhalten o(A) = {1,9} und Eig(4,1) = ((1,)), Eig(4,9) = ((})). Somit gilt
A=BDB 'mit D= ({$)und B= (1 1) und W = BVDB~! = (31).
O
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Aufgabe 10.3 Es seien die folgenden Matrizen gegeben:

1 01 1 -2 2 2 1 2 3 1
Ai=|0 1 1), A=(-2 4 -4, A3=1|1 10 4], A4:< )
1 1 2 2 —4 4 2 —4 4
a) Welche dieser Matrizen sind positiv (semi)definit.

b) Finden Sie die Wurzel aus A;, ¢ € {1,2,3,4}, falls solche existiert.

Hinweise.

A;) Die Hauptminoren sind: m; = 1, mg = 1, m3 = det A = 0. Es gilt 0(4) = {0, 1, 3},
also positiv semidefinit.

Wir erhalten Eig(A, 3) << )>, Eig(A,1)
00
10
01

N = =N
/

1
1
2
3
0
0

gilt A= BDB~ mltD—< )undB (%:ﬁ) und
L. 1 1 11

27 2v3 2v3 2 B

— -1 _ 1 1 1, 1 1
W=BVDB'=| ;=-35 3+t55 5

1 1 2

V3 V3 V3

As) Die Hauptminoren sind: m; = 1, mg = 0, mz = 0. Es gilt 6(A) = {0, 9}, also positiv

semidefinit.
Wir erhalten Eig(A4,3) = <<—;2>>, Eig(A,0) = <<_?2> , <§>> und
1 1 -2 2
W = 3 -2 4 -4
2 —4 4
As) Die Hauptminoren sind: m; = 2, mg = 19, mg = —12, also weder positiv definit

noch positiv semidefinit.
Ay) Die Hauptminoren sind: my = 3, mg = 8, also positiv definit.

Wir erhalten o(A) = {4,2} und Eig(A,4) = ((1)), Eig(4,2) = <( 711 )> und

1+% .

V2
W=l 142
V2 V2
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Aufgabe 10.4

1 1 1
2 2 2
i — 1 1 1 3x3
Essei A = —3 5 3 € R>%°.
1 1 0

a) Beweisen Sie, dass A diagonalisierbar ist, und finden Sie die Diagonalmatrix D, sowie
eine Matrix B, sodass D = B~'AB gilt.

b) Berechnen Sie A% sowie A" fiir alle n € N. Unterscheiden Sie dabei, ob n gerade oder
ungerade ist.

Hinweise.
a) Wir finden: o(A) = {0,1, -1}, Eig(A,0) = <<—51>>7 Eig(A,1) = <((1)>>, Eig(A,—1) =
((<1))- somit gitt D= (83 8 ) wna B= (1 0 {’1)

b) Wegen A = BDB~! berechnen wir am schnellsten: A" = BD"B~1.
Fiir n ungerade gilt D™ = D, also ist A" = A.
Fiir n gerade gilt D" = D? = (§ g %), also ist

111

2 2 2

A2 1 1 1
At=A"=| 5 3 —3
00 1



