LAG fiir BioInformatiker — WS 2015/2016 Hinweise zu Blatt 8
DRrR. ANTON MALEVICH

Hinweise zu den Beispielaufgaben zum Thema Determinante, Polynome

Aufgabe 8.1 Berechnen Sie die Determinanten folgender Matrizen:

in
a) [1 0 1] und iiber Q und Fy.
11 0 1 1 0 1
1 110
-1 0 a 0 a O
b) | 0 2 0 |und [b a+b b iber R
1 b -1 0 a 0

in Abhéngigkeit von a,b € R.

Hinweise.  a) Wir entwickeln jeweils nach der ersten Spalte:

0 11 11 11
det (1 0 1] =(=1)>"-1-det 4+ (=1)>1 1 det
L1 0 10 0 1

[iiber Q] = (—1)-(-1)+1=2
[iiber Fo] =1-1+1=0.

det

— = = O

(1) 111 1 11
1 =(—1)-det[1 0 1] +1-det|0 1 1
1 110 110

)~ )6 1)
6 ) ronlh )= 1) o3 )

= —(1-0)+(~140)— (1+0)

[iiber Q] = —3
[iber Fo] = 1.

= o = =
O = =

1
+(=1)-det | O
1

O ==

b) Wir entwickeln hier nach der zweiten Zeile:

-1 0 a

det|{ 0 2 0 | =2-det <_11 _al) =2(1—a).
1 b -1
Entwicklung nach der ersten Zeile liefert
0 a 0 b b
det | b a+b b| =—a-det = 0.
00
0 a 0

S.1/8
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Aufgabe 8.2 Berechnen Sie die Determinante der Matrix A und entscheiden Sie in
Abhéngigkeit von a,b,c,d € Q, ob A invertierbar ist.

1 00 -1 L4 a2 a 305
o a0 1 B ) o b o0 2
a) A= 00 a 11 b) A= 1 b b2 , ¢ A= 1 92 ¢ 3
111 0 € ¢ 0 0 0 d
Hinweise.  a) det A =
(1) 2 8 _11 0 1 0 a 0
det =1-det |0 a 1] —(=1)-det|{ O 0 a
0 0 a1l 110 -1 1 1
-1 1 1 0

:<a-det<clb (1)>+1-det<(1) ‘1L>>+(—1)-det(g 2)

= (=a)+ (—a) —a* = —2a — a®> = —a(2 + a)

A invertierbar < det A # 0, d.h. a # 0 und a # —2.

a
b b2 a a? a a?

2| — _

b2 = det (c 02> det (c 02> + det (b bz>

= bc? — cb® — ac® + ca® + ab® — ba®

= (b02 - ac2) + (ca2 - cb2) + (a62 — ba2)

= c2(b—a) + c(a —b)(a+b) + ab(b — a)

= (b—a)(c* —ac—bc+ab) = (b—a)(c—b)(c—a)

b) det A =

1
det | 1
1

(SIS S

A invertierbar < a, b, ¢ alle paarweise verschieden.

c) det A =
050 @ 30
det =(=)**.d-det [0 b 0
1 2 ¢ 3 1 2 ¢
0 0 0 d

A invertierbar < abced # 0.
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Aufgabe 8.3 Berechnen Sie die folgenden Determinanten mit Gaufl-Algorithmus:

o

0
Vo1 ‘
1 .
a)A-llOl,b)A—:
1 110 a
a
Hinwezse.
a)
0 1 1 1\ —Z4
(1 01 1)]-24
A= 1 1 0 1|—-24
1 1 10
-1 0 0 1
0O -1 0 1
0 0o -1 1
0 0 0 3
Somit gilt det A = det A’ = —3.
b)
0 a a
a 0 a
A=|:
a a
a a
—a 0
0 -—a
0
a
—a 0
0 -—a
0
0

wobei det A = det A’ = (—a)"'(n — 1)a = (-1)""(n —

o
SIS
SIS

[SEERS]
Q O
o Q

+Z1+ Zy+ Z3

= A’ mit det A’ = —3.

co o o

0

S

—a a

0 (n—1a

1)a™.

Teil a) kriegt man auch durch Einsetzen von a =1, n = 4 in Teil b)!
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Aufgabe 8.4 Berechnen Sie die Determinanten folgender Matrizen:

3 _9 _3 _g
2) 3 73 T3 73 b) -3 7 -1 4
45 g 2 | 5 -9 2 7
4 -6 1 2
7 -8 —4 -5
Hinweise.
a)
3 9 3
2 B B A E] 3 -9 -3 -6
A 578 5 5 | <Bl [s o 8 -2 7| -z
-1 4 _ s 2 -5 -2 _9| —
7 -8 —4 -5 2
3 -9 —3 —6\ +3% 9 -6 0 -9
2 1 1 -1 2 1 1 -1|_,
1 4 0 4 1 4 0 4| 7%
-3 8 0 9 -3 8 0 9

Entwicklung nach der dritten Spalte liefert det A = — det A3 mit

9 -6 —9 >< 3 —2 -3\ 3%

As=1 4 4 ~11 4 4
-3 8 9/ 437 0 20 21
0 —-14 -15
0 20 21

det Ay = —(—14-214+15-20) = —6. Es folgt: det A3 = 3-det Ay = —18, det Ay = 18
und det A = detda 1

2-3-3
b)
2 -5 1 2 2 -5 1 2
-3 7 -1 4| +2 -1 2 06|
4= 5 -9 2 7|-224 1 1 0 3 = 4.
4 -6 1 2) —74 2 -1 00

Entwicklung nach der dritten Spalte liefert det Ay = det Ag, wobei

-1 2
Az =| 1 1

S W o

—1

Wir erhalten: det A = det A3 = —9. ]
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Aufgabe™ 8.5 Es bezeichne D,, die folgende Determinante:

21 0 0 -0

1 1 0 0

0 1 1 0
D,, = det )

0 0o 1 2 1

0 0 0 1 2

n

Beweisen Sie mit Induktion, dass fiir alle n € N stets D,, = n + 1 gilt.
(Hinweis: Entwickeln Sie die Determinante nach der ersten Spalte und ermitteln Sie eine
rekursive Formel fiir D,,.)

Hinweise. Wir beweisen die Formel mit Induktion nach n.

IA) n=1:det(2)=2=1+1.
n:2:det(%5)23=2+1.\/

IV) Es gelte fur alle k <n: D, =k + 1.

IS) Wir zeigen die Formel fiir n. Die Entwicklung nach der ersten Spalte liefert

2 1 0 O 0 1 0 0 0 --- 0
1 2 1 0 1 2 1 0
0 1 2 1 --- 0 0 1 1 0
Dy, =2-det | . ) ) ) —1-det
0 0o 1 2 1 0 0 1 1
0 0O 0 1 2 0 0 1
ntl ntl
2 1 0 0 0
1 1 0 0
0 1 2 1 --- 0
= 2Dn_1 — det . . . . = 2Dn_1 - Dn_g
0 0o 1 2 1
0 0 0 1
n—2

Yom—-1+41)-(n—2+1)=n+1v
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Aufgabe 8.6 Finden Sie alle Nustellen des gegebenen Polynoms f(z) € KJz] fiir den
gegebenen Korper K. Schreiben Sie f(z) = (z — a1) -+ (x — ag)g(z), wobei oy, ..., ax
die Nustellen von f(z) sind, und g(z) keine Nulstellen hat. (Die «; sind nicht unbedingt
verschieden.)

Beispiel: K =R, f(x) = 2% — 2% + 23 — 22
Die Nullstellen sind 0 (zweifach) und 1, und es gilt: f(x) = 2%(x — 1)(z? + 1).

=0+ttt + 1.
=+ 4+ 1.

:$5+x4+x3+x2.

K =Q, f(z) = 22"+ 32" —4a® — 72® + 2.

K =R, f(x) = 225 + 32% — 42% — 72% + 2.

= (z+1) (2" +2° +1), NS: 1.

= (z+1) (2" +2* +1), NS: 1,

= 2%(x 4+ 1)3, NS: 0 (zweifach) und 1 (dreifach).

r) = (z + 1)%(x + 2)%, NS: 2 (zweifach) und 1 (zweifach).

r) = x(x + 1)} (z + 2)3, NS: 0, 2 (zweifach) und 1 (dreifach).
=2%(z + 1) (z* + 1), NS: 0 (zweifach) und 2.

r) = 2%(z + 1)(z + 2)(z + 3), NS: 0 (zweifach), 4, 3, 2.

x+2)(z+3)(x+4),NS: 0,4, 3,2, 1.

8
I
8
—~
8
_|._
X
~

(z +3)(x +5) (2% +2), NS: 6 (zweifach), 4, 2.
= (z+1)*(2z — 1) (#* — 2), NS: —1 (zweifach), £
)

z) = (z+1)22z —1) (z — vV2) (z + v2), NS: —1 (zweifach), 3, V2, vV/-2.
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Aufgabe 8.7 Es sei K ein Korper.
Fiir ein Polynom p(X) = a2 +...+a1x+ap € K[z] und eine Matrix A € K™*" definieren
wir eine Matrix p(A) € K™*" durch

p(A) = arAF + .+ a1 A+ aol,.

Berechnen Sie p(A) und det p(A) iiber R und iiber Fa, wobei

1 1 0
A=[0 -2 1| undp(X)=2>—2®+2+1.
-1 -3 1
Hinweise. Es gilt (iiber R):
1 -1 1 000
A=|-1 1 -1|uwd4’={0 0 0
-2 2 =2 0 0O
Somit erhalten wir: p(A) = A3 — A2 + A+ I3 =
1 -1 1 1 1 0 100 1 2 -1
-1 1 —1)+(0o =2 1|+fo1o0|=(1 -2 2],
2 2 -2 -1 -3 1 00 1 1 -5 4
und det p(A) = 1.
Uber Fy haben wir:
1 10 1 11 0 00
A=[0 0 1|,4%2=(1 1 1] wdA4®>=(0 0 0],
1 11 0 00 0 00

und somit

Aufgabe# 8.8 Es sei K ein Korper und es seien ag, ..., a,—1 € K.
Zeigen Sie:

T 0 O 0 ag
-1 =z 0 0 ay
O -1 = --- 0 as
det | . . .. . . = 2" 4 ap_12" ! +...+aix+ap
0 0O 0 ... =z Ap—2
0 0 0 ... =1 xz+an_

mittels
a) Laplace-Entwicklung (d.h. nach Definition),

b) elementarer Zeilenumformungen.
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Hinweise.  a) Entwicklung nach der letzten Spalte liefert: det A =
(=) "agdet Ay, + (=1)*ay det Agy + ...+ (—=1)?"(X + an—1) det A,y ,, Wobei

-1 =x 0
O -1 --- 0 .
det Ay =det | . . .| =1
0 0 -1
x 0 0 0
0 -1 X 0
det AQyn = det 0 0 -1 .- 0 — (_1)1172 -z,
0 O 0 -1

det Ap—2, = (—1) . xn—2’

det Ay, = xn_l(:z‘ +ap—1)=a2"+ 2" a1

Nach Einsetzen erhalten wir die Formel.
Es gilt daher:

det A = xnfl(aﬁ +ap—1)+ap+ax+...+ Apox"™ 2

—ag+ a1t 4 ...+ ano0x" 2+ an_12" " + 2"

b) Zuerst bringen wir die erste Zeile nach unten (dazu brauchen wir n —1 Vertauschun-
gen: AR N R - T/ Zn)

_1 x PR al

o -1 --- as

0 0 oo THap—1

x o .- agp +x - 2
_1 :L' DY al

o -1 -- as

0 0 ... z4+ap-1

0 22 -+ a+az +X2. 7,
_1 €T a1

o -1 --- ao

0 0o ... T+ ap_1
0 0 - ay+zar+...+2" Hz+a,1)

Es folgt:

det A= (=)' (=D)"Yag+...+2" ta, 1 + 2"
————

Vertauschungen

=ag+ ...+ 2" ta,_1 + 2"



