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Es sind nur Gruppenabgaben (2–3 Personen aus derselben Übungsgruppe) erlaubt.
Falls Sie mehr als ein Blatt Papier abgegen, heften Sie bitte die Blätter zusammen.

Aufgabe 12.1 Es seien V = R2 und W = R3 mit Standardbasen S = {s1, s2} und
T = {t1, t2, t3}. Es seien ferner zwei weitere Basen gegeben: S′ = {v1, v2} von V und
T ′ = {w1, w2, w3} von W , wobei

v1 = s1 − s2, v2 = −2s1 + s2,

w1 = t1 − t3, w2 = t2 + t3, w3 = t3.

Es sei A : V →W linear mit A(v1) = w1 und A(v2) = w2. Die Darstellungsmatrix von
A bzgl. der Basen S′ und T ′ ist also

T ′AS′ =

1 0
0 1
0 0

 .

a) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix TAS′ von A bzgl. der Basen S′ und T .

b) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix TAS von A bzgl. der Basen S und T .

c) Bestimmen Sie KerA und BildA.

Aufgabe 12.2 Quotientenraum

a) Es sei V = R4 mit Standardbasis E = {e1, e2, e3, e4} und A : V → V die lineare
Abbildung mit Darstellungsmatrix

EAE =


1 2 1 3
−1 −1 −1 −1
0 1 0 2
1 4 1 7

 .

Es sei ferner U = KerA. Zeigen Sie: dimU = 2 und U =

〈
v1 =

(
1
−2
0
1

)
, v2 =

(−1
0
1
0

)〉
.

Es sei B = {v1, v2, e2, e1}. Finden Sie die Darstellungsmatrix BAB.

Wir definieren die Abbildung A : V/U → V/U durch A(v + U) = A(v) + U für
v ∈ V . Erklären Sie, warum B = {e2 + U, e1 + U} eine Basis von V/U ist und finden
Sie die Darstellungsmatrix BAB. Berechnen Sie detA und zeigen somit, dass A ein
Isomorphismus von V/U ist.

b) Es sei V ein Vektorraum und U ≤ V . Zeigen Sie: dim(V/U) = dimV − dimU .

c) Es seien V ein Vektorraum, A : V → V eine lineare Abbildung mit U = KerA und
A : V/U → V/U die lineare Abbildung definiert durchA(v + U) = A(v) + U . Beweisen
Sie, dass A ein Isomorphismus ist.

Aufgabe 12.3 Berechnen Sie die Determinanten folgender Matrizen und entscheiden Sie
in Abhängigkeit von a, b, c, d ∈ R, ob die Matrizen invertierbar sind.

A =


1 0 0 −1
0 a 0 1
0 0 a 1
−1 1 1 0

 , B =


a 3 0 5
0 b 0 2
1 2 c 3
0 0 0 d

 .

Berechnen Sie A−1 und B−1 für alle Werte von a, b, c, d, für die A und B invertierbar sind.
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Aufgabe 12.4 Determinanten

a) Berechnen Sie die Determinanten folgender Matrizen mit Gauß-Algorithmus:

A =


3
2 −9

2 −3
2 −3

5
3 −8

3 −2
3 −7

3

4
3 −5

3 −1 −2
3

7 −8 −4 −5

 und B =


0 a a · · · a
a 0 a · · · a
...

. . .
...

a · · · a 0 a
a · · · a a 0

 ∈ Rn×n, n ∈ N.

b) Es bezeichne Dn die folgende Determinante:

Dn = det



2 1 0 0 · · · 0
1 2 1 0 · · · 0
0 1 2 1 · · · 0
...

. . .
. . .

. . .

0 · · · 0 1 2 1
0 · · · 0 0 1 2


︸ ︷︷ ︸

n

.

Beweisen Sie mit Induktion, dass für alle n ∈ N stets Dn = n+ 1 gilt.
(Hinweis: Entwickeln Sie die Determinante nach der ersten Spalte und ermitteln Sie
eine rekursive Formel für Dn.)

Aufgabe# 12.5 Es seien V = R3 und W = R2 mit Basen S =
{

(1, 1, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)
}

bzw. T =
{

(0, 1), (1, 1)
}

. Es sei ferner A : V →W die lineare Abbildung mit Darstellungs-
matrix

TAS =

(
−1 1 −3
1 0 3

)
Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix von A bezüglich der Standardbasen von V und W
sowie KerA und BildA.

Aufgabe# 12.6 Berechnen Sie die Determinanten folgender Matrizen:
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

 und


2 −5 1 2
−3 7 −1 4
5 −9 2 7
4 −6 1 2

 .

sowie −1 0 a
0 2 0
1 b −1

 und

0 a 0
b a+ b b
0 a 0


in Abhängigkeit von a, b ∈ R.

Aufgabe# 12.7 Es seien α1, α2, . . . , αn ∈ R. Zeigen Sie

det


1 1 · · · 1
α1 α2 · · · αn

α2
1 α2

2 · · · α2
n

...
...

...

αn−11 αn−12 · · · αn−1n

 =
∏

1≤i<j≤n
(αj − αi).

Aufgaben und Aufgabenteile mit # werden nicht korrigiert und müssen nicht abgegeben werden.
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Aufgabe# 12.8 Es sei K ein Körper und es seien a0, . . . , an−1 ∈ K.
Beweisen Sie:

det



X 0 0 · · · 0 a0
−1 X 0 · · · 0 a1
0 −1 X · · · 0 a2
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . X an−2
0 0 0 . . . −1 X + an−1


= Xn + an−1X

n−1 + . . .+ a1X + a0

mittels

a) Laplace-Entwicklung (d.h. nach Definition),
b) elementarer Zeilenumformungen,
c) Leibniz-Formel.

Aufgabe# 12.9 Es seien

σ1 =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 3 5 7 8 9 10 2 4 6

)
,

σ2 =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 5 1 10 8 3 4 9 7 6

)
,

σ3 =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
4 10 9 7 5 6 8 1 2 3

)
Permutationen aus S10.

a) Schreiben Sie σ1, σ2 und σ3 in Zykelschreibweise als Produkt von elementfremden
Zykeln.

b) Bestimmen Sie die Zykelschreibweisen von σ2 ◦σ3, σ3 ◦σ2, (σ1 ◦σ2)◦σ3, σ1 ◦(σ2 ◦σ3),
σ−12 ◦ σ

−1
3 , (σ2 ◦ σ3)−1 und (σ3 ◦ σ2)−1.

Aufgabe# 12.10

a) Schreiben Sie σ1, σ2 ∈ Sn als Produkt von Transpositionen und bestimmen Sie
sgn(σ1) und sgn(σ2), wobei

σ1 = (1 2 · · · n− 1 n), σ2 = (a1 a2 · · · a`).

b) Es habe σ ∈ Sn in Zykelschreibweise als Produkt von elementfremden Zykeln genau
k Zykel der Längen `1, `2, . . . , `k.

Beweisen Sie: sgn(σ) = (−1)(`1−1)+(`2−1)+...+(`k−1).

c) Bestimmen Sie das Signum von

π =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
5 4 1 2 3 11 6 9 8 7 10 12

)
∈ S12.

Aufgabe# 12.11 Wir definieren für ein σ ∈ Sn die Zahl k(σ) als

k(σ) =
∣∣{(i, j) : 1 ≤ i < j ≤ n, σ(i) > σ(j)}

∣∣.
Beweisen Sie: sgn(σ) = (−1)k(σ).

Aufgaben und Aufgabenteile mit # werden nicht korrigiert und müssen nicht abgegeben werden.


