Lineare Algebra und Geometrie I — SS 2016 Blatt 12
AKAD. RATIN DR. CYNTHIA HOG-ANGELONI
DRr. ANTON MALEVICH

Es sind nur Gruppenabgaben (2-3 Personen aus derselben Ubungsgruppe) erlaubt.
Falls Sie mehr als ein Blatt Papier abgegen, heften Sie bitte die Blatter zusammen.

Aufgabe 12.1 Es seien V = R? und W = R? mit Standardbasen S = {s1,s2} und
T = {t1,t2,t3}. Es seien ferner zwei weitere Basen gegeben: S’ = {v1,v2} von V und
T" = {w1,ws, w3} von W, wobei

vl =81 — 82, V2= —281 + S,

wy =1t —t3, w2 =1l2+13, ws=1t3.

Essei A:V — W linear mit A(v1) = w; und A(v2) = ws. Die Darstellungsmatrix von
A bzgl. der Basen S’ und T” ist also

10
T/AS/ =10 1
0 0

a) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix pAg von A bzgl. der Basen S” und T
b) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix 7Ag von A bzgl. der Basen S und 7'
c¢) Bestimmen Sie Ker A und Bild A.

Aufgabe 12.2 Quotientenraum

a) Es sei V = R* mit Standardbasis E = {e1,ea,e3,e4} und A : V — V die lineare
Abbildung mit Darstellungsmatrix

1 2 1 3
-1 -1 -1 -1
0 1 0 2
1 4 1 7

FAE =

1 -1

Es sei ferner U = Ker A. Zeigen Sie: dimU = 2und U = <vl = (‘02) , Vg = ( 9 )>
1 0

Es sei B = {v1, v2,e2,e1}. Finden Sie die Darstellungsmatrix pAp.

Wir definieren die Abbildung A : V/U — V/U durch A(v+ U) = A(v) + U fir
v € V. Erkléren Sie, warum B = {e2 + U, e; + U} eine Basis von V/U ist und finden
Sie die Darstellungsmatrix gAp. Berechnen Sie det A und zeigen somit, dass A ein
Isomorphismus von V/U ist.

b) Es sei V ein Vektorraum und U < V. Zeigen Sie: dim(V/U) = dimV — dim U.

Aufgabe 12.3 Berechnen Sie die Determinanten folgender Matrizen und entscheiden Sie
in Abhéngigkeit von a, b, c,d € R, ob die Matrizen invertierbar sind.

1 0 0 -1 a 3 0 5
0O a 0 1 0 b 0 2
A= 0 0 a 1| B= 1 2 ¢ 3
-1 1 1 O 0 0 0 d

Berechnen Sie A~ und B! fiir alle Werte von a, b, ¢, d, fiir die A und B invertierbar sind.

Abgabe: 15.7. bis 12:00 Uhr im Ubungskasten neben der Fachschaft S.1/3
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Aufgabe 12.4 Determinanten

a) Berechnen Sie die Determinanten folgender Matrizen mit GauB-Algorithmus:

3 _9 _3 _3 0 a a a
2 2 2
5 8 _2 7 a 0 a a
A=y i , | wdB= | | R neN.
3 3 0 3 a a 0 a
7T -8 —4 =5 a a a 0
b) Es bezeichne D,, die folgende Determinante:
2 1 0 0 0
1 1 0 0
1 2 1 0
D,, = det ]
0 0o 1 2 1
0 o 0 1 2

~~
n

Beweisen Sie mit Induktion, dass fiir alle n € N stets D,, =n + 1 gilt.
(Hinweis: Entwickeln Sie die Determinante nach der ersten Spalte und ermitteln Sie
eine rekursive Formel fiur D,,.)

Aufgabe” 12.5 Esseien V = R und W = R? mit Basen S = {(1,1,0),(0,1,0),(0,0,1)}
bzw. T = {(0, 1), (1, 1)} Es sei ferner A : V' — W die lineare Abbildung mit Darstellungs-

matrix
-1 1 -3
rds = ( 1 0 3 >

Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix von A beziiglich der Standardbasen von V' und W
sowie Ker A und Bild A.

Aufgabe” 12.6 Berechnen Sie die Determinanten folgender Matrizen:

01 1 1 2 -5 1 2
1 011 -3 7 -1 4
tro1] ™ol 9 o2 7
1 110 4 -6 1 2
sowie

-1 0 a 0 a 0

0 2 0 und [ b a+b b

1 b -1 0 a O

in Abhéngigkeit von a,b € R.

Aufgabe” 12.7 Es seien aq,an,...,a, € R. Zeigen Sie

1 1 1
a1 a2 (79
2 2 2
det | @1 a3 an | = H (aj — )
: 1<i<j<n
n—1 n—1 n—1
af as apy

Aufgaben und Aufgabenteile mit # werden nicht korrigiert und miissen nicht abgegeben werden.
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Aufgabe? 12.8 Es sei K ein Korper und es seien ag, ..., a,—1 € K.
Beweisen Sie:

X 0 0 --- 0 ap
-1 X 0 --- 0 ay
o -1 X --- 0 as
det . . . . . . :Xn—|—an,1X”_1—|—...+a1X+a0
0 o o0 ... X ap—9
O 0 0 ... =1 X+ap—

mittels

a) Laplace-Entwicklung (d.h. nach Definition),
b) elementarer Zeilenumformungen,
c¢) Leibniz-Formel.

Aufgabe# 12.9 Es scien

(123456 7 89 10
9T=\1 3578910 2 4 6)°
(123 45678910
27\2 5110 83497 6)°
(1 2 345678 9 10
99=\4 10 9756812 3

Permutationen aus Syg.

a) Schreiben Sie o1, 09 und o3 in Zykelschreibweise als Produkt von elementfremden
Zykeln.

b) Bestimmen Sie die Zykelschreibweisen von o9 003, 03009, (01002) 003, 010(02003),
oyt ooyt (02003)7  und (03 009) 7L

Aufgabe# 12.10

a) Schreiben Sie 01,09 € S, als Produkt von Transpositionen und bestimmen Sie
sgn(oq) und sgn(oy), wobei

o1=(12---n—1n), o2= (a1 az -+ ap).

b) Es habe o € S,, in Zykelschreibweise als Produkt von elementfremden Zykeln genau
k Zykel der Langen £1,0s, ..., 0.

Beweisen Sie: sgn(o) = (—1)G D+ -+ +(G-1),

c¢) Bestimmen Sie das Signum von

(1
™ \s

Aufgabe” 12.11 Wir definieren fiir ein o € S, die Zahl k(o) als

345 6 7 8
1 2 3 11 6 9

NS

9 10 11 127
8 7 10 12 12:

k(o) =[{(i,j):1<i<j<n, o(i)>a(j)}

Beweisen Sie: sgn(o) = (—1)*).

Aufgaben und Aufgabenteile mit # werden nicht korrigiert und miissen nicht abgegeben werden.



