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Einleitung

Thema: Statistische Signifikanz in hochdimensionalen linearen Modellen...

... durch p-Werte, also

Ziel: Konstruktion von p-Werten fiir Hypothesen in hochdimensionalen linearen Model-
len.

Definition 1 p-Wert = P[|T| > t] unter Hy,

wobei T Teststatistik und t Experimentausgang.

Der p-Wert ist also die Wahrscheinlichkeit ein solches Stichprobenergebnis oder ein noch
extremeres zu erhalten, wenn die Nullhypothese wahr ist.

1 Grundlegendes: Modell und Hypothesen
Wir betrachten ein hochdimensionales lineares System von der Form
Y = X3+ (1)

mit Ergebnisvektor Y € R™*!,

fest vorgegebene Designmatrix X € R"*P,

wahrem Paramtervektor 8° € RP*! und

stochastischem Fehlervektor ¢ € R™*! mit ¢ ~ N(0, 0%I),

im Fall p > n und beschéftigen uns mit Nullhypothesen der Form:

Hoj:B8=0 j=1,..p. (2)



2 Ein angemessener Schatzer

2.1 Die Ridge Regression
Die Ridge Regression

B = argming (Y = X85 /n + A [18]3) . (3)

wo A = )\, der Regularisierungsparameter und {2 die Kovarianzenmatrix des Ridgeschét-
zers und wir annehmen, dass

“min  Q;(A\) = ?fin }Var [BJ} (A\) >0, (4)

schéitz eigentlich 0° = Px° € R(X), wobei R(X) C R? der lineare Raum, der durch
die n Zeilen von X aufgespannt wird und Px die Projektion von R? auf R(X) ist.
Es gilt

0 < Lo < liminf min Var[3,] < M. 5
< Lo <lminf min Varl8;] < Me )

fir ein 0 < C < oo und Konstanten mit 0 < Lo < Mg < oo abhéangig von C und der
Designmatrix X, und

A 0\ 2 ) A
- max (IE[BJ] — Qj) < min }Var[ﬁj], (6)
fiir einen Regularisierungsparameter A > 0 der folgende Eigenschaft® hat:

1

) Amingo(5) (7)

—-1/2
A (?1 Varw}-]) <n V2|0

WO )\min7g(](i:> kleinster Eigenwert £ 0 der Kovarianzmatrix S =n1XTX.

2.2 Die korrigierte Ridge Regression stochastisch modelliert

Die korrigierte Ridge Regression Bcomj mit Regularisierungsparameter A > 0 zum
Testen von H ;

Bcorr;j = Bj - éHo;j = Bj - Z (PX)jk Binit;k (8)
k#j
kann durch R
Bcorr;j = Zj + Vi (] = 17 "'7p) (9)

21y Zy ~N(0,n7160%Q), Q = Q(N),

i = (Px)j; B2 = Sy (Px) ji. (Bimier — B2) + (),

b;(\) = IE[3;(\)] — 07 ,Schétzungsverzerrung®

stochastisch dargestellt werden. Mit den Normalisierungsfaktoren

Cln,p;j(U) = nl/zailgjijl/Q(j = 17 7p) (10)
gllt an,p;j(U)Zj ~ N(O, 1)



2.3 Eine asymptotische Schranke: Prazise formuliert

Definition 2 Seien X und Y reelle Zufallsvariablen. X ist kleiner-gleich Y beziiglich der
gewohnlichen stochastischen Ordnung, wenn fiir alle b € R gilt P(X > b) < P(Y > b).

Satz 1 Wir betrachte eine Schar von linearen Modellen
Y, =X.0"+e,n=12 ., (11)

die korrigierte Ridge Regression chr mit geeignetem** Regularisierungsparameter A, >
0

-1 .

i (An) ™17 = o(min(n ™2 0% Aminzo(2))), (n = o0) (12)

und machen folgende Annahme A:

Es gibt Konstanten A; = A, > 0 so dass

P i (0) 3 (Px) i (Bimitn — B)| < Am} —1 (n—o0). (13)

k#j

Dann gilt fir j € {1, ...,pn} unter Hy;: fir alle uw € RT,

ﬁ1{

lim sup (IP {an,p;j(aﬂ@wmﬂ > u} —P|W|+A4; > u]) <0,

n—o0

wobei W ~ N (0,1).

3 Die Herleitung der p-Werte

3.1 p-Werte
p-Wert = P [|[W + Aj| > Gy (0) | Beorri|| umter Hy (14)

Fir die individuelle Hypothese Hy ; definieren wir daher den p-Wert fiir die zweiseitige
Alternative als:

Py = 2(1 = ((anpgg (0)  Beorris| — A5)4))- (15)

3.2 Die Herleitung der A;

Satz 2 Betrachte (2) mit normalisierten Spalten i]-j = 1, welche die Kompatibilitats-
bedingung mit Konstante CD% = <I>3m erfiillen. Nehme den Lasso als Initialschdtzer [;n:;

mit Regularisierungsparameter Apq.sso = 401/Clog(p,)/n fir ein 2 < C < oo. Nehme

an, dass die Menge der aktiven Koeffizienten sq = so, = o((n/log(p,))?) (n — o) fiir
ein 0 < & < 1/2, und dass liminf,, ., (D(%,n > 0. Dann erfillt

Aj 1= max |an (o) (Px)ju| (log(p)/ n)t/2= (16)

die Bedingung A (13).



Korollar 1 Nehme die Annahmen von Satz 2, ohne Bedingung A und mit den Bdin-

gungen von Satz 2, an. Dann gilt, mit dem Lasso als Inititalschdtzer, die Aussage von
Satz 1.
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