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Grundlegendes
Modell
Ziel

Hochdimensionales lineares Modell

Wir betrachten ein hochdimensionales lineares Modell von der

Form
Y = XBO + € (1)

mit Ergebnisvektor Y € R™<1,

fest vorgegebener Designmatrix X € R"*P,

wahrem Paramtervektor 3% € RP*1 und

stochastischem Fehlervektor € € R"! mit ¢ ~ N(0, 21)
im Fall p> n.
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Grundlegendes

Hypothesen

Das Paper beschaftigt sich mit einer oder vielen Nullhypothesen
der Form
Hoc : 8] =0 Vj€ G,

wo G C {1,...,p} eine Teilmenge aller Indizes der Kovariablen ist.
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Grundlegendes

Hypothesen

Das Paper beschaftigt sich mit einer oder vielen Nullhypothesen
der Form

Hoc : 8] =0 Vj€ G,

wo G C {1,...,p} eine Teilmenge aller Indizes der Kovariablen ist.
Wir interessieren uns heute allerdings nur fiir die Individuellen
Nullhypothesen der Form

G = {j} : fur den j-ten Regressionsparameter fiir j =1,...,p,d.h.:
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Grundlegendes
Modell
Ziel

» Statistische Signifikanz in hochdimensionalen linearen
Modellen™...

... durch p-Werte, also beschéaftigen wir uns heute mit der
Konstruktion von p-Werten fiir Hypothesen in
hochdimensionalen linearen Modellen.
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Grundlegendes
Modell
Ziel

» Statistische Signifikanz in hochdimensionalen linearen
Modellen™...

... durch p-Werte, also beschéaftigen wir uns heute mit der
Konstruktion von p-Werten fiir Hypothesen in
hochdimensionalen linearen Modellen.
Vorgehensweise:

einen angemessenen Schitzer fiir 50 finden

=- asymptotische Verteilung fiir diesen Schatzer

= p-Wert = P[|T| > t] unter Hp,

T Teststatistik, t Experimentausgang.

= Aussagen wie , Hp3 :Bg = 0 kann zum Signifikanzniveau «
abgelehnt werden = der Effekt der 3. Kovariate von X ist
statistisch signifikant" moglich.

Stella PreuBler Statistische Signifikanz in hochdimensionalen linearen Modellei



(8 con
. = . H s 0
Ein angemessener Schitzer... ber eigentlich fiir 6°...
.. korrigiert fiir 3y
.. stochastisch modelliert

Ridge Regression

Sei

B = argming (IY = X813 /n+ 15I3) (3)
die Ridge Regression, wobei

A = A, der Regularisierungsparameter, 2 die Kovarianzenmatrix
und wir annehmen, dass

je{Tl..r?,p} Q;i(N) :je{T,!.rIp} Var [ﬁj] (A) >0 (4).
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... fiir 80...

Ein angemessener Schitzer... ..., aber eigentlich fiir 6°...
... korrigiert fiir 3y
... stochastisch modelliert

Ridge Regression

Sei
B = argming |[Y — XB|13 /n+ X812 (3)

die Ridge Regression, wobei
A = A, der Regularisierungsparameter, 2 die Kovarianzenmatrix
und wir annehmen, dass

min - Q;(A\) = min Var|5;| (\) >0 (4).
je{lv“'vp} JJ( ) je{lv"'vp} |:BJ:|( ) ( )
Eigentlich schitzt die Ridge Regression jedoch 00 = Px3° € R(X),
wobei R(X) C RP der lineare Raum, der durch die n Zeilen von X
aufgespannt wird und Px die Projektion von RP auf R(X) ist.
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Ein angemessener Schatzer...
orrig Bo
tochastisch modelliert

Angemessenheit

Es gilt

0<Lc<liminf min Var[3]< Mc (5
= IR eI,y Vo < Me @)

fiir ein 0 < C < 0o und Konstanten mit 0 < L < M¢c < o0
abhangig von C und der Designmatrix X,
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Ein angemessener Schitzer... oo gentlich fiir 6°...
giert fiir 8p
... stochastisch modelliert

Angemessenheit

Es gilt

0<Lc<liminf min Var[3]< Mc (5
= IR eI,y Vo < Me @)

fiir ein 0 < C < 0o und Konstanten mit 0 < L < M¢c < o0
abhangig von C und der Designmatrix X, und

~ 2 ~
max (IE 5] — 90) < min Var[3;] (6),

jell,...p} 151 = je{l,..p} 1)
fiir einen Regularisierungsparameter A > 0 der folgende
Eigenschaft* hat:

O\ -1/2 )
A ( min Var[@-]) < 1725 (105 Amingo() (7)
j {177p}

A

WO Amin£0(X) kleinster Eigenwert # 0 der Kovarianzmatrix
> =n1XTX.
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Ein angemessener Schatzer... ..., aber eigentlich fiir 6°...
... korrigiert fiir 3y
.. stochastisch modelliert

Projektionsverzerrung

Ridge Regression schitzt den Parameter 0 = Px /3%, d. h. es tritt
neben der Schitzungsverzerrung noch eine zusitzliche
Projektionsverzerrung B; (j=1, ..., p) auf
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Ein angemessener Schatzer... ..., aber eigentlich fiir 6°...
... korrigiert fiir 3y
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Projektionsverzerrung

Ridge Regression schitzt den Parameter 0 = Px /3%, d. h. es tritt
neben der Schatzungsverzerrung noch eine zusitzliche
Projektionsverzerrung B; (j=1, ..., p) auf :

Bj=10; — 5
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Projektionsverzerrung

Ridge Regression schitzt den Parameter 0 = Px /3%, d. h. es tritt
neben der Schatzungsverzerrung noch eine zusitzliche
Projektionsverzerrung B; (j=1, ..., p) auf :

By =60 — 39 = (Px°), — 87 = (Px); 80 — B2 + S (Px)y 5.
k#j
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Ein angemessener Schitzer...
... korrigiert fiir 3y
... stochastisch modelliert

Projektionsverzerrung

Ridge Regression schitzt den Parameter 0 = Px /3%, d. h. es tritt
neben der Schatzungsverzerrung noch eine zusitzliche
Projektionsverzerrung B; (j=1, ..., p) auf :

By =60 — 39 = (Px°), — 87 = (Px); 80 — B2 + S (Px)y 5.
k#j

Da wir p-Werte konstruieren wollen, miissen wir die Verzerrung nur
unter Hy beriicksichtigen:

BHO;,- = Z(PX)jk 5/9
k#j
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Ein angemessener Schitzer...
orrigiert fiir 39
tochastisch modelliert

Korrektur der Projektionsverzerrung

. und konnen sie mit Hilfe eines Initialschitzers B;,,,-t (z. B. Lasso)
schatzen:

Broy = D (PX) i Binitik
k#j
um schlieBlich die korrigierte Ridge Regression Bcorr;j zum
Testen von Hyp; zu erhalten:

Bcorr;j = Bj - BHOJ = Bj - Z (Px) Binit:k (8)-
ki

Stella PreuBler Statistische Signifikanz in hochdimensionalen linearen Modellel



Ein angemessener Schitzer... igentlich fiir 6°...
... korrigiert fiir 3y
... stochastisch modelliert

Proposition 1

Proposition 1
Die korrigierte Ridge Regression Bco,r;j mit

Regularisierungsparameter A > 0 konnen wir darstellen als:

Bcorr;j =Zj+; G=1,..p) (9)
wobei
a,,’p;j(O')Zl, 0505 Zp R /\/(0, 1),
V= (PX)J'j ﬂjp - Zk;éj (PX)jk (ﬂinit;k - 52) + bj()\):
bi(\) = E[B;(\)] — HJQ . Schatzungsverzerrung*.
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Ein angemessener Schatzer... ..., aber eigentlich fiir 6°...
... korrigiert fiir 3y
.. stochastisch modelliert

Scharenmodell und Annahme

Fiir diese Verteilung soll nun eine asymptotisch stochastische
Schranke unter der Nullhypothese gefunden werden.
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Scharenmodell und Annahme

Fiir diese Verteilung soll nun eine asymptotisch stochastische
Schranke unter der Nullhypothese gefunden werden.
Dazu betrachten wir eine Schar von linearen Modellen

Y,=X,024€e,n=1,2,.., (11)

wobei sich alle GréBen und auch die Dimension p = p, mit n
verandern diirfen
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Ein angemessener Schitzer... igentlich fiir 6°...
... korrigiert fiir 3y
... stochastisch modelliert

Scharenmodell und Annahme

Fiir diese Verteilung soll nun eine asymptotisch stochastische
Schranke unter der Nullhypothese gefunden werden.
Dazu betrachten wir eine Schar von linearen Modellen

Y,=X,024€e,n=1,2,.., (11)

wobei sich alle GréBen und auch die Dimension p = p, mit n
verandern diirfen und machen folgende Annahme A (13):
Es gibt Konstanten A; = A; , > 0 so dass

P ﬂ an,p;j(0) Z(PX)jk(Binit;k —BR)| < A, =1 (n— ).

j=1 ki
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Ein angemessener Schitzer... o igentlich fiir 6°...
giert fiir 8p
... stochastisch modelliert

Asymptotische stochastische Schranke

Pn
P ()< [anpni(0) D (Px)ik(Binitsk — B)| < Bjn ¢ | — 1(n — 0)
j=1 Py

Mit dieser Annahme und einem geeignet** gewahlten
Regularisierungsparameter A, > 0 kann man nun zeigen, dass
unter der Nullhypothese Hy; fiir j € {1,..., pp}:

Bcorr;j <st |W| + Aj7 W ~ N(Oa 1)

an.p;j(o)

Stella PreuBler Statistische Signifikanz in hochdimensionalen linearen Modellei



B8
Ein angemessener Schitzer... aber eigentlich fiir 6°...
... korrigiert fiir 3y
... stochastisch modelliert

Asymptotische stochastische Schranke

Pn
P ()< [anpni(0) D (Px)ik(Binitsk — B)| < Bjn ¢ | — 1(n — 0)
j=1 Py

Mit dieser Annahme und einem geeignet** gewahlten
Regularisierungsparameter A, > 0 kann man nun zeigen, dass
unter der Nullhypothese Hy; fiir j € {1,..., pp}:

an.p;j(o') Bcorr;j

Definition: Seien X und Y reelle Zufallsvariablen. X ist
kleiner-gleich Y beziiglich der gewohnlichen stochastischen
Ordnung, wenn fiir alle b € R gilt P(X > b) < P(Y > b).
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Ein angemessener Schitzer... gentlich fiir 6°...
rt fiir Bg
... stochastisch modelliert

Asymptotische stochastische Schranke: Satz 1

Pn

P ()1 |20p6(0) D (Px)ik(Biniek = BO| < Ajn ¢ | = 1(n — o0)

Jj=1 k#j

Mit dieser Annahme und einem geeignet** gewahlten
Regularisierungsparameter A, > 0 kann man nun zeigen, dass
unter der Nullhypothese Hy; fiir j € {1,..., py}:

Bcorr;j st |W| + Aj’ w NN(Oa 1)

an.pj(0)

/@corr;j = ZJ + Yo an,p;j(U)ZjAN N(07 1)
%= (Px);; BY = 2 (Px) </8init;k - 52) + bj(A)
bj(A) = E[3;(\)] — 0 (=1,...p)
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Ein angemessener Schatzer... ..., aber eigentlich fiir 6°...
... korrigiert fiir 3y
.. stochastisch modelliert

. Geeignet** gewdhlter Regularisierungsparameter® A, soll fiir uns
(wieder; vgl. mit * aus (7)) heiBen:

AnQumin(An) Y2 = o(min(n™ 20 ||0°]|; " Amingo(£))), (n — o0) (12)
ist erfiillt, denn dann gilt:

lanpb(An)ll — 0 fiir n— oo,
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. fiir g0... :
Ein angemessener Schatzer... ..., aber eigentlich fiir 69...

... korrigiert fiir 8o
... stochastisch modelliert

. Geeignet** gewdhlter Regularisierungsparameter® A, soll fiir uns
(wieder; vgl. mit * aus (7)) heiBen:

AnQumin(An) Y2 = o(min(n™ 20 ||0°]|; " Amingo(£))), (n — o0) (12)
ist erfiillt, denn dann gilt:

lanpb(An)ll — 0 fiir n— oo,

denn

Aanin(An)_l/z
min(n=1/2 |60°]); " Aminz0(3))

Han,pb()\n)Hoo < — 0 fir n— oo.
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Herleitung der p-Werte
p-Werte Konstruktion der A;: Satz 2

Herleitung der p-Werte mit Hilfe der asymptotischen
Verteilung

p-Wert = P ||| W/ + 4| = an,pyi(0)|Beorrl| unter Ho (14)

Fiir die individuelle Hypothese Hp ; definieren wir daher den p-Wert
fiir die zweiseitige Alternative als:

Pj = 2(1 - ¢((3n,p;j(0)’Bcorr;j| - Aj)+)) (15)'
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Herleitung der p-Werte
p-Werte Konstruktion der A;: Satz 2

Herleitung der p-Werte mit Hilfe der asymptotischen
Verteilung

p-Wert = P ||| W/ + 4| = an,pyi(0)|Beorrl| unter Ho (14)

Fiir die individuelle Hypothese Hp ; definieren wir daher den p-Wert
fiir die zweiseitige Alternative als:

Pj = 2(1 - ¢((3n,p;j(0)’Bcorr;j| - Aj)+)) (15)'

Um die p-Werte berechnen zu konnen, miissen wir die A; kennen,
wie sehen diese also aus?
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Herleitung der p-Werte
p-Werte Konstruktion der Aj: Satz 2

Satz 2

Betrachte (11) mit normalisierten Spalten ijj =1, welche die
Kompatibilititsbedingung mit Konstante ®F = &, erfiillen.

Nehme den Lasso als Initialschatzer @,-,,,-t mit

Regularisierungsparameter A ,ss0 = 401/ C log(pn)/n fiir ein
2 < C < oco. Nehme an, dass die Menge der aktiven Koeffizienten

s0 = so.n = o((n/log(pn))¢) (n — o) fiir ein 0 < £ < 1/2, und
dass liminf,_, CD(%,,, > 0. Dann erfiillt

8 = max|an i (7)(Px) (log(p)/n)*/?~¢ (16)

die Bedingung A (13).
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Numerische Ergebnisse...

. mit Hilfe von Korollar

Nehme die Annahmen von Satz 1, ohne die Bedingung A und mit
den Bedingungen von Satz 2, an. Dann gilt, mit dem Lasso als
Inititalschatzer, die Aussage von Satz 1.
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