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Markovketten mit endlichem Zustandsraum

X0,X1,X2, . . . Markovkette, Wertebereich S, |S| <∞

P
(
Xk+1 = y

∣∣Xk = x ,Pfad bis Zeit k
)

= P
(
Xk+1 = y

∣∣Xk = x
)

= axy ,

A = (axy )x ,y∈S die Übergangsmatrix

k -Schritt-Übergangswahrscheinlichkeiten

P
(
Xk = y

∣∣X0 = x
)

=
∑

x1,x2,...,xk−1∈S

ax ,x1ax1,x2 · · · axk−2,xk−1axk−1,x

= Ak
x ,y

(k -te Potenz der Übergangsmatrix)
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k -Schritt-Übergangswahrscheinlichkeiten

P
(
Xk = y

∣∣X0 = x
)

=
∑

x1,x2,...,xk−1∈S

ax ,x1ax1,x2 · · · axk−2,xk−1axk−1,x

= Ak
x ,y

(k -te Potenz der Übergangsmatrix)



Konvergenz ins Gleichgewicht

P
(
Xk = y

∣∣X0 = x
)

= Ak
x ,y −→k→∞

π({y})

(unter gewissen, relativ milden Bedingungen)

wo π die Gleichgewichtsverteilung von X ist:

πA = π, X0 ∼ π ⇒ X1 ∼ π ⇒ · · · ⇒ Xk ∼ π ∀ k

Zentrale Frage: Wie schnell ist diese Konvergenz?
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Beispiel: Kartenmischen per Riffle-Shuffle
S = {Permutationen von 1, . . . ,n},
Xk = Permutation nach k -maligem Mischen
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γ∈S

∣∣∣P(Xk = γ |X0 = id)− 1
n!

∣∣∣ für n = 48
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Ising-Modell und Glauber-Dynamik

Ein einfaches thermodynamisches und
quantenmechanisches Modell für (Ferro-)Magnetismus
von Kristallen (Ernst Ising, 1924)

Λ = {0,1, . . . ,L− 1}2 ⊂ Z2,
S = {−1,+1}Λ 3 σ = (σ(i,j))(i,j)∈Λ

π({σ}) =
1

Z (β)
exp

(
β

∑
(i,j)∼(i ′,j ′)

σ(i,j)σ(i ′,j ′)

)
[ (i , j) ∼ (i ′, j ′) : (i , j) und (i ′, j ′) sind benachbarte Gitterpunkte ]

β . . . (inverser) Temperaturparameter

(Xk )k=0,1,... Markovkette auf S mit Gleichgewicht π



Simulationen eines Zustands gemäß π für L = 256

β = 0.2 β = 0.43
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