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Bedingte W’keiten, Unabhéangigkeit, gemeinsame Verteilung Faltung

Faltung

Definition 1.61

X und Y unabhangige reellwertige ZVn, X ~ pu, Y ~v
(definiert auf demselben W’raum).

Die Verteilung von X + Y heif3t die Faltung von ; und v,
geschrieben p x v:

(u+v)(B)=P(X+YeB), BcR

Bemerkung. pxv=vx*pu(denn X+ Y=Y + X).
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Bedingte W’keiten, Unabhéangigkeit, gemeinsame Verteilung Faltung

Beobachtung 1.62 (Diskreter Fall)

Falls u(Z) =v(Z) =1 (d.h. X und Y haben Werte in Z), so
ist

(u*v)({k}) =P(X+Y=k) =Y P(X=m,Y =k-m)

MeZ

= > n({mpv({k—m}).

MeZ

Im allg. diskreten Fall P(X € {x;,ie N}, Y e {y;,jeN]}) =1
muss man die ,,Doppelsumme* betrachten:

PX+Y=2z)= Y PX=x)P(Y=y)

ij:Xi+yj=2
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Bedingte W’keiten, Unabhéangigkeit, gemeinsame Verteilung Faltung

Beispiel 1.63

@ W;, W, unabhangige 6-er Wrfelwirfe, dann ist

S:= VV1 + W2 ® Unif{172 6} * Ul’lif{172’m?6}

mit
min{k-1,6}
P(S=k)= Y P(W;=m)P(W;=k-m)
m=max{k-6,1}
= 31—6(min{k—1,6}—max{k—6,1}+1)
6-[7-K|
- 36

fur k e {2,3,...,12}
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Bedingte W’keiten, Unabhéangigkeit, gemeinsame Verteilung Faltung

Beispiel 1.63 (Fortsetzung)
Q X,Yu.a., ~Berp, soist X+ Y ~Bingp, d.h.
Berp * Berp = Bing p,.

©Q (Binomialfamilie) Xi, Xz, ..., X, u.a., ~ Berp, S0 ist
X1+ Xo + -+ X, ~Binp p, d.h.

Ber," = Ber, * Bery, - + Berp = Biny p.

Insbes. n-mal
Binn1 N} * Binn27p = Binn1 +no,p fUr p € [O, 1], n1 5 n2 € N,

die Binomialverteilungen bilden (fUr festes p) eine
Faltungsfamilie.

(Schreibe Sy := Xj +--- + Xy, ~ Bing, p,
82 = Xn1+1 + Xn1 42Tt Xn1+f72 ~ Binnzyp’ SO ist
St+S2=Xq + -+ Xnyn, ~ Binpy i, p.)
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Bedingte W’keiten, Unabhéangigkeit, gemeinsame Verteilung Faltung

Beispiel 1.63 (Fortsetzung)

© (Poissonfamilie) Fir «, 8 > 0 ist Poi,, * Poig = Poiy. s,
denn

Kk m k-m 1 k k
Z e*o‘% . eﬁ(kﬂ_ )I e*(o“rﬁ)k' Z ( )amﬁkm
m=0 :
(a+ﬂ)M
=e Kl
=P0ia+ﬁ({k}), kENo.

Auch die Poissonverteilungen bilden eine
Faltungsfamilie.
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Bedingte W’keiten, Unabhéangigkeit, gemeinsame Verteilung Faltung

Beobachtung 1.64 (Faltung von Dichten)

X, Y u.a. reellwertige ZVn mit Dichte fx bzw. fy, so hat
X +Y die Dichte

(fc * r)(2) ::fRfX(x)fy(z—x) dx, zcR.

Es ist namlich
P(X+Y<w)-= / : f : 1w B (X) Fr () dydx
= [: [: Tixrz-xewy Ix (X) fy (2 - X) dzdx
_ /: 1 zem) /: £ (X)fy(z - X) dx dz
_ [:(fx « fy)(2) dz

wobei wir in der 2. Zeile y = z — x substituiert haben.
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Bedingte W’keiten, Unabhéangigkeit, gemeinsame Verteilung Faltung

Beispiel 1.65 (Die Normalverteilungen bilden eine

Faltungsfamilie)

Es qilt
Ny oF *Nuz,aé =N, +Hz,05+03 fir p1, pz € R, 04,02 >0
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Bedingte W’keiten, Unabhéangigkeit, gemeinsame Verteilung Faltung

Erinnerung. Die 2-dimensionale
Standard-Normalverteilung hat Dichte

f(x,y) = 5-exp(~ 10C + y?))
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Bedingte W’keiten, Unabhéangigkeit, gemeinsame Verteilung Faltung

Zum Beweis von Bsp. 1.65:
Seien a,b e (0,1) mit &%+ b? = 1, so ist die 2 x 2-Matrix

a b
(—b a) orthogonal

Dies ist eine Drehmatrix, wir kdnnten a = cos(y), b = sin(p) fur
ein geeign. ¢ € [-m, m) schreiben, und

a b\(a -b\ ( &+b> -ab+ba
-b a b a | \ -ba+ab & +b?

Seien Z;, Z, u.a., ~ Ny 1, dann haben nach Beob. 1.42

Z1 und a b Z1 B aZ1 + ng
Zg -b a 22 - —bZ1 + aZQ
dieselbe Verteilung, d.h. auch aZ; + b4, und -bZ; + aZ,

sind u.i.v., ~ Mg 1, insbesondere ist aZ; + bZ,

standard-normalverteilt.
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Bedingte W’keiten, Unabhéangigkeit, gemeinsame Verteilung Faltung

Zum Beweis von Bsp. 1.65:

Setzen wir a:= —Z2—, b:= 22—, so finden wir:
\/o2+02 \Jo2+o2
X1 = 0'1Z1 N./\/’07012, X2 = 0'222 ~ NO,O’S (Und X1,X2 sind U.a.),

Xi X
2. 2 2. 2
o2 +02 o2+ 02

also gilt X; + X5 ~ No,a$+og-

= aZ1 + ng ~ ./\/'0717

(Man kann — anstelle von Beob. 1.42 —in diesem Fall auch das
Faltungsintegral explizit ausrechnen, vgl. Notizen aus SS 2018)
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