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Wir haben bisher (nur) den empirischen Mittelwert

als Schatzer fur den Erwartungswert einer (unbekannten)
Verteilung verwendet.

Das ist sehr naheliegend und diese Schatzer haben auch
,ute” Eigenschaften (Erwartungstreue, Konsistenz,
asymptotische Normalitat), wie wir in Kapitel 2.2 gesehen
haben.
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Wir haben bisher (nur) den empirischen Mittelwert

als Schatzer fur den Erwartungswert einer (unbekannten)
Verteilung verwendet.

Das ist sehr naheliegend und diese Schatzer haben auch
,ute” Eigenschaften (Erwartungstreue, Konsistenz,
asymptotische Normalitat), wie wir in Kapitel 2.2 gesehen
haben.

Andererseits trifft man auch Situationen, in denen
zumindest auf den ersten Blick kein ,offensichtlicher
Schatzer auf der Hand liegt; (spatestens) dann lohnen
sich systematischere Ansatze, von denen wir einige in
diesem Kapitel betrachten.
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ML-Schétzer Beispiele

Schatzer, allgemein

Wir betrachten eine Zufallsvariable X mit Wertebereich S
in einem statistischen Modell (Q, F, (Py)yco)-

Wir verwenden X, um die Beobachtungen zu modellieren
(oft schreiben wir X = (X;, X, ..., X,), wenn das
Experiment aus n Wiederholungen oder ,Bauteilen*
besteht).
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Schatzer, allgemein

Wir betrachten eine Zufallsvariable X mit Wertebereich S
in einem statistischen Modell (Q, F, (Py)yco)-

Wir verwenden X, um die Beobachtungen zu modellieren
(oft schreiben wir X = (X;, X, ..., X,), wenn das
Experiment aus n Wiederholungen oder ,Bauteilen*
besteht).

Abstrakt gesehen ist ein Schatzer flr ¢ eine Funktion
T : S — © (mit der Interpretation, dass wir anhand von
Beobachtungen x € S im Rahmen des Modells ,tippen®
wurden, dass der Wert von ) wohl T(x) ist).
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ML-Schétzer Beispiele

Man nennt diese Situation ein statistisches
Standardmodell, wenn entweder S diskret ist oder S c R”
gilt und X unter Py

Gewichte py(-) bzw. Dichte py(-) firve®©

besitzt.
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ML-Schétzer Beispiele

Man nennt diese Situation ein statistisches
Standardmodell, wenn entweder S diskret ist oder S c R”
gilt und X unter Py

Gewichte py(-) bzw. Dichte py(-) firve®©

besitzt. Die Funktion

p: SxO© —-[0,00)

w

(x,9) = p(x,9) = py(X)

heil3t die Likelihood-Funktion (manchmal auch
,Plausibilitats-Funktion®), fir x € S heif3t

Ly:©-[0,00), Ly(9)=p(x,9)

die Likelihood-Funktion zum Beobachtungswert x.
6/65



ML-Schétzer Beispiele

ML-Schatzer

Ein Schatzer T : S — © heif3t (ein)
Maximum-Likelihood-Schétzer, wenn

p(x; T(x)) =maxp(x,J) VxeS

(auch kurz ML-Schatzer genannt, engl. MLE = maximum
likelihood estimator).

Man schreibt oft auch 9y fur den ML-Schatzer.
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ML-Schétzer Beispiele

Beispiele. 1. (,Rluckfangmethode”,
engl. “capture-recapture”)

Ein Teich enthalte ¢ Fische (einer gewissen Art, ¢ € N ist
der unbekannte Parameter), fange und markiere m, setze
wieder aus. Wenn sich die markierten Fische gut verteilt
haben, fange erneut n Fische.
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ML-Schétzer Beispiele

Beispiele. 1. (,Rluckfangmethode”,

engl. “capture-recapture”)

Ein Teich enthalte ¢ Fische (einer gewissen Art, ¢ € N ist
der unbekannte Parameter), fange und markiere m, setze
wieder aus. Wenn sich die markierten Fische gut verteilt
haben, fange erneut n Fische.

Nehmen wir an, wir beobachten unter den erneut
gefangenen x markierte Fische.
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ML-Schétzer Beispiele

Beispiele. 1. (,Rluckfangmethode”,

engl. “capture-recapture”)

Formalisierung als statistisches Modell: S={0,1,...,n},
©={(mvn),(mvn)+1,(mvn)+2,...}, unter Py ist die
beobachtete Anzahl X ~ Hyp, 5, » (Nypergeometrische
Verteilung, s.a. Bsp. 1.15).
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Beispiele. 1. (,Rluckfangmethode”,

engl. “capture-recapture”)

Formalisierung als statistisches Modell: S={0,1,...,n},
©={(mvn),(mvn)+1,(mvn)+2,...}, unter Py ist die
beobachtete Anzahl X ~ Hyp, 5, » (Nypergeometrische
Verteilung, s.a. Bsp. 1.15).

Die Likelihood-Funktion ist demnach
(DY)
()

p(x, ) =

der ML-Schatzer ist

Dy, = [g : mJ7

(mit |a] =max{zeZ:z< a}).
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ML-Schétzer Beispiele

Beispiele. 1. (,Rluckfangmethode”,

engl. “capture-recapture”)

Formalisierung als statistisches Modell: S={0,1,...,n},
©={(mvn),(mvn)+1,(mvn)+2,...}, unter Py ist die
beobachtete Anzahl X ~ Hyp, 5, » (Nypergeometrische

Verteilung, s.a. Bsp. 1.15).

Die Likelihood-Funktion ist demnach

() (%)
()

p(x, ) =

der ML-Schatzer ist

—~ n

UmL = [; : mJ7
(mit |a] =max{zeZ:z< a}).

o , , m X
Dies ist auch anschaulich plausibel, denn — »~ pe

79ML
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ML-Schétzer

Le(9)
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.3(

Beispiele

Likelihood-Funktion L, (¢), hier
m=10,n=20,x =6 (Yy = 33)
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ML-Schétzer Beispiele

O = |2 - m|: Es ist namlich

px9) () ()
p0=1) ()57
(W -m(W-n) X —mn

= =1- =1
Y(I-m-n Y -m-n+x ’
( +X) ( +X) <1, 9>m0

>1, ¢9<22

(beachte: stets ist 9 — m > n- x, es gibt im Teich
mindestens so viele unmarkierte Fische wie in der
Ruckfang-Stichprobe).
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ML-Schétzer Beispiele

Oy = | 2 - m|: Es ist ndmlich

px9) () ()
p0=1) ()57
(W -m(W-n) X —mn

= =1- =1
Y(I-m-n Y -m-n+x ’
( +X) ( +X) <1, 9>m0

>1, ¢9<22

(beachte: stets ist 9 — m > n- x, es gibt im Teich
mindestens so viele unmarkierte Fische wie in der
Ruckfang-Stichprobe).

Bem.: Falls 7 € N, so ist der ML-Schatzer hier nicht
eindeutig: &7 - 1 und 7 maximieren die Likelihood.
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ML-Schétzer Beispiele

Beispiele. 2. (Erfolgsw’keit im Binomialmodell per ML
schatzen)

Ein zufalliges Experiment mit zwei mdglichen Ausgangen
(Idealisierung: Werfen einer Miinze) werde unabhangig
(unter identischen Bedingungen) n-fach wiederholt, wir
zahlen die Anzahl X der ,Erfolge”.

S={0,1,...,n}, unter Py, ¥ ¢ © = [0,1] ist X ~ Bin, , also

p(x,9) = Ly(9) = ()’Z)ﬁX(1 — )X
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ML-Schétzer Beispiele

Beispiele. 2. p(x,9) = Ly(9) = (})0*(1 - )"~
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ML-Schétzer Beispiele

Beispiele. 2. p(x,9) = Ly(9) = (})0*(1 - )"~
:19 log Lx(9) = (Iog ()r(;) +xlogv + (n-x)log(1 —19))

{
9 1-
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ML-Schétzer Beispiele

Beispiele. 2. p(x,9) = Ly(9) = (})0*(1 - )"~

:ﬁlogL (¥) = (Iog ()r:)+xlogl9+(n—x) log(1 —19))

~ x

91—
L~ X

d.h. hier ist YmL = E

(Esist 45 Iog Ly(9)>0fird <x/n und 5log Lx(9) <0 far

9> x/n d h. es handelt sich tatsachhch um ein Maximum;

Inspektion zeigt, dass auch in den Randfallen x=0und x=n
O = £ gilt.)
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ML-Schétzer Beispiele

Beispiele. 2. p(x,9) = Ly(9) = (})0*(1 - )"~

d n

49 log Ly () = (Iog (x) +xlog ¥+ (n-x)log(1 —19))
_ {

91—

d.h. hierist . = -

(Esist 45 Iog Ly(9)>0fird <x/n und 5log Lx(9) <0 far

9> x/n d h. es handelt sich tatsachhch um ein Maximum;

Inspektion zeigt, dass auch in den Randfallen x=0und x=n
O = £ gilt.)

Dw ist hier auch ein sehr ,naheliegender* Schatzer: Wir
schatzen die (unbekannte) Erfolgswahrscheinlichkeit
durch die relative Anzahl der beobachteten Erfolge.
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ML-Schétzer Beispiele

Beispiele. 3. (Normales Modell mit bekannter Varianz)

n Beobachtungen seien u.i.v. ~ Ny .2, 02 > 0 sei bekannt
und ¢ € © = R soll geschatzt werden.

Mit x = (xq,...,Xp) € R ist

p(x,9) = Ly(9) = Ii[ 217m2 exp ( - (Xiz_o_f)z)

I

1 n
_ 2\-n/2 o L 2
= (270?) exp( 5.2 ;(x, J) )

d.h.
Ly(9)=max < > (x-9¥)?=min.

i=1
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ML-Schétzer Beispiele

Beispiele. 3. (Normales Modell mit bekannter Varianz)

n
Ly(9)=max < > (x-9¥)?=min.
i=1
1 n
Mit X = — 3 x; ist
nis

> (xi-%).

i=1

DI—L

12 o f—
E;(Xi—ﬁ) :(X )

d.h. es ist Uy = X, das empirische Mittel der
Beobachtungen.

(Fur die Gleichung beachte 7 37 (xi —7)2 =5 S X - (%))
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ML-Schétzer Beispiele

Beispiele. 3. (Normales Modell mit bekannter Varianz)

Die ML-Schatzer Uy = X stimmen hier mit dem
naheliegenden Lageschatzer aus Kap. 2.2 Uiberein, sie
sind insbesondere konsistent und (hier sogar exakt)
normalverteilt.

(Dies gilt asymptotisch flir n - oo recht allgemein fr
ML-Schatzer.)
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ML-Schétzer Beispiele

Beispiele. 4. (Normales Modell, unbekannter
Erwartungswert und unbekannte Varianz)

n Beobachtungen seien u.i.v. ~ N/, , mit unbekannten
peRund ve(0,00).

(Formalisierung: S=R", © = {J = (u,v) : pe R, v >0},
unter P,y ist X = (Xi,..., Xp) ~N2))
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ML-Schétzer Beispiele

Beispiele. 4. (Normales Modell, unbekannter
Erwartungswert und unbekannte Varianz)

n Beobachtungen seien u.i.v. ~ N/, , mit unbekannten
peRund ve(0,00).

(Formalisierung: S=R", © = {J = (u,v) : pe R, v >0},
unter P,y ist X = (Xi,..., Xp) ~N2))

Wie in 3. ist

n n 1 &
log Lx((Ma v)) = 5 log(2) - 5 logv - oy >o(Xi— p)?,
i1

. . 12 o -
nach obigem ist Ziyy = - > x; Maximierer bezglich 1.
i=1

(fir jeden Wert von v).
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ML-Schétzer Beispiele

Beispiele. 4. (Normales Modell, unbekannter
Erwartungswert und unbekannte Varianz)

n n 1 &
log Lx((,ua V)) =75 log(2r) - ) log v - oy > (Xi— )2,
i1

somit ist
0 n 1 2
%log Lx((,ua V))| _ :__ 2_2 :uML

H=KML
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ML-Schétzer Beispiele

Beispiele. 4. (Normales Modell, unbekannter
Erwartungswert und unbekannte Varianz)

n n 1 &
log Lx((,ua V)) =75 log(2r) - ) log v - oy > (Xi— )2,
i1

somit ist
0 n 1 2
avloaL(mw)| =5 * gyz B 00~ hw)?
also
0 . - 12 o
a—|Og LX((ILLML,V)):O — V=W = —Z(X,'—IUML) .
% ni3

(Und man prift: log Ly((fim, v)) ist wachsend fir v < Vi,
fallend flr v > Vy.)
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ML-Schétzer Beispiele

Beispiele. 4. (Normales Modell, unbekannter
Erwartungswert und unbekannte Varianz)

n n 1 &
log Lx((,ua V)) =75 log(2r) - ) log v - oy > (Xi— )2,
i1

somit ist
0 n 1 2
avloaL(mw)| =5 * gyz B 00~ hw)?
also
0 . - 12 o
a—|Og LX((ILLML,V)):O — V=W = —Z(X,'—IUML) .
% ni3

(Und man prift: log Ly((fim, v)) ist wachsend fir v < Vi,

fallend flr v > Vy.)

Beachte: Der ML-Schatzer flr die unbekannte Varianz ist hier

die (unkorrigierte) Stichprobenvarianz, also ist er nicht
erwartungstreu (vgl. Kap. 2.2; allerdings ist er fur halbwegs

groBes n auch nicht weit weg von Erwartungstreue). 19/65



ML-Schétzer Beispiele

Beispiele. 5. Beobachtungen seien u.i.v. uniform auf
{1,2,...,9} (mit einem unbekannten ¥ € N).
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ML-Schétzer Beispiele

Beispiele. 5. Beobachtungen seien u.i.v. uniform auf
{1,2,...,9} (mit einem unbekannten ¥ € N).

Maogliche Interpretation: In einer Stadt gibt es ¢ Taxis, die
mit 1,2,...,¢ durchnummeriert sind. Wir beobachten die
Nummern von n zufallig gewahlten Taxis und schatzen,
wieviele Taxis es insgesamt gibt.
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Formalisierung: X = (Xi, ..., X,) mit Werten in S = N",
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ML-Schétzer Beispiele

Beispiele. 5. Beobachtungen seien u.i.v. uniform auf
{1,2,...,9} (mit einem unbekannten ¥ € N).

Maogliche Interpretation: In einer Stadt gibt es ¢ Taxis, die
mit 1,2,...,¢ durchnummeriert sind. Wir beobachten die
Nummern von n zufallig gewahlten Taxis und schatzen,
wieviele Taxis es insgesamt gibt.

Formalisierung: X = (Xi, ..., X,) mit Werten in S = N",
p((X1,. .o Xp),0) =0y oo fUr 9 e© =N.

Es ist
Y = Max{xi, X2, ..., Xn},
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ML-Schétzer Beispiele

Beispiele. 5. Beobachtungen seien u.i.v. uniform auf
{1,2,...,9} (mit einem unbekannten ¥ € N).

Maogliche Interpretation: In einer Stadt gibt es ¢ Taxis, die
mit 1,2,...,¢ durchnummeriert sind. Wir beobachten die
Nummern von n zufallig gewahlten Taxis und schatzen,
wieviele Taxis es insgesamt gibt.

Formalisierung: X = (Xi, ..., X,) mit Werten in S = N",
p((X1,. .o Xp),0) =0y oo fUr 9 e© =N.

Es ist R
Umr, = Max{xy, Xz, ..., Xn},
denn
L falls 9 > x1, x: X
9n’ Z ALy A2y ey ,
Lix,...xn(9) =307 n
0, sonst.
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ML-Schétzer Beispiele

Beispiele. 6. n Beobachtungen seien u.i.v. ~ Poiy
(mit einem unbekannten ¥ € © := (0, o)), d.h.

p((X1, ..., Xp), 9) =TI e‘ﬂ%’
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ML-Schétzer Beispiele

Beispiele. 6. n Beobachtungen seien u.i.v. ~ Poiy
(mit einem unbekannten ¥ € © := (0, 00)), d.h.

p((X17' .. 7Xf7)779) = Hlnz‘l e_ﬂq;,(_l)-(!i
Far x = (xq,...,Xx,) ist

exp(— nY + (X1 +-+ Xp) Iogﬁ)
X1 X! - xp)

Lx(ﬁ) =
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ML-Schétzer Beispiele

Beispiele. 6. n Beobachtungen seien u.i.v. ~ Poiy
(mit einem unbekannten ¥ € © := (0, o)), d.h.

p((X1, ..., Xp), 9) =TI e‘ﬂ%’

Far x = (xq,...,Xx,) ist
exp(-nd+(x;+-+x,)l0gd
Lo(9) = p( (X n)log )
Xi!1Xo! -+ xp!
also
I L(0)=-n+ DTl g
99 gLx = 7 = =UML

mit ﬁML = ,17 >4 X, d.h. der ML-Schatzer ist hier wiederum
der empirische Mittelwert.
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ML-Schétzer Beispiele

Beispiele. 6. n Beobachtungen seien u.i.v. ~ Poiy
(mit einem unbekannten ¥ € © := (0, o)), d.h.

p((X17' .. 7Xf7)779) = HIn:‘I e—ﬂi;’(_:(!"
Far x = (xq,...,Xx,) ist

exp(— nY + (X1 +-+ Xp) Iogﬁ)

Le(9) = X11Xo! -+ X!

also

0 X{+ -+ X -
a—0|0ng(0):—n+%£O <~ ﬁ:ﬁML
mit ﬁML = ,17 >4 X, d.h. der ML-Schatzer ist hier wiederum

der empirische Mittelwert.

(Wegen E[X] =9 fur X ~ Poiy ist es auch zugleich der
sogenannte ,Momentenschatzer®.)
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ML-Schétzer Beispiele

Betrachen wir Beispiel 1.21 nochmals in diesem Licht:

Ladislaus von Bortkewitsch, Das Gesetz der kleinen Zahlen,
Teubner, 1898, § 12, 4. (,Die durch Schlag eines Pferdes im
preuBBischen Heere getdéteten®) berichtet fir 20 Jahre
(1875-1894) und 10 Armeekops der preuBBischen Kavallerie,
also insgesamt 20 - 10 = 200 ,Korpsjahre® berichtet, in wievielen
davon sich x Todesfalle durch Schlag eines Pferds ereigneten
(Tabelle b) auf S. 25):

Ergebnis x | Anz. Korpsjahre® | 200 x Poig g1(X)
0 109 108,67
1 65 66,29
2 22 20,22
3 3 4,11
4 1 0,63
>5 0 0,08
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Beispiele

ML-Schétzer
Ergebnis x | Anz. [Korpsjahre® | 200 x Poigg1(X)
0 109 108,67
1 65 66,29
2 22 20,22
3 3 4,11
4 1 0,63
>5 0 0,08

Sei X; = Anzahl der im i-ten Korpsjahr Getoteten ~ Poiy,
u.a. flr verschiedene i.
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ML-Schétzer Beispiele

Ergebnis x | Anz. [Korpsjahre® | 200 x Poigg1(X)
0 109 108,67
1 65 66,29
2 22 20,22
3 3 4,11
4 1 0,63
>5 0 0,08

Sei X; = Anzahl der im i-ten Korpsjahr Getoteten ~ Poiy,
u.a. flr verschiedene i.

Die Daten geben uns zwar nicht die Beobachtungen x;
selbst, enthalten aber genug Informationen, um

. 1 200
T = —— S x;
ML= 200 &4
109 65 22 3 1
- : 1 .2 : 44+0=
200 ° 200 ' 200 2" 200 > 200 4107061

zU berechnen.
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ML-Schétzer Beispiele

Bericht (,gute” Eigenschaften der ML-Schatzer).

Betrachte ein Produktmodell, d.h. X = (X, ..., X;) mit
Werten in S = S und

n
p((X1,. .., %2),9) = [ oV (X1, 9)
i=1

far eine Likelihood-Funktion p(V) auf S; x © (unter Py sind
die Beobachtungen Xj, ..., X, u.i.v. mit Gewichten /
Dichte p(M (-, 9)).
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ML-Schétzer Beispiele

Bericht (,gute” Eigenschaften der ML-Schatzer).

Sei Oyn = OvLn( X, ..., X,) der ML-Schétzer basierend
auf n unabhhangigen Beobachtungen, dann gilt (unter
gewissen Bedingungen an p(")(.,.)) :
@ Die ML-Schatzer sind konsistent, d.h.
Py (|9vin -] > €) — 0 fiir jedes < > 0 und jedes
e O.
@ Die ML-Schatzer sind asymptotisch normal mit
(asymptotisch optimaler) Varianz 1/(nl(1)), d.h.

ﬁ({?\MLm - 9) n—d> No.asiy unter Py flr jedes 9 € ©,

wobei /(¥)) := Varﬁ[d%? log p(X,ﬁ)] die sogenannte
Fisher-Information ist.
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ML-Schétzer Beispiele

Bericht (,gute” Eigenschaften der ML-Schatzer).
Sei Oyn = OvLn( X, ..., X,) der ML-Schétzer basierend
auf n unabhhangigen Beobachtungen, dann gilt (unter
gewissen Bedingungen an p(")(.,.)) :
@ Die ML-Schatzer sind konsistent, d.h.
Py (|9vin -] > €) — 0 fiir jedes < > 0 und jedes
e O.
@ Die ML-Schatzer sind asymptotisch normal mit
(asymptotisch optimaler) Varianz 1/(nl(1)), d.h.

ﬁ({?\MLm - 9) n—d> No.asiy unter Py flr jedes 9 € ©,

wobei /(¥)) := Varﬁ[d%? log p(X,ﬁ)] die sogenannte
Fisher-Information ist.
(Bem.: Im Fall des ML-Schatzers fiir den Erwartungswert im

normalen Modell haben wir dies schon gesehen;

die Botschaft hier ist: es gilt ziemlich allgemein.)
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Inhalt
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Wir folgten bisher (und werden dies auch in den spéateren
Kapiteln wieder tun) dem klassischen, sogenannten
frequentistischen Ansatz der Statistik:

Wir fassen eine Menge © von ,Parametern® ins Auge, fir
© > ¢ beschreibt (in einem statistischen Modell) Py die
Verteilung der Beobachungen, wenn dieses v der
tatsachlich zutreffende (sozusagen der ,wahre*)
Parameter ist. In der konkreten Anwendungssituation
kennen wir dieses ,wahre” ) natlrlich i.A. nicht, wir fassen
es als zwar unbekannte, aber prinzipiell feste Gré3e auf.
Wahrscheinlichkeitsaussagen beziehen sich nicht auf ¥,
sondern auf zufallige Beobachtungen unter Py.
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Ansatz der Bayes-Statistik

Dies ist anders in der Bayes-Statistik: Man wahlt eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung « auf ©, die

a priori-Verteilung (auch Vorbewertung) und stellt sich vor,
dass die Daten einem zweistufigen Experiment
entstammen:

@ Zunachst wird der Parameter 9 gemaf der a
priori-Verteilung « erzeugt (insbesondere ist ¥ jetzt
selbst eine Zufallsvariable),

@ dann werden die Beobachtungen X zufallig erzeugt
mit einer Verteilung, die vom gewahlten ¢ abhangt.

Insbesondere besitzt in dieser Formulierung das Paar
(X,9) eine gemeinsame Verteilung.
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Es gelte: Die a priori-Verteilung auf © hat Dichte bzw.
Gewichte a(19)

(je nachdem, ob ¢ kontinuierlich oder diskret verteilt ist; wir
betrachten im Folgenden nur den Fall, dass © c R ein Intervall
ist und 1 eine Dichte besitzt)

Interpretation: Ohne Kenntnis der Beobachtungen
nehmen wir an, dass ¢ die a priori-Verteilung besitzt (z.B.
aus ,Erfahrung” oder aus ,Expertenwissen).
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Es gelte: Die a priori-Verteilung auf © hat Dichte bzw.
Gewichte a(19)

(je nachdem, ob ¢ kontinuierlich oder diskret verteilt ist; wir
betrachten im Folgenden nur den Fall, dass © c R ein Intervall
ist und 1 eine Dichte besitzt)

Interpretation: Ohne Kenntnis der Beobachtungen
nehmen wir an, dass ¢ die a priori-Verteilung besitzt (z.B.
aus ,Erfahrung” oder aus ,Expertenwissen).

Wir interpretieren die Likelihood-Funktion
p:Sx0O —[0,00) als

p(x,p) =P(X=x|9=p)

(bzw. P(X € dx | ¥ = p) = p(x, p) dx falls X eine Dichte
besitzt)
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Mit Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit (Satz 1.41,
1.) ist

P(X =x) = fep(X, t) a(t)dt
(bzw. P(X € dx) = [g p(x,t) a(t)dt dx, d.h.

P(X<x)= [ [X. p(y,t)dya(t)dt, wenn X eine Dichte
besitzt),
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Mit Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit (Satz 1.41,
1.) ist

P(X =x) = fep(X, t) a(t)dt
(bzw. P(X € dx) = [g p(x,t) a(t)dt dx, d.h.

P(X<x)= [ [X. p(y,t)dya(t)dt, wenn X eine Dichte
besitzt),

mit der Formel von Bayes (Satz 1.41, 2.) ist

P(Wedp| X =x)= fep(xﬁ/l));a)gpgl()#;ﬁl
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Die a posteriori-Dichte (bzw. a posteriori-Gewicht, wenn
diskret) bei Beobachtung x,

@)
Jo (9 p(x,9") dv"’

7x (1)

ist die Dichte von 4, bedingt auf Beobachtung X = x, d.h.

PO<u|X=x)= f@ﬂ(m RACLE
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Die a posteriori-Dichte (bzw. a posteriori-Gewicht, wenn
diskret) bei Beobachtung x,

_ a(@p(x,9)
(V) = Jo a(0)p(x,0") dv”’

ist die Dichte von 4, bedingt auf Beobachtung X = x, d.h.

PO<u|X=x)= /@n(w RACLE

Der Bayes-Schétzer (zur a priori-Verteilung «) ist
T = Ds(X) = B, [9] = fe 97 (0) A9

(d.h. der Erwartungswert von 9 bedingt auf X = x).

(Wir betrachten hier nur den Fall, dass © ein Intervall ist.)
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Definition. Fir einen Schatzer Y = Y(X) (fur v) ist

Fo(Y) = feE[(Y— 9)2|9 = pla(p) dp

der erwartete quadratische Fehler (zur Vorbewertung «).
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Definition. Fir einen Schatzer Y = Y(X) (fur v) ist

F, Y):= | E[(Y-19¥)?|0=
(V)= [ E[(Y-9)?|v=pla(p) dp
der erwartete quadratische Fehler (zur Vorbewertung «).

Der Bayes-Schatzer minimiert den erwarteten
quadratischen Fehler (zur Vorbewertung «) :

Satz. Stets gilt F.(Y) > F,(J5(X)).
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Fo(Y) 2 Fo(95(X)).
Beweis.

Fa(Y(X)) = Fa(U(X))
- [E[(Y(O) =072 - (X) - 9)°| 9 = pla(p) dp
fe E[Y(X)? - 2Y(X)0 - Ts(X)2 + 2005(X) | = pla(p) dp

E[Y(X)?-2Y(X)d - J(X)? +2005(X)]
E[Y(X)? - 9s(X)?] - 2E[ Y(X)¥] + 2E[995(X)]
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Fo(Y(X)) = Fa(D8(X))
=E[Y(X)? - 9s(X)?] - 2E[ Y(X)V] + 2E[9J5(X) ]
Weiter ist
E[00s(X)]
= N E[99s(X) lixxy] = > P(X = X)Us(X)E[J | X = X]

XxeS XxeS

- Zs P(X = x)0s(X)E,,[0] = ZS P(X = x)(Ds(x))°

= E[(Js(X))"]
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Fo(Y(X)) = Fa(D8(X))
=E[Y(X)? - 9s(X)?] - 2E[ Y(X)V] + 2E[9J5(X) ]
Weiter ist
E[00s(X)]
= N E[99s(X) lixxy] = > P(X = X)Us(X)E[J | X = X]

XxeS XxeS

- Zs P(X = x)0s(X)E,,[0] = ZS P(X = x)(Ds(x))°

= E[(Js(X))"]

und analog
E[9Y(X)] =E[Y(X)Is(X)].
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Insgesamt:

F.(Y(X)) - Fu(T5(X))
= E[Y(X)? - Ja(X)? - 2Y(X)Pa(X) + 205(X)?]
=~ E[(Y(X) - 95(X))?] 2 0.
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Inhalt

e Bayes-Statistik
@ Beispiel: MUnzwurf mit zufalliger
Erfolgswahrscheinlichkeit
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Beispiel (MUnzwurf mit zufalliger
Erfolgswahrscheinlichkeit). ¢ wird gemaf einer Verteilung

a auf © := [0, 1] ,ausgewdrfelt’, dann:

neN, gegeben ¥ = ue[0,1] seinen X;, Xz,..., X,
unabhangig und jeweils ~ Ber,
(d.h. P(Xi=1|9=u)=u=1-P(X;=0]|9 =u)).

Somit: Fir x = (xq,...,X,) € {0, 1} ist

p(x, ) = 9HIEnX=1E (4 _ ) #lisnix=0},
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Beispiel (MUnzwurf mit zufalliger
Erfolgswahrscheinlichkeit).

Eine Situation, in der dieses Modell sinnvoll ist, kdnnte folgende
sein: Nehmen wir an, ein Versicherungsnehmer hat jedes Jahr
mit einer gewissen (zu ihm ,gehdrigen“) Wahrscheinlichkeit
einen Schadensfall (unabhangig Uber die Jahre), und a(9) d¥
beschreibt die Verteilung der Schadenswahrscheinlichkeiten
aller Kunden dieser Versicherung (diese Verteilung sei der
Versicherung aus Erfahrungswerten bekannt).
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Beispiel (MUnzwurf mit zufalliger
Erfolgswahrscheinlichkeit).

Eine Situation, in der dieses Modell sinnvoll ist, kdnnte folgende
sein: Nehmen wir an, ein Versicherungsnehmer hat jedes Jahr
mit einer gewissen (zu ihm ,gehdrigen“) Wahrscheinlichkeit
einen Schadensfall (unabhangig Uber die Jahre), und a(9) d¥
beschreibt die Verteilung der Schadenswahrscheinlichkeiten
aller Kunden dieser Versicherung (diese Verteilung sei der
Versicherung aus Erfahrungswerten bekannt).

Mit p(x,?) = Bin, »(x) ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass ein
JLypischer Kunde® in n Jahren k Schadensfalle verursacht

j01 a(?)p(k,9) dd, und () ist die Verteilung der
Schadenswahrscheinlichkeit pro Jahr eines Kunden, bedingt
darauf, dass er in den letzten n Jahren k Schaden hatte. Diese
Information kann die Versicherung beispielsweise flr
Vertragsverlangerung, Tarifanpassung, etc. benutzen.
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Wir betrachten hier (nur) den Fall « = uniffg y;.

Gehe Uber zu Y = X; +--- + Xj,, dann ist gegeben 9 = u,
Y ~Binp, und fir k € {0,1,...,n}

P(Y = k) = f01 (Z)u"(1 _u)kdu
~ n! ki(n-k)! 1
Cki(n-K)! (n+1)!  n+1

(d.h. Y ist uniform auf {0,1,..., n}).

(Far obiges Integral brauchen wir eine kleine Nebenrechnung, siehe
folgende Folie.)
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Definition und Lemma. Flr a, b € (0, ) ist die
Beta-Funktion gegeben durch

s - r(a)r(v)
_ a-1 _ 4\b1 —
B(a,b)_fo w1 - ) du = £
wobei I'(a) = [, y3 e dy die Gamma-Funktion ist

(beachte: F(a+ 1) = al'(a), speziell fir a e N ist
[(a) = (a-1)!, wie man mit partieller Integration
nachrechnen kann).
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Far a, b € N kann man explizit rechnen:
Es ist dann B(a, b) = @ DI-D!  genn

(a+b-1)!
1 = 1
B(a,1) = /o ua " du = [éua]zzg =
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Far a, b € N kann man explizit rechnen:

Es ist dann B(a, b) = %, denn

1 -
B(a,1) = /o ué ' du = [éua]Z;; =
(mit partieller Integration)

1
/ v - uw)P adu

0

= [Lwr(1 -] - /01 - (b-1)(1-u)®3(-1)du

9
_bot vi(1 - u)P2du
a Jo

éundfﬂrbe{&s,...}ist
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Far a, b € N kann man explizit rechnen:

Esistdann B(a,b) = % denn

]
153(a,1)=/0 v du = [1u7]") 1uno|furbe{2,3,...}ist
(mit partieller Integration)

1
/o v - uw)P adu

= [Lu?(1- u)b‘]u0 f01;ua-(b—1)(1—u)b-2(—1)du
b-1

bt ey
o ), w(-u)

also
_b-1 _(b-1)-(b-2)--2-1-Ba+b-1,1)
Bla.b)=—=Ba+1.b-1) = = (@a+b-3) (a+ b-2)
(b-1)-(b-2)--2-1 _(a-1)i(b-1)!
" a (a+1)--(a+b-2)--(a+b-1) (a+b-1)!
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Definition und Lemma (Beta-Verteilungen). r, s > 0. Eine
ZV V mit Werten in [0, 1] ist Beta-verteilt mit Parametern
r,s >0, in Formeln V ~ 3, 5, wenn V die Dichte
F(r+s)
F(rr(s)

besitzt. Es gilt dann

V(1= v)* M 0.1)(Vv)
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Definition und Lemma (Beta-Verteilungen). r, s > 0. Eine
ZV V mit Werten in [0, 1] ist Beta-verteilt mit Parametern

r,s >0, in Formeln V ~ 3, 5, wenn V die Dichte

F(r+s) r-1 _ s-1
NONOM (1-v)* "o n(v)
besitzt. Es gilt dann
r
E[V]= r+s

Denn
_I(r+s) 1
o) J
_(r+s) T(r+1)I(s)  T(r+s) T(r+1)

v-vii(1-v)sTTdv

r

S T(N(s) T(r+s+1) T(r+s+1) T(r)

T r+s
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Einige Beta-Dichten

o — Beta(1,1)
— Beta(1,5)
— Beta(2,5)
— Beta(3,3)

< 7 — Beta(15,12)

o

o 4

N

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Zurlck zum Beispiel ,Minzwurfe mit zufalliger
Erfolgsw’keit:

Die a posteriori-Verteilung ist L(9 | Y = K) = Bk1.n-k+1:

P(9edp,Y = k)
P(Y = k)

1/(n1+1)( )p (1-p)""dp

_ (n+1)!

PWedp|Y=k)=

)n kdp
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Zurlck zum Beispiel ,Minzwurfe mit zufalliger
Erfolgsw’keit:

Die a posteriori-Verteilung ist L(9 | Y = K) = Bk1.n-k+1:

P(9edp,Y = k)
P(Y = k)

PWedp|Y=k)=

1 n—
1/(n+1)( )p (1-p)"*dp
(n+1)! n

“Kn_ kP (P

Demnach (mit obigem Lemma zur Beta-Verteilung) ist

Y +1

{9\B :B\B(Y) - n+2
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

A posteriori-Dichte 7, (%) fUr verschiedene
nund k mit k/n=0.3

20

3333

15
\

k(1)
10

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

k und nmit k/n=0.3

& 1 — n=10,k=3
— n=50,k=15
— n=100,k =30
w0 | —— n=500,k=150
HER
° I I I I I I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
[
Wir sehen, dass fir gro3es n die a posteriori-Verteilung
recht eng um X2 ~ X konzentriert ist.

Zudem: die frequentistische und die Bayes’sche ,Antwort*
stimmen fir groBe n ,nahezu” Gberein.
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Bemerkung. Laplace’ antwortete auf die die von ihm
(vielleicht mit einem Augenzwinkern) gestellte Frage:
,L/Angenommen die Sonne ist bis heute n-mal
aufgegangen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit geht sie
morgen auf?*

'Pierre-Simon Laplace, 1749-1827; zitiert nach Kersting &
Wakolbinger, Elementare Stochastik, 2. Aufl., Birkhduser 2010,
S.127
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Bemerkung. Laplace’ antwortete auf die die von ihm
(vielleicht mit einem Augenzwinkern) gestellte Frage:
,L/Angenommen die Sonne ist bis heute n-mal
aufgegangen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit geht sie

morgen auf?*
n+1

n+2

'Pierre-Simon Laplace, 1749-1827; zitiert nach Kersting &
Wakolbinger, Elementare Stochastik, 2. Aufl., Birkhduser 2010,
S.127
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Bayes-Statistik Beispiel: Munzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit

Bemerkung. Laplace’ antwortete auf die die von ihm
(vielleicht mit einem Augenzwinkern) gestellte Frage:

,L/Angenommen die Sonne ist bis heute n-mal
aufgegangen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit geht sie

morgen auf?*
n+1

n+2

Dies passt zur Antwort des Bayes-Schatzers in obigem
Beispiel.

'Pierre-Simon Laplace, 1749-1827; zitiert nach Kersting &
Wakolbinger, Elementare Stochastik, 2. Aufl., Birkhduser 2010,
S.127
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Kleinste-Quadrate-Schatzer Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen

Inhalt

e Kleinste-Quadrate-Schatzer und lineare Regression
@ Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen
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Kleinste-Quadrate-Schatzer Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen

Der sogenannte kleinste-Quadrate-Ansatz ist ebenfalls
ein recht allgemeines Prinzip zur Konstruktion von
Schatzern, wir betrachten ihn hier am Beispiel des
linearen Regressionsmodells:
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Kleinste-Quadrate-Schatzer Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen

Der sogenannte kleinste-Quadrate-Ansatz ist ebenfalls
ein recht allgemeines Prinzip zur Konstruktion von
Schatzern, wir betrachten ihn hier am Beispiel des
linearen Regressionsmodells:

Nehmen wir an, die Beobachtungen bestehen aus n
Messwertpaaren (x;, y;), i=1,...,n (Werte in R?) und wir
vermuten aus theoretischen Griinden einen zumindest
Lungefahren” (affin-)linearen Zusammenhang, d.h. bei
Jerfekter* Messung und ,perfektem* Zusammenhang
galte

Yi=Bo+ B1X

flr gewisse (uns unbekannte) Zahlen 5, und j;.
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Kleinste-Quadrate-Schatzer Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen

Der sogenannte kleinste-Quadrate-Ansatz ist ebenfalls
ein recht allgemeines Prinzip zur Konstruktion von
Schatzern, wir betrachten ihn hier am Beispiel des
linearen Regressionsmodells:

Nehmen wir an, die Beobachtungen bestehen aus n
Messwertpaaren (x;, y;), i=1,...,n (Werte in R?) und wir
vermuten aus theoretischen Griinden einen zumindest
Lungefahren” (affin-)linearen Zusammenhang, d.h. bei
Jerfekter* Messung und ,perfektem* Zusammenhang
galte

Yi=Bo+ B1X

flr gewisse (uns unbekannte) Zahlen 5, und j;.

(Ein ,Lehrbuchbeispiel‘: y; ist die Lange einer Stahlfeder bei
Zugbelastung mit Gewicht x; innerhalb des Gultigkeitsbereich
des Hooke’schen Gesetzes.)
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Kleinste-Quadrate-Schatzer Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen

Aufgrund beispielsweise von Messungenauigkeiten (oder
womaglich auch weil der lineare Zusammenhang in Wirklichkeit
nur approximativ gilt) werden die realen Datenpunkte
typischerweise nicht auf einer Geraden liegen.

y
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Kleinste-Quadrate-Schatzer Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen

Formulierung als statistisches Modell:

X1,...,Xn seien feste (bekannte) Werte (x ist die
.erklarende Variable®), fiir 9 = (5o, 51) € © = R? sei unter Py

Y,'=ﬂo+B1X,'+€,', i:1,...,n

mit Ej u.i.v. mit E[€,‘] = O, Var[a,-] = (72

und wir fassen die beobachteten y;-Werte als
Realisierungen der Y; auf (y ist die ,abhangige Variable*
oder ,ZielgroBRe®).
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Kleinste-Quadrate-Schatzer Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen

Formulierung als statistisches Modell:

X1,...,Xn seien feste (bekannte) Werte (x ist die
.erklarende Variable®), fiir 9 = (5o, 51) € © = R? sei unter Py

Y,-=ﬂo+B1X,'+€,', i:1,...,n
mit Ej u.i.v. mit E[€,‘] = O, Var[a,-] = (72

und wir fassen die beobachteten y;-Werte als
Realisierungen der Y; auf (y ist die ,abhangige Variable*
oder ,ZielgroBRe®).

Ein naheliegender Ansatz, 9 = (5, 81) zu schatzen, ist der
kleinste-Quadrate-Schatzer. Finde 5, 31 so, dass

n

Zn:( 50+51X/)) = min Z(Yi—(50+@1xi))2

i (Bo,B1)eR? |3
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Kleinste-Quadrate-Schatzer Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen

Die Lésung kennen wir schon (vgl. Beob. 1.84), die wir hier
gewissermaf3en nur ,statistisch aussprechen®): Mit

1.0 . 1.0
F);X y‘=52y;,

i=1

covy =:—7Z( X~ %)% -7)

(covy, ist die ,empirische Kovarianz® der x- und der
y-Werte) ist

B = Bo=y-pix

Ux
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Kleinste-Quadrate-Schatzer Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen

Die Gerade x — [y + 31X heilt auch die
Ausgleichsgerade, der Wert y; = 3y + 1 X; der anhand von
X; ,vorhergesagte Wert* oder ,Ausgleichswert”.

Man nennt weiter

ri=Yi-Yi=Yi— (Bo+Bix)

das Residuum zum i-ten Beobachtungswert (der ,Rest*
der Abweichung, die von dem Modell (nur) durch den
,Rauschterm” erklart wird).

O-Xo-y

ist der (empirische) Korrelationskoeffizient, auch
Pearsons Korrelationskoeffizient.

2nach Karl Pearson, 1858-1936
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Kleinste-Quadrate-Schatzer Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen

(stets ist -1 < ky), <1, nach
Cauchy-Schwarz-Ungleichung).
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Kleinste-Quadrate-Schatzer Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen

(stets ist -1 < ky), <1, nach
Cauchy-Schwarz-Ungleichung).

R = x% , nennt man auch das Bestimmtheitsmal3.

Je ndher R an 1 liegt, um so besser passt die lineare
Approximation der y-Werte durch die x-Werte.
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Kleinste-Quadrate-Schatzer Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen

(stets ist -1 < ky), <1, nach
Cauchy-Schwarz-Ungleichung).

R = x% , nennt man auch das Bestimmtheitsmal3.

Je ndher R an 1 liegt, um so besser passt die lineare
Approximation der y-Werte durch die x-Werte.

Das sieht man auch gut an der alternativen Formel

R- YiLi Yi-y)? -1- Xl ri2
Yii(vi-y)? Yii(yi-y)?
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Kleinste-Quadrate-Schatzer Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen

Zu den Formeln: Betrachte eine ZV (X, Y) mit Werten in
R?, deren Verteilung die empirische Verteilung der
Datenpunkte 1 >°7, &4, . ist, so ist

E[X]=X, E[Y]=7.

Var[X] = 02, Var[Y]= g,

Cov[X, Y] = covyy, KXy = Fixy
und die Behauptung folgt wortlich aus Beob. 1.84, dort
hatten wir gerechnet:
min E[(Y B1X - Bo)?] = (1 —n~~)m|n]E[(Y B0)?]

Bo,B1€R
(=(1-r 5 )var[V])
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Kleinste-Quadrate-Schatzer Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen

min E[(Y = 51X = f0)*] = (1 - % ) min B[ (Y - )?]

denn der Ausdruck auf der linken Seite ist
var[¥ = 31X = o] + (E[ V] - E[X] - o)’

—Var[ Y]- 251C0V[X Y]+5$Var[ ]+ ( [ Y]-BE [ |- 60)
= 02 - 2P1050vkxy + b0 + (E [Y]-BE[X] - 50)

Y
gy
= %(1 - /<a§~m~,) + 05«((51 g

2
. ’fxv) +(E[Y]- BE[X] - fo)’,
X
was offensichtlich minimal wird flr die Wahl

B =51 = . /fx v, Bo=pg = E[?]_BTE[Y(]

X
und dann den Wert (1 - x5 ~)a% hat.
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Kleinste-Quadrate-Schatzer Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen

min B[(Y - B1X - 5o)?] = (1= 15 ) mInE[(Y - 5o)?]

Bo,B1eR
( (1—/{ ) Var[ ])

Flr den Zusatz beachte analog:

E[(Y - 0)?] = E[Y?] - 28E[ V] + 62 = Var[ V] + (6 - E[V])"
ist minimal fiir die Wahl g = E[Y].
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Kleinste-Quadrate-Schatzer Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen

min B[(Y - B1X - 5o)?] = (1= 15 ) mInE[(Y - 5o)?]

Bo,B1eR
( =(1- /{~ ~)Var[ ])

Flr den Zusatz beachte analog:

E[(Y - 50)?] = E[V?] - 28E[ V] + 82 = Var[ V] + (8 - E[V])°
ist minimal fiir die Wahl g = E[Y].

Ubrigens: Wenn man zusatzlich annimmt, dass die ¢;
u.i.v. ~ N .2 sind, so ist der kleinste-Quadrate-Schéatzer
hier auch zugleich der Maximum-Likelihood-Schatzer
(mit einer Rechnung analog zum Beispiel flr den
Erwartungswert-ML-Schatzer).
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Inhalt

e Kleinste-Quadrate-Schatzer und lineare Regression
@ Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen
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Kleinste-Quadrate-Schatzer Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen

Woher kommt der Name ,Regression*
(nach lat. regressio, Zuriickkommen)?
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Kleinste-Quadrate-Schatzer Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen

Woher kommt der Name ,Regression*
(nach lat. regressio, Zuriickkommen)?

Francis Galton (1822—-1911, engl. Wissenschaftler)

hat angesichts biometrischer Beobachtungen den
Ausdruck “regression towards the mean” gepragt.
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Kleinste-Quadrate-Schatzer Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen

Ein (relativ berihmter) Datensatz von Karl Pearson
(1858-1936)

1078 GroRen von Vater und Sohn

80
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1

70
1

65

X[Sohn] : GroRe des Sohns (in Inches)
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T T T T T T
55 60 65 70 75 80

X[Vater] : GroRe des Vaters (in Inches)
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Ein (relativ berihmter) Datensatz von Karl Pearson
(1858-1936)

1078 GroRen von Vater und Sohn
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X[Sohn] : GroRe des Sohns (in Inches)
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X[Vater] : GroRe des Vaters (in Inches)

Xvater = 67.7, Xgonhn = 68.7, U\Z/ater =7.52 (ovater = 2.74,
0sohn = 2.81), COV(Xvater, Xsohn) = 3.87
(Korrelationskoeffizient x = cov( Xvater, Xsohn )/ (Ovater sonn)) = 0.50) 60/65



Kleinste-Quadrate-Schatzer Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen

Ein (relativ berihmter) Datensatz von Karl Pearson
(1858-1936)

1078 GroRen von Vater und Sohn

o |
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X[Sohn] : GroRe des Sohns (in Inches)
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x|Vater] : GréRe des Vaters (in Inches)
Xvater = 67.7, Xgonhn = 68.7, U\Z/ater =7.52 (ovater = 2.74,
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Kleinste-Quadrate-Schatzer Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen

Ein (relativ berihmter) Datensatz von Karl Pearson
(1858-1936)

1078 GroRen von Vater und Sohn
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X[Sohn] : GroRe des Sohns (in Inches)
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X[Vater] : GroRe des Vaters (in Inches)

Xvater = 67.7, Xgonhn = 68.7, U\Z/ater =7.52 (ovater = 2.74,
0sohn = 2.81), COV(Xvater, Xsohn) = 3.87
(Korrelationskoeffizient x = cov( Xvater, Xsohn )/ (Ovater sonn)) = 0.50) 60/65



X[Sohn] : GroRe des Sohns (in Inches)

80
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65
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Kleinste-Quadrate-Schatzer

1078 GroRen von Vater und Sohn

Beispiel: GréBen von Vatern und Séhnen

Dichte
(Gr. d. Sohns)
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X[Vater] : GroRe des Vaters (in Inches)
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Kleinste-Quadrate-Schatzer Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen

Dichte

1078 GroRen von Vater und Sohn (Gr. d. Sohns)
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X[Vater] : GroRe des Vaters (in Inches)

Betrachten wir die Séhne von Uberdurchschnittlich groBen Véatern
(z.B. Véter, die ca. 72 Inches grof3 sind):
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Kleinste-Quadrate-Schatzer Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen

- Dichte
1078 GroRen von Vater und Sohn (Gr. d. Sohns)
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X[Vater] : GroRe des Vaters (in Inches)

Betrachten wir die Séhne von Uberdurchschnittlich groBen Véatern
(z.B. Véter, die ca. 72 Inches grof3 sind):
Diese Séhne sind Gberdurchschnittlich gro3 (im Vergleich zu allen

So6hnen), aber im Mittel kleiner als ihr Vater. 51/65



X[Sohn] : GroRe des Sohns (in Inches)
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Kleinste-Quadrate-Schatzer

1078 GroRen von Vater und Sohn

Dichte

(Gr. d. Sohns)

Beispiel: GréBen von Vatern und Séhnen
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Kleinste-Quadrate-Schatzer Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen

- Dichte
1078 GroRen von Vater und Sohn (Gr. d. Sohns)
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X[Vater] : GroRe des Vaters (in Inches)

Betrachten wir andererseits die S6hne von unterdurchschnittlich
grofBen Vatern (z.B. Véter, die ca. 65 Inches grof3 sind):
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Kleinste-Quadrate-Schatzer Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen

- Dichte
1078 GroRen von Vater und Sohn (Gr. d. Sohns)

65 70 75 80
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X[Sohn] : GroRe des Sohns (in Inches)
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X[Vater] : GroRe des Vaters (in Inches)

Betrachten wir andererseits die Séhne von unterdurchschnittlich
grofBen Vatern (z.B. Véter, die ca. 65 Inches grof3 sind):
Diese So6hne sind unterdurchschnittlich grof3 (im Vergleich zu allen

So6hnen), aber im Mittel gréBer als ihr Vater. 62065



Kleinste-Quadrate-Schatzer Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen

“Regression towards the mean”

1078 GroRen von Vater und Sohn (Gr.Ddi.cgtoehns)

70
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x[Sohn] : GroRe des Sohns (in Inches)
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x[Vater] : GroRe des Vaters (in Inches)

Wir sehen: S6hne tberdurchschnittlich groBer Vater sind im
Mittel kleiner als ihr Vater (aber immer noch gréBer als der
Populationsdurchschnitt), fir Séhne unterdurchschnittlich
arofBer Vater ist es umagekehrt: .Rickkehr zum Mittelwert".
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Kleinste-Quadrate-Schatzer Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen

Bemerkung: Das beobachtete Phanomen der ,Rickkehr
zum Mittelwert* bedeutet nicht notwendigerweise einen
tieferen kausalen Zusammenhang, es tritt stets im
Zusammenhang mit natUrlicher Variabilitat auf (technisch
gesehen stets, wenn fir den Korrelationkoeffizient x gilt
|k| < 1).
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Kleinste-Quadrate-Schatzer Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen

Bemerkung: Das beobachtete Phanomen der ,Rickkehr
zum Mittelwert* bedeutet nicht notwendigerweise einen
tieferen kausalen Zusammenhang, es tritt stets im
Zusammenhang mit natUrlicher Variabilitat auf (technisch
gesehen stets, wenn fir den Korrelationkoeffizient x gilt
|k| < 1).

Bestimmen wir (spaBeshalber) im GréBen-Beispiel die
Regressionsgerade fiir die GroBe des Vaters als Funktion
der GrofBe des Sohns:
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Kleinste-Quadrate-Schatzer Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen

Bemerkung: Das beobachtete Phanomen der ,Rickkehr
zum Mittelwert* bedeutet nicht notwendigerweise einen
tieferen kausalen Zusammenhang, es tritt stets im
Zusammenhang mit natUrlicher Variabilitat auf (technisch
gesehen stets, wenn fir den Korrelationkoeffizient x gilt
|k| < 1).

Bestimmen wir (spaBeshalber) im GréBen-Beispiel die
Regressionsgerade fiir die GroBe des Vaters als Funktion
der Grof3e des Sohns:

Wir hatten Xyater = 67.7, Xsonn = 68.7,

COV(Xvater; Xsonn) = 3.87, 03, = 7.92

und finden die Regressionsgerade
XVater = 341 + O489XSohn
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Kleinste-Quadrate-Schatzer Beispiel: GroBen von Vatern und Séhnen

1078 GroéRen von Sohn und Vater
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X[Sohn] : GroBe des Sohns (in Inches)

Regressionsgerade: Xyater = 34.1 + 0.489Xg0nn

65/65



	ML-Schätzer
	Beispiele

	Bayes-Statistik
	Beispiel: Münzwurf mit zufälliger Erfolgswahrscheinlichkeit

	Kleinste-Quadrate-Schätzer und lineare Regression
	Beispiel: Größen von Vätern und Söhnen


