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Satz 18. Seien b,0 : R — R stetig und hochstens linear wachsend, d.h. ¥V € R: |b(x)| + |o(z)| < K(1 + |z|)
mit einem K < co. Dann hat die stochastische Differentialgleichung

dX; = b(X;)dt + o(X,)dB, (1)

mit Xo = xq fiir jeden Startpunkt zo € R (mindestens) eine schwache Lisung.

Beweis. Die Idee ist, eine Approximation mittels Euler(-Maruyama)-Schema zu konstruieren, Straftheit der
Folge auf dem Pfadraum (via Kolmogorovs Momentenkriterium) zu zeigen und dann eine konvergente Teil-
folge auszuwihlen; der Limesprozess 16st dann das zugehorige Martingalproblem. Dieser Ansatz geht auf
D. Stroock und S. Varadhan, 1969, zuriick.

1. Schritt Fiir N € N, t > 0 sei [t]y := 27V |2V¢], sei B Standard-Brownsche Bewegung, Y davon un-
abhéngige, reelle ZV. Die stochastische Differentialgleichung

dx{™ = p(X[)dt + o (X()))dB, (2)
mit XéN) =Y hat die eindeutige ,explizite* (starke) Losung
X = XG0+ b(X ) (= [tx) + o (X)) (B — By ). (3)
Zeige: Fir T > 0, p > 1 gibt es ein C = C(T), p, K) so dass
E [sg;; |X§N)|2p} <CA+E[Y)?])e, 0<t<T, und (4)
E[IXY - XM[P] <01+ )L+ E[)Y])(E - )7, 0<s<t<T (5)

(insbesondere sind die Schranken nicht von N abhiingig). Dazu schreibe | X (V)| .= SUPg<y |XS(N) l, Mt(N) =
[y o(x2))dBs, es gilt
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Fiir den mittleren Term beachte mit der Jensenschen Ungleichung
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fiir den dritten Term beachte, dass M) ein (lokales) Martingal ist, mit der BDG-Ungleichung folgt (mit
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Insgesamt ergibt sich damit aus (6) mit einem C<oofirt<T
2p ~ t 2p
E [(X<N>|:) } < C(]E (Y] + tp—l/ 1+E [(|X<N>|’;) } ds), (10)
0

fir fy(t):=E {(|X(N)\j;)2p} gilt also (mit entsprechend angepasstem C < 0o)

fn(t) < C(1+E[|Y]) +C/0 Fa(s) ds, (11)

woraus (4) mittels Gronwall-Ungleichung folgt.

Um (5) zu beweisen betrachten wir fiir eine Wahl von 0 < s <t < T: X, := Xs(fz — XSEN), 0<r<t-—s

(insbesondere Xo = 0) und wenden (10) auf X;_, an:

E[x™ - XgN>|2p} _E [|5<t,s|2p} < Ot — s)P~? /OH 1+E {(|X|:)2p} dr (12)
< Ot —s)P (1 + PR {<|X(N)|*T)2p]> (13)

2. Schritt Sei Py = LX) € M;(C([0,00),R)) (wir statten C([0,00),R) mit einer Metrik aus, die die
lokal gleichméBige Konvergenz metrisiert).
Nach dem Satz von Arzela-Ascoli sind Mengen von Funktionen des Typs

Aogics = {15071 > Risup|f0) < Cu.swp_ /0~ S/t =9 <Cof (1)

0<s<t<T

mit a € (0,1],C1,C2 < oo kompakt in C([0,T],R). Aus (4), (5) und Kolmogorovs Momentenkriterium
ergeben sich fir a € (0,1/2), £ > 0 Konstanten C7,Cy < 0o, so dass

1%/'%{1‘\] PN(AOL,CH,CQ) >1-—e (15)

Demnach ist die Familie Py (zunéchst eingeschrénkt auf das Zeitintervall [0, T']) straff, mit dem Satz von Pro-
horov gibt es eine schwach konvergente Teilfolge. Lasse T lings N divergieren, ein Diagonalisierungsargument
zeigt:

P =w—limg_,o Pn, existiert fiir eine Teilfolge Ny (16)

3. Schritt Setze den Startpunkt Y := z in obiger Konstruktion. P l6st das Martingalproblem MP (o2, b,
xp): Sei f € C%(R). Nach Konstruktion ist fiir jedes N der Prozess

t
1
ME = OGN = fao) = [ BEDS N + o* (GO (K) ds (17)

ein Martingal, d.h. fir 0 <s; < - < s, <5<, g1,.-.,9m € Cp(R) gilt
E | (MY —MIN) [[ ;X0 | =o. (18)
j=1

Daraus ergibt sich (mit der Stetigkeit von b, o und (4), um gleichgradige Integrierbarkeit sicherzustellen)
mit (16) auch

B | (£060) = 1060 = [ 0507 () + go ) ) Tl | =0, )



d.h. P 1ost MP (02, b, x0).

4. Schritt Mit Satz 16 der Vorlesung erhalten wir aus der Losung von MP (o2, b, ) eine schwache Losung
von (1). O

Bemerkung. Der Beweis funktioniert ebenso (mit leicht hoherem Notationsaufwand) fiir Prozesse in R%.

Eine stochastische Differentialgleichung wie (1) heifit pfadweise eindeutig (auch: stark eindeutig), wenn fiir
je zwei Losungen (X, B) und (X', B) auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum (und mit derselben Brownschen
Bewegung B) gilt P(X; = X, Vt > 0) = 1. Sie heifit in Verteilung eindeutig (auch: schwach eindeutig), wenn
fiir je zwei Losungen (X, B) und (X', B’) auf méglicherweise verschiedenen Wahrscheinlichkeitsrdumen gilt
L(X)=L(X").

Bericht 19 (T. Yamada & S. Watanabe, 1971)
1) Gilt fiir stochastische Differentialgleichung wie (1) pfadweise Eindeutigkeit, so gilt auch Eindeutigkeit in
Verteilung.

2) Eine pfadweise eindeutige SDGI, die eine schwache Losung besitzt, besitzt auch (zu beliebig vorgegebener
Brownscher Bewegung) eine eindeutige starke Losung.

Der Beweis benutzt die (intuitiv plausible (7)) Idee, (X, B) als ein zweistufiges Experiment zu realisieren:
Generiere zunichst eine Brownsche Bewegung B, dann X gemiB P(X|B) mit Hilfe eines geeigneten Uber-
gangskerns. Eine analoge Konstruktion fiir (X', B") mit P'(X’|B’) gestattet dann, X und X’ auf demselben
Wahrscheinlichkeitsraum zu realisieren und so die pfadweise Eindeutigkeit auszunutzen. Die technischen De-
tails der Messbarkeitskonstruktion sind zu aufwendig, um hier wiedergegeben zu werden, siehe z.B. Rogers
& Williams, Vol. 2, Kap. V.17 oder Karatzas & Shreve, Kap. 5.3.D.

Nachtrag zu Satz 13. Satz 18 und Bericht 19 zeigen den bisher im Verlauf der Vorlesung fehlenden Beweis
der Existenzaussage in Satz 13.



