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Serie 2

Aufgabe 2.1 Sei pBtqt¥0 eindimensionale Standard-Brownsche Bewegung. In Aufgabe 0.3 hat-
ten wir insbesondere gesehen, dass B2

t � t ein Martingal ist. Hier geht es um entsprechende Aus-
drücke mit höheren Potenzen.

Sei für n P N
hnpxq :� p�1qnex2{2 d

n

dxn
e�x2{2

das n-te Hermite-Polynom (h1pxq � x, h2pxq � x2 � 1, h3pxq � x3 � x� 3, ...) und

M
pnq
t :� tn{2hnpBt{

?
tq.

Zeigen Sie: Es ist M pnq
t � n

³t
0
M

pn�1q
s dBs, also

M
pnq
t � n!

» t

0

» s1

0

� � �
» sn�1

0

dBsn . . . dBs2 dBs1

und pM pnq
t qt¥0 ist ein Martingal.

[Hinweis. Sei Hnpx, yq :� yn{2hnpx{yq für x P R, y P R� (stetig fortgesetzt mit Hnpx, 0q � xn),
dann gilt 1

2
B2

Bx2Hn � B
ByHn � 0 und B

BxHn � nHn�1. Verwenden Sie die zeitabhängige It	o-Formel.

Für die Martingaleigenschaft zeigen Sie (z.B. mit dem Spiegelungsprinzip), dass E
�

sups¤t |Bs|p
�  

8 für alle t ¥ 0, p ¥ 0 gilt.]

Aufgabe 2.2 Sei f : R2 Ñ R zweimal stetig di�erenzierbar mit
�
B2

Bx2 � B2

By2

�
fpx, yq � 0. Zeigen

Sie: Wenn f beschränkt ist, so ist f konstant. Folgern Sie den Satz von Liouville aus der Funk-
tionentheorie: Eine auf ganz C holomorphe, beschränkte Funktion ist konstant.

[Hinweis. Betrachten Sie den Prozess fpBtqmit pBtq einer zweidimensionalen Standard-Brownschen
Bewegung.]

Aufgabe 2.3 Sei pMtq ein stetiges lokales Martingal mitM0 � 0, wir setzenM�
t :� sup0¤s¤tMs.

a) Zeigen Sie: Für x, y ¡ 0 gilt

P
�
M�

t ¥ x, xMyt ¤ y
� ¤ exp

�� x2{2y�.
[Hinweis. Für α P R ist Xt :� exp

�
αMt � 1

2α
2xMyt

�
ein nicht-negatives lokales Martingal und

daher insbesondere ein nicht-negatives Supermartingal.]

b) Es gelte weiterhin xMyt ¤ ct für t ¥ 0 mit einem c P p0,8q. Dann gilt die folgende Version der
Bernstein-Ungleichung

P
�
M�

t ¥ x
� ¤ exp

�
� x2

2ct

	

und Zt :� exp
�
Mt � 1

2xMyt
�
, t ¥ 0, ist ein Martingal.

b.w.



Aufgabe 2.4 (Ein pfadweiser Zugang zum It	o-Integral) Sei ∆pnq � ttpnq0 , t
pnq
1 , t

pnq
2 , . . . u,

n P N mit 0 � t
pnq
0   t

pnq
1   � � � und limmÑ8 t

pnq
m � 8 eine Folge von Partitionen mit ∆pn�1q �

∆pnq (d.h. ∆pn�1q ist eine Verfeinerung von ∆pnq) und mit limnÑ8 supmPNptpnqm � t
pnq
m�1q � 0 (d.h.

immer feinere Maschenweite).
Für eine (deterministische) stetige Funktion ϕ, R� Q t ÞÑ ϕt P R, und t ¥ 0 sei

rϕst :� lim
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die quadratische Variation (längs der Partitionsfolge p∆pnqq sofern der Grenzwert existiert (anson-
sten bleibt rϕst unde�niert). Sei weiter

C∆,2 :�  
ϕ : R� Ñ R : ϕ stetig und rϕst existiert und rϕst   8 für alle t ¥ 0

(

die Menge der stetigen Funktionen, die (bezüglich der Partitionsfolge p∆pnqq) endliche quadratische
Variation besitzen.

Dann existiert für jedes f P C2pR,Rq, t ¥ 0 der Grenzwert

lim
nÑ8
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und es gilt die It	o-Formel

fpϕtq � fpϕ0q �
» t

0

f 1pϕsqdϕs � 1

2

» t

0

f2pϕsqdrϕss,

wobei
³t
0
f2pϕsqdrϕss als Integral bezüglich dem signierten Maÿ auf R� mit Verteilungsfunktion

rϕs� aufgefasst wird.
Bemerkung: In Aufgabe 0.1 hatten wir insbesondere gesehen, dass mit ∆pnq � tm{2n : m P Z�u

für die eindimensionale Brownsche Bewegung B gilt PpB P C∆,2q � 1, d.h. dieser Zugang gestattet
(zumindest) in diesem Fall eine �pfadweise� Interpretation des stochastischen Integrals.

[Hinweis. Betrachten Sie eine Taylor-Entwicklung von f bis zur 2. Ordnung. Wenn Sie bei Ihren
Überlegungen �steckenbleiben� sollten, �nden Sie Rat und Hilfe z.B. in Kapitel 25.3 von A. Klenke,
Wahrscheinlichkeitstheorie, oder in H. Föllmer, Calcul d'Itô sans probabilités, Lecture Notes in
Math. 850, S. 143�150, Springer, 1981.]
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