
Ausgewählte Kapitel der Stochastik SS 2015

Blatt 1

Aufgabe 1.1 Für Z � N p0, 1q und di�erenzierbares f : RÑ R gilt

ErZfpZqs � Erf 1pZqs
(sofern ZfpZq und f 1pZq integrierbar sind), insbesondere gilt

ErZ2ns � p2n� 1q � p2n� 3q � � � 3 � 1 � p2nq!
2nn!

, n P N.

Aufgabe 1.2 Sei pBtqt¥0 eindimensionale Standard-Brownsche Bewegung.

a) Zeigen Sie: pB2
t � tqt¥0 ist ein Martingal und für a, b ¡ 0 gilt mit τ :� inftt ¥ 0 : Bt �

�a oder Bt � bu
P
�
Bτ � b

� � a

a� b
, Erτ s � ab.

b) Zeigen Sie: Für σ P R ist
�
exppσBt� 1

2σ
2tq�

t¥0
ein Martingal, und für τa :� inftt ¥ 0 : Bt � au,

a P R, gilt
Ere�λτas � e�|a|

?
2λ.

c) Folgern Sie aus b): τa ist (einseitig strikt) stabil zum Index 1{2 mit Lévy-Maÿ νpdyq ��|a|{?2π
�
y�3{21p0,8qpyq dy, die Dichte von τa ist

|a|?
2π
e�a

2{p2tqt�3{2, t ¡ 0.

d) Seien a, b ¡ 0, rτa,b :� inftt ¥ 0 : Bt � at � bu (rτa,b ist Stoppzeit mit Werten in r0,8s). Zeigen
Sie

Ere�λrτa,bs � exp
�� ab� b

a
a2 � 2λ

�
, λ ¥ 0

und folgern Sie

Pprτa,b   8q � e�2ab, sowie suptBt � at : t ¥ 0u d�Expp2aq.

Aufgabe 1.3 Sei pBtqt¥0 Brownsche Bewegung, t ¡ 0, für n,m P N, m ¤ n sei spn,mq :� tm{2n
und Dn,m :� Bspn,mq �Bspn,m�1q.
a) Zeigen Sie

¸
nPN

E
�� 2n¸

m�1

D2
n,m � t

	2�
  8 und lim

nÑ8

2n¸
m�1

D2
n,m � t f.s.

[Hinweis. Verwenden Sie die Chebyshev-Ungleichung, um aus der linken Abschätzung zu folgern,

dass
°
nPN

P
���°2n

m�1D
2
n,m � t

�� ¡ ε
	
  8 für jedes ε ¡ 0, dann ein Borel-Cantelli-Lemma.]

b) Folgern Sie: Für γ ¡ 1{2 ist

sup
0¤u v¤t

|Bv �Bu|
pv � uqγ � 8 f.s.,

d.h. die Pfade sind auf r0, ts f.s. nicht Hölder-stetig der Ordnung γ.

[Hinweis.Auf dem Ereignis
 
sup0¤u v¤t |Bv �Bu|{pv � uqγ   c

(
gilt

°2n

m�1D
2
n,m ¤ 2n�pctγ2�nγq2 �

c2t2γ2np1�2γq, was a) widerspricht.]


