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Blatt 3

Aufgabe 3.1 Sei N � pNtqt¥0 ein Poissonprozess auf R� mit Rate λ ¡ 0, d.h. N0 � 0,
N hat unabhängige Inkremente (Nt�h � Nt ist u.a. von Ft :� σpNs : s ¤ tq für t, h ¥ 0),
Nt�h �Nt � Poispλhq für t ¥ 0, h ¡ 0.

Dann ist Mt :� Nt � λt ein Martingal, und ebenso �Mt :�M2
t � λt, t ¥ 0.

Aufgabe 3.2 a) Sei pBtqt¥0 standard-Brownsche Bewegung, Z :� tt ¥ 0 : Bt � 0u ihre
Nullstellenmenge und λ das Lebesgue-Maÿ (auf R�). Es gilt

λpZq � 0 f.s.

[Hinweis. Bestimmen Sie ErλpZqs.]
Weiterhin ist

Z perfekt, d.h. Z ist abgeschlossen und besitzt keine isolierten Punkte (f.s.).

[Hinweis. Sei Rt :� inftu ¡ t : Bu � 0u, zeigen Sie mittels der starken Markov-Eigenschaft, dass
für jedes t ¡ 0 gilt P

�
infts ¡ 0 : BRt�s � 0u ¡ 0

��FRt

� � 0 und folgern Sie

P
�
D t, δ P QX p0,8q : Bs � 0 für s P pRt, Rt � δq

	
� 0.

Folgern Sie weiter: Wenn 0   u P Z von links isoliert ist (d.h. es gibt t P Q� mit pt, uq X Z � H,
so gibt es eine strikt absteigende Folge punqn � Z mit un Ó u.]
Bem.: Perfekte Teilmengen von R sind überabzählbar, vgl. z.B. E. Hewitt, K. Stromberg, Real and
abstract analysis, Springer, 1965, Thm. (6.65).

b) Seien X1, X2, . . . u.i.v. mit ErX1s � 0, 0   ErX2
1 s   8, Sn :� X1 � � � � �Xn. Zeigen Sie: Für

t P p0, 1q gilt
lim
nÑ8

P
�
maxtm   n : SmSm�1   0u ¤ nt

	
� 2

π
arcsin

�?
t
�

[Hinweis. Es liegt nahe, die Aussage mittels Donskers Invarianzprinzip aus dem Arcussinus-Gesetz
für die Brownsche Bewegung herzuleiten.

Betrachten Sie ϕ : Cpr0, 1sq Ñ R, ϕpfq :� supt0 ¤ t ¤ 1 : fptq � 0u. ϕ ist nicht stetig auf
Cpr0, 1sq, aber wenn f P Cpr0, 1sq in jeder Umgebung von ϕpfq strikt positive und strikt negative
Werte annimmt, so ist f ein Stetigkeitspunkt von ϕ. Verwenden Sie Teil a) um zu zeigen, dass der
Pfad einer Brownschen Bewegung mit W'keit 1 ein Stetigkeitspunkt von ϕ ist.]

Aufgabe 3.3 (Zur Schwierigkeit eines �naiven� stochastischen Integrals, etwa bezüglich der
Brownschen Bewegung). Sei g P Cpr0, 1sq, für f : r0, 1s Ñ R sei

Snpfq :�
2n�1¸
k�0

f
�
k
2n

��
g
�
k�1
2n

�� g
�
k
2n

�	
.

Zeigen Sie:

lim
nÑ8

Snpfq P R existiert für jedes f P Cpr0, 1sq ùñ sup
nPN

2n�1¸
k�0

��g�k�1
2n

�� g
�
k
2n

���   8.

[Hinweis. Fassen Sie die Frage funktionalanalytisch auf: X :� Cpr0, 1sq, ausgestattet mit der
Supremumsnorm || � ||8, ist ein Banachraum, ebenso Y :� R, ausgestattet mit dem Betrag, Sn :
X Ñ Y ist ein stetiger linearer Operator.

b.w.



Der Satz von Banach-Steinhaus (siehe z.B. E. Hewitt, K. Stromberg, Real and abstract analysis,
Springer, 1965, Cor. (14.24)) besagt: Wenn für jedes f P X gilt supn |Snpfq|   8, so gilt auch
supn ||Sn||   8, wobei ||Sn|| :� supfPX, f�0 |Snpfq|{||f ||8 die Abbildungsnorm von Sn bezeichnet.

Konstruieren Sie für jedes n ein fn P Cpr0, 1sq mit fnpk{2nq � sgn
�
g
�
k�1
2n

� � g
�
k
2n

��
und

||fn||8 ¤ 1, was ist dann Snpfnq?]

Aufgabe 3.4 Seien H � pHtqt¥0 gegeben durch Ht �
°
k¥1 ξk1pτk,τk�1sptq (mit einer Stoppzei-

tenfolge τ1   τ2   � � � ohne Häufungspunkt im Endlichen und ξk beschränkt, Fτk -messbar) und
analog J mit Jt �

°
k¥1 ηk1pσk,σk�1sptq elementare Integranden, sowie M PMc

2.

a) Für a, b P R gilt

» t
0

paHs � bJsq dMs � a

» t
0

Hs dMs � b

» t
0

Hs dMs, t ¥ 0,

d.h. das elementare stochastische Integral bezüglich M ist linear.

b) Für t ¥ s ¥ 0 gilt (mit
³t
s
H dM :� ³t

0
H dM � ³s

0
H dM)

E
�³t
s
H dM

³t
s
K dN

���Fs� � E
�³t
s
HuKu dxM,Ny

u

���Fs� f.s.

[Hinweis. Betrachten Sie zunächst Integranden, die nur aus einer Stufe bestehen, d.h. Ht �
ξ1pτ,τ 1sptq mit τ ¤ τ 1   8 Stoppzeiten und Fτ -messbarem, beschränktem ξ.]


