Ubungen zur Stochastik III SS 2016
Blatt 1

Aufgabe 1.1 Fiir Z ~ N(0,1) und differenzierbares f : R — R gilt

E[Zf(Z)] = E[f'(2)]
(sofern Z f(Z) und f’(Z) integrierbar sind), insbesondere gilt

(2n)!

E[Z*"]=(2n—-1)-(2n—3)---3-1 = IR

n € N.

Aufgabe 1.2 Sei (W});>0 eine 1-dim. standard-Brownsche Bewegung. By := Wy —tWy, t € [0, 1].
Beweisen Sie einige (oder wenn Sie mochten auch alle) der folgenden Aussagen:

1. (Bt)ie[o,1] ist ein zentrierter Gaufischer Prozess mit stetigen Pfaden und Kovarianzfunktion
Cov[Bs,Bt] = (s At) (1 — (s v 1)), s,te]0,1].

((Bt)te[o,1] ist eine Brownsche Briicke.)

(Bt)te[o,1) und Wy sind unabhéngig.

3. ﬁ((Wt)0<t<1 | |W1| < E) - E((Bt)ogtél) fir e — 0.

d d
4 ((L+8)Bya+e)0 = (L +OB1ja+0) 120 = (Wi)ez0

5. Sei By := (1 — OWi1—1), t € [0,1]. Es gilt (By)efo,1 i(Bt)zte[o 1]

Il

6. Zeitumkehr: Wt = Wi_4—W1,0 <t < 1ist ebenfalls BB, weiterhin ist (B;)e[o,1] (Bl—t)te[o,l]-

7. Sei Xy := e "Wz, t € R. X = (X;)er ist zentrierter Gaufscher Prozess mit Kovarianzfunk-
tion Cov[Xy,Y;] = exp(—|t — s|). X ist stationiir, d.h. X =4(X;)ssper fiir jedes h € R.

(X ist ein (stationdrer) Ornstein-Uhlenbeck-Prozess.)

Aufgabe 1.3 Sei (Bi)i>0 Brownsche Bewegung, ¢ > 0, fiir n,m € N, m < n sei s(n,m) := tm/2"
und Dn,m = Bs(n,m) - Bs(n,m—l)-
a) Zeigen Sie

2n 9 2"
]E[ D, —t ] d i D =t fs.
% (WLZ=1 , ) < 0 un nl—{%ongl , S

[Hinweis. Verwenden Sie die Chebyshev-Ungleichung, um aus der linken Abschétzung zu folgern,
dass Y IP’<| Z%;l D%, — t) > 5) < oo fiir jedes € > 0, dann ein Borel-Cantelli-Lemma.|

neN
b) Folgern Sie: Fiir v > 1/2 ist
|Bv B Bu|
sup ———

= fs.
o<u<v<t (U - U)7 ’

d.h. die Pfade sind auf [0, ¢] f.s. nicht Holder-stetig der Ordnung ~.
[ Hinweis. Auf dem Ereignis { supg<, -p<; | By — Bul/(v — u)? < ¢} gilt Zf::l D2, <2"x(ct727"7)? =
At272"1-27) was a) widerspricht. |



