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Serie 9

Aufgabe 9.1 Seien X;, Xo,... w.i.v. mit Werten in Z, p(z) := P(X; =z
Wir setzen Sp := 0, .S, := Xq+- -+ X,,, Fpp :=0(51,...,5), M, := maxog,<
n=0,1,2,.... Zeigen Sie:

a) (Mp)n=0,1,2,... ist kein Markovprozess (beziiglich irgendeiner Filtration).

b) (M, Sp)n=o.1.2,.. ist ein Markovprozess mit Werten in Z? (beziiglich (F,,)n-0.1,2....). Bestimmen
Sie die Ubergangswahrscheinlichkeiten P((My 41, Snv1) = (@/,9) | (Mn, Sn) = (z,y)), z,y,2",y €
Z..

¢) (Zn)n=0,12,.. ist ein Markovprozess mit Werten in Z, beziiglich der von (Z,,) erzeugten Filtra-
tion.

Aufgabe 9.2 (Fiir einen Markovprozess sind Vergangenheit und Zukunft u.a. gegeben
die Gegenwart) Sei I c R und (X¢)ses ein stochastischer Prozess. Fiir ¢ € I sei

ﬂst:za(Xs:seI,sst), ﬁ;t::U(XS:seI,szt).
Zeigen Sie: X besitzt die (elementare) Markoveigenschaft genau dann, wenn gilt

Viel : Fg und Fs, sind bedingt auf o(X;) unabhingig.

Aufgabe 9.3 Sei N € N, Y7,Y,... selen u.i.v. mit uniformer Verteilung auf {1,..., N},
M, = #{Y1,....Y,},n=0,1,2,....

a) Zeigen Sie: (My)n=01,2,.. ist eine Markovkette. Bestimmen Sie die Ubergangswahrscheinlich-
keiten.

b) Sei 7 := min{k € Z; : My = N}. Bestimmen Sie E[7].

Aufgabe 9.4% (Regulidre bedingte Verteilung fiir ZVn mit Werten in einem Borelschen
Raum) Sei (2, &7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, darauf Y eine Zufallsvariable mit Werten in
einem Borelschen Raum (5, %), &% < & eine Teil-o-Algebra. Dann existiert eine regulére Version
der bedingten Verteilung von Y gegeben ., d.h. ein stochastischer Kern ky|z von (£,.7) nach
(S, A) so dass fiir alle C € £ gilt

Hy‘g(', C) = E[lc(Y)ng] P—fs.

[Hinweis. Zeigen Sie die Aussage zunéchst fiir S = R (mit Borel-o-Algebra), gehen Sie beispielswei-
se folgendermafken vor: Definieren Sie fiir r € Q Zufallsvariablen F'(r) mit F((r) = E[1(_, ,(Y)|-#]
fiir w auerhalb einer P-Nullmenge, die nicht von r € Q abhéngt. Sei F' die rechtsstetige Fortset-
zung von F' als Funktion auf R (und auf obiger Nullmenge eine beliebige Verteilungsfunktion).
Zeigen Sie, dass F fiir jedes w eine Verteilungsfunktion ist, die somit ein Wahrscheinlichkeits-
maf Ky |z(w,-) auf R bestimmt. ky|z hat die gewiinschten Eigenschaften. Um die erforderlichen
Messbarkeitseigenschaften nachzuweisen, ist es hilfreich, sich auf die Menge der Halbintervalle
(—oo,r], r € Q zuriickzuziehen, die eine schnittstabile Erzeugermenge von Z(R) bilden.|

b.w.



Aufgabe 9.5* (Satz von Ionescu-Tulcea) Seien ({,,9,), n = 0,1,2,... messbare Riume,
Q) = X?zo Q;, M = ®;.L=0 of;, )= X;»L:O Q,, o = ®;/=0 27;. Sei weiter Py ein Wahrschein-
lickeitsmaf auf (Qq, «%), fiir n = 1,2, ... sei K, ein stochastischer Kern von (Q("~1), &7(»~1)) nach
(Qn, ). Dann ist P, := Py ® k1 ® - - - ® Ky, ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (Q™), o7 (™)).

Zeigen Sie: Es gibt genau ein Wahrscheinlichkeitsmafs P auf (2, &) mit

P(B x < 0,) = Pu(B) fiir alle Be o/, (+)
Jj=n+1

[Hinweis. Die Menge der Zylindermengen (mit endlicher Basis)

= {B x N Q;:neN,Bews™}

j=n+1

ist eine Algebra, die &7 erzeugt, und () definiert darauf einen Wahrscheinlichkeitsinhalt P. Zeigen
Sie, dass P o-additiv ist, und benutzen Sie dann Carathéodorys Maffortsetzungssatz. Fiir die o-
Additivitdt geniigt es zu zeigen, dass P absteigend stetig bei F ist.

Dazu koénnen Sie beispielsweise folgendermafien vorgehen: Seien Ap, As,... € € mit A; D
As D -+ und inf,ey P(A,) =: @ > 0. Es genligt zu zeigen, dass dann ﬂ;;l A, # & gilt. Sei 0.E.

(warum?) A, = A, x X, Q; mit A} € /"), Sei

n

hm’n(wo,...,wm):z( ® nj)((wo,...,wm),A:l) fir m<n, w; €Q;,1=0,...,m.

j=m-+1

Dann ist A = 1ar und hpypn = himpg1 = o0 = hy i= infy 2 By, und es gilt § by, Py =
fiir jedes m € N. Konstruieren Sie dann induktiv eine Folge (@, @1, ...) € Q mit h,, (@, ..., 0Om) =
a fiir jedes m € N, und folgern Sie, dass (@0, @1,...) € [\/n_; Am. |

Abgabe der Aufgaben: Keine



