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Serie 13

Aufgabe 13.1 (Eine Version von Poincarés Wiederkehrsatz) Sei pΩ,A,P, τq ein maÿer-
haltendes dynamisches System, für A P A sei T 1

A :� inftn ¡ 0 : τnpωq P Au.

a) Es gilt A � tT 1
A   8u P-f.s. und A � tτnpωq P A unendlich oftu P-f.s.

[Hinweis. Sei B :� A X tT 1
A � 8u, dann sind die Mengen τ�kpBq, k P N paarweise disjunkt mit

Ppτ�kpBqq � PpBq.]
b) Sei τ darüberhinaus ergodisch und PpAq ¡ 0, so gilt

P
�
τnpωq P A unendlich oft

�
� 1.

[Hinweis. C :� tτnpωq P A unendlich oftu ist τ -invariant, und A � C P-f.s. nach Teil a).]

Aufgabe 13.2 (Borels Satz von den normalen Zahlen) Für x P p0, 1q sei x �
°8
n�1 znpxq10�n

mit znpxq P t0, 1, . . . , 9u die eindeutige nicht-abbrechende Dezimaldarstellung von x. x heiÿt nor-
mal (zur Basis 10), wenn für jedes k P N jeder k-Block b1, b2, . . . , bk von Zi�ern in der Dezimal-
darstellung mit asymptotischer Häu�gkeit 10�k vorkommt, d.h.

lim
nÑ8

1

n
#
 
1 ¤ m ¤ n� k � 1 : zmpxq � b1, zm�1pxq � b2, . . . , zm�k�1pxq � bk

(
�

1

10k
.

Zeigen Sie: Lebesgue-fast alle Zahlen sind normal, d.h. λptx P p0, 1q : x normaluq � 1.

[Hinweis. Fassen Sie beispielsweise pr0, 1q,Bpr0, 1qq, λ|r0,1q, τqmit τpxq � 10x�r10xs als ergodisches
dynamisches System auf, dann gilt z1pxq � r10xs und zn�1pxq � z1pτ

npxqq λ|r0,1q-f.s.]

Aufgabe 13.3 Sei pBtqt¥0 Standard-Brownsche Bewegung. Zeigen Sie: pB2
t � tqt¥0 ist ein

Martingal, für a, b ¡ 0 gilt mit τ :� inftt ¥ 0 : Bt � �a oder Bt � bu

P
�
Bτ � b

�
�

a

a� b
, Erτ s � ab.

Aufgabe 13.4 Sei pBtqt¥0 Brownsche Bewegung, t ¡ 0, für n,m P N, m ¤ n sei spn,mq :�
tm{2n und Dn,m :� Bspn,mq �Bspn,m�1q.

a) Zeigen Sie

¸
nPN

E
�� 2n¸

m�1

D2
n,m � t

	2�
  8 und lim

nÑ8

2n¸
m�1

D2
n,m � t f.s.

b) Folgern Sie: Für γ ¡ 1{2 ist

sup
0¤u v¤t

|Bv �Bu|

pv � uqγ
� 8 f.s.,

d.h. die Pfade sind auf r0, ts f.s. nicht Hölder-stetig der Ordnung γ.

[Hinweis. Schätzen Sie
°2n

m�1D
2
n,m auf dem Ereignis

 
sup0¤u v¤t |Bv �Bu|{pv � uqγ   c

(
ab.]

Abgabe der Aufgaben: Keine


