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Serie 13

Aufgabe 13.1 (Eine Version von Poincarés Wiederkehrsatz) Sei (2, A, P, 7) ein mafier-
haltendes dynamisches System, fiir A € A sei T} := inf{n > 0: 7" (w) € A}.

a) Es gilt A c {T} < o} P-fs. und A ¢ {r"(w) € A unendlich oft} P-f.s.

[Hinweis. Sei B := A n {T} = o}, dann sind die Mengen 7—*(B), k € N paarweise disjunkt mit
P(r~*(B)) = P(B).]

b) Sei T dariiberhinaus ergodisch und P(A4) > 0, so gilt

P(7"(w) € A unendlich oft) = 1.

[Hinweis. C := {7"(w) € A unendlich oft} ist 7-invariant, und A < C P-f.s. nach Teil a).]

Aufgabe 13.2 (Borels Satz von den normalen Zahlen) Fiirz e (0,1)seiz =", 2z,(2)10™"

mit z,(z) € {0,1,...,9} die eindeutige nicht-abbrechende Dezimaldarstellung von z. z heifit nor-
mal (zur Basis 10), wenn fiir jedes k € N jeder k-Block by, bs, ..., b, von Ziffern in der Dezimal-
darstellung mit asymptotischer Hiufigkeit 10~* vorkommt, d.h.
.1 1
nlﬂ ﬁ#{l <m<n—k+1:z,(x) =b1,zmi1(x) =ba, ..., 2mip—1(x) = bk} = ToF-

Zeigen Sie: Lebesgue-fast alle Zahlen sind normal, d.h. A({z € (0,1) : £ normal}) = 1.
[ Hinweis. Fassen Sie beispielsweise ([0, 1), B([0, 1)), Aljo,1), 7) mit 7(z) = 10x—[102] als ergodisches
dynamisches System auf, dann gilt 21 (x) = [10z] und z,,1(z) = 21(7"(2)) Al[o,1)-f5.]

Aufgabe 13.3  Sei (B;);>0 Standard-Brownsche Bewegung. Zeigen Sie: (B? — t);>¢ ist ein
Martingal, fiir a,b > 0 gilt mit 7 := inf{t > 0: B; = —a oder B; = b}

P(B; =b) = E[7] = ab.

a+b’

Aufgabe 13.4  Sei (B;)i>o Brownsche Bewegung, t > 0, fiir n,m € N, m < n sei s(n,m) :=
tm/2n und Dn,m = Bs(n,?n) - Bs(n,'rn—l)'
a) Zeigen Sie
2" 5 2"
3 E[( Y2, —t) ] <o und  lim Y D, =t fs
neN m=1 o m=1
b) Folgern Sie: Fiir v > 1/2 ist
|Bv — Bu|
sup ——
ogu<13st (v —u)Y
d.h. die Pfade sind auf [0, ] f.s. nicht Holder-stetig der Ordnung ~.
[Hinweis. Schiitzen Sie 32 _ D}, auf dem Ereignis { supgc,-,<; |Bv — Bul/(v —u)? < ¢} ab/]

= fs.,
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