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Kapitel 1

Grundlagen der Mafltheorie

In diesem Kapitel geht es um grundlegende Begriffe und Sitze der Maf3theorie, insoweit sie fir die
Diskussion und Fundierung der Stochastik benétigt werden. Nachzulesen (und z.T. weiterfiihrend)
z.B. bei Klenke [KI, Kapitel 1], Williams [Wi, Chapter 1], Kallenberg [Ka, Chapter 1 and 2], Durrett
[Du, Appendix].

1.1 Mengensysteme, o-Algebren

Sei (2 (nicht-leere) Menge (der ,Ergebnisraum® oder ,Stichprobenraum®), 2% := { B : B c Q} die

Potenzmenge.
Definition r.1. .7 c 2 heifit eine 0-Algebra (iiber ), falls gilt

) Qed,
i) Aed = Aed,

iii) Ay, Ag,ed = |JA, e
n=1

Falls <7 7), 1) und

i) A Beo/ = AnBed
erfiillt, so heifdt o7 eine Algebra.

Beobachtung 1.2. 1. Ist &/ eine o-Algebra, so gilt auch
w) @=0Q%d,
o) AuAsed = A =(UAL) e
n=1 n=1

(wir verwenden die de Morgan’sche Regel: ( Ny An)c = U, A9).
2. Eine Algebra o7 erfiillt
A, Ay, A ed = AjuAyu-UA, e/ undAinAyn-nA, e



3. {@,Q} und 29 sind o-Algebren.
4. Eine o-Algebra ist insbesondere eine Algebra, denn
AuB=AuBuUgugugu---

Definition r.3. Ein Paar (€2, &7) mit </ o-Algebraiiber Q heifit ein messbarer Raum (auch: Messraum
oder Ereignisraum).

A € of heifit (&7 -)messbare Teilmenge von 2.
Bemerkung 1.4. Seien .27, i € I 0-Algebren tiber §2 (wobei [ eine beliebige Indexmenge), so ist

<7;  ebenfalls eine o-Algebra tiber ).
N g

iel
Beweis. 1), i7) sind klar, zu 777):

A Ay, e <= VneNjiel: A, e,

iel
somit gilt

Al,AQ,"'EmﬂfL’ = VZEILJ14HEJyZ = UATLEHJZZ

i€l iel
Definition 1.5. Fiir ¢ c 2% heif$t
o(€)=N{ : o ist o-Algebramit ¢ c o c 2%},
die von €’ erzeugte o-Algebra. Dies ist offenbar die kleinste o-Algebra tiber 2, die € umfasst.
Erinnerung 1.6 (Topologie). 7 c 2 heifit eine Topologie (auf €2), wenn gilt
) @,QerT,

i) A Ber = AnBer

iii) F c 7 beliebige Teilmenge = | J AeT.
AeF

A € 7 sind/heiffen die offenen Teilmengen in €2 (bzgl. 7).

Wenn € eine Metrik d trigt (d.h. d: Q x Q — [0, 00) mit V z,y, z € Qi) d(x,y) = d(y, z), ii)
d(z,y) =0 <= x =y, iii) d(z, 2) <d(z,y) + d(y, 2)),

so erzeugt d eine Topologie 7 via
Aer < VazeA:3Ir>0:B.(x)c A

wo B,(x) :={y € Q:d(z,y) < r} die offene Kugel um x mit Radius 7 ist.

Auf Q) = R™ verwenden wir (meist)

e = (3w =0?) " 2= ) v (o).

den Euklidischen Abstand.



Definition 1.7. Wenn (2 eine Topologie 7 trigt, so heifft die von den offenen Mengen erzeugte o-
Algebra (1) die Borel-o-Algebra', man schreibt B(2) := o (7).

Beispiel 1.8 (Borel-o-Algebra auf RY). Fiira = (ay,...,aq),b = (by,...,bs) € R?schreibe a < b
(bzw. a < b), wenn a; < b; (bzw. a; < b;) fire=1,2,...,d,

[a,b] :={reR:a<z<b} :;<[ai,bi]
=1

analog (a, b], (a, b).
Jedes der folgenden Mengensysteme erzeugt B(R?):

6o = {Br(ac) cxeQdreQn (0,00)}
¢ = {(~00,b] : b e R%}

Cs = {(a,b] :a,beRd,a<b}

Cs = {[a,b]:a,bERd,aéb}

Gy = {(a,b):a,beRd,a<b}

Beweis. Es geniigt fiiri = 0,...,4 zu zeigen, dass €; ¢ B(R?) und dass O € 0(%;) fiir jede offene
Menge O c R4 (denn %; c B(RY) = 0(%;) c B(RY); 7 c 0(%;) = o(7) c 0(F;)).

Betrachte 6): Offenbar ist 4, ¢ 7 ¢ B(R?), O c R? offen lisst sich darstellen als
O = B,,(z,) € ()
n=1

mit geeigneten z, € Q2N O und r,, € Q.. € kann analog behandelt werden. Wegen

[a,b]:o(a—(%,...,%),m %,,%)) €0 (%,),
(a,b):Lnj[a+(%,...,%),b—(%,...,%)] € o(63)

ist 0(€3) = 0(64), analog 0(62) = 0 (€).
Wegen

(—00,b] =J[(-n,...,—n),b] € o(%)
ista(€1) c 0(63), wegen
d . .
(a,b] = (=00,b]  (U(=00,¢?])  mitc® = (by, ..., by, a1, bisrs - - ba)
i-1

isto(%3) co(6r). ]

"nach Emile Borel, 1871-1956



Bemerkung. Fir (2 = Rist
k
o = { U : keN, Iy, . .., I paarw. disjunkte (mdglicherw. halb-unendliche) Intervalle}
j=1

eine Algebra.

Definition 1.9. € c 2% heifdt schnittstabil, wenn

firalle A, Be%: AnBe%

Beobachtung. Die Mengensysteme 67 — 6 aus Bsp. 1.8 sind N-stabil.

Definition r10. ) # @. Z c 22 heiflt ein Dynkin-System* (auch: ein \-System), wenn gilt

i) Qeg,
i) AeP = A°e 9,

i) Ay, As,-- € D paarweise disjunkt = () A, € Z.
n=1

Bemerkung r.1x. 1. &/ 0-Algebra = o/ Dynkin-System

2. 2 Dynkin-System, so ist @ = Q¢ € Z, tir D, ..., D,, € Z paarweise disjunkt ist D1 v Dy ©
U Dp=DiuDyuUD,UBUG U €D,

3. 2 Dynkin-System, D1, Dy € 9 mit Dy ¢ Dy, soist Dy N Dy = (Dy w D5)¢ e 9.

4. Im Allgemeinen ist ein Dynkin-System nicht abgeschlossen unter N (und somit keine Algebra).
Betrachte z.B. 2 endlich mit || € 2N n [4, 00), 7 := {A c Q) : |A| ist gerade} ist ein Dynkin-
System.

Proposition r.a2. Ein Dynkin-System 9 ist eine 0-Algebra g.d.w. 9 N-stabil ist.

Beweis. ,=“: v/
=" 1 Seien Ay, Ay, € Z. Wir konstruieren (induktiv) (D, )nen € &, D; paarweise disjunkt mit
Un Dn = Un An :

Setze Dl = Al, DQ = AQ N\ (Al N Ag) € @, also D1 G] D2 = Al @] AQ,

gegeben paarw. disj. Dy, ..., D, € Zmit Dy w--w D, = Ay U---U A, setze
Dn+1 = An+1 N\ (UDJ m14n+1) € @7
j=1

dann ist )7} D; = U;-fll A, O

j=1

*nach Evgenii Dynkin, 1924-2014



Beobachtung und Definition 1.13. ¥, € I (beliebige Indexmenge) Dynkin-Systeme (iiber €2), so
ist N;e; Z; wiederum ein Dynkin-System.
Fiir & c 2 heifit

§(&) =M {2 : 2 ist Dynkin-System mit & c 2}

das von & erzeugte Dynkin-System. Dies ist offenbar das kleinste Dynkin-System iiber €, das & um-
fasst.

Satz r.14. & 2% n=stabil, so gilt (&) = 0(&).
Beweis. Stets gilt: (&) c 0(&).
Zeige: 0(&) ist N-stabil.

Sei B € (&),
Dp:={AcQ:AnBei(&)}

Zst ein Dynkin-System:
1)QNB=Bej(&),also e Dp.
2)Sei Ae Pp. AnB=B~(AnDB)ed(&),also A € Dp.

3) Seien Ay, Ay, A3, --- € D paarweise disjunkt, dann ist

( LJ An) NnB=J(A,nB)ed(&), alsoauch [}) A, Ps.
n=1 n=1 :(g/ n=1

Zeige & ¢ P: Betrachte zunichst den Fall (B =) £ € &, dann gilt An E € & c §(&) fiir jedes
A € & (denn & ist nach Voraussetzung N-stabil), also gilt & ¢ Z in diesem Fall.

Somit gilt auch § (&) ¢ P fiir jedes £ € &

Fir B € §(&), E € & istdaher En B € §(&). Mithingilt £ € I fir E € &, B € 6(&), d.h.
& c @B-

Da g fiir jedes B € §( &) selbst ein Dynkin-System ist, folgt (&) ¢ Zp, d.h. (&) ist N-stabil
wie behauptet.

Mit Prop. r.12 folgt 6 (&) = o (&). ]

Bemerkung 1.15 (Algebren, Ringe, Halbringe). Die Mengenoperationen AAB := (ANB)U(B\A)
(,symmetrische Differenz“) und A n B erfiillen die Axiome eines kommutativen Rings im Sinne der
Algebra (A entspricht .+, N entspricht ,,x“, & ist die additive 0, €2 ist die multiplikative 1).

Ein Ring <7 (im Sinne der Mengensysteme) erfiillt
) Ted,
ii) AJBeo = AuBed,
iii)) A Beo = ANBed



insbesondere gilt fiir einen Ring .27 auch
ABed = AnB=AN(A\B)es

und &7 ist abgeschlossen unter endlichen Vereinigungen.

Ein Halbring <7 (im Sinne der Mengensysteme) erfillt @ € &7, fur A, B € o/ gilt An B € &/
und A\ B = JL; C} fiir geeignete paarweise disjunkte C', ..., Cy, € &

Ein ,klassisches“ Beispiel eines (Mengen-)Rings tiber R ist
{endl. Vereinigungen von Intervallen aus R},
ein ,klassisches Beispiel eines (Mengen-)Halbrings tiber R ist

{endl. Intervalle aus R}.

1.2 Mengenfunktionen, Mafle

Definition 1.16. (€2, .%7) ein messbarer Raum. Eine Abbildung i : &/ — [0, oo | heifSt ein Ma/fS (auf
(Q, 7)), wenn gilt (&) = 0 und

o0

Ay, Ay, -+ € of paarw. disjunkt = u(

J4,)- i H(A,)

n=1

(p ist o-additiv).
1 heifle endliches Mafs, wenn pu(§2) < oos pu heille Wabrscheinlichkeitsmafs, wenn pu(Q) = 15
heiflt o-endlich, wenn es eine Folge (C), ) neny € &7 gibt mit U,, C;, = Q und p(C,,) < oo fiir alle n.

Wenn o7 (nur) eine Algebraist: p1 : @7 — [0, oo ] mit
(Ao Ay A) = p(Ar) + o a(An)

heif$t ein /rnhalt (d.h. ein Inhalt p ist endlich additiv); p heiflt in diesem Fall ein Primafs, wenn es
o-additiv ist.

Bemerkung r.x7. Sei ;1 Maf§
. A Bed/,AcB = pu(A)<u(B) (dennpu(B)=pu(A)+u(BNA))
2. p(AjuAsu---UA,) <p(Ar) +p(As) +--+ p(Ay)
3. Wenn 11(€2) < oo, sogiltfiir A, B € o/
1(AuB) = u(A) + (B) - (An B)

4. Wenn £1(§2) < oo, sogiltfiir Ay, ..., A, e &/, neN

pAoud)= 3 CD)ET () A)

@+Kc{l,...,n} keK

(»Einschluss-Ausschluss-Regel“).



Beispiel. 1. Fiir beliebiges (2 und a € €2 definiert fur A € o/

1, acA,

ORI

das Dirac-Mafs 6, im Punkt a.
2. Fiir abzihlbares €2 (ausgestattet mit o/ = 2?) ist

n(A) =#A, AcQ
das Zihlmalfs.

Satz 1.18 (MafSe sind durch ihre Werte auf einem N-stabilen Erzeuger festgelegt). Sezern ji1, p1o MafSe
auf messbarem Raum (2, o), & ein N-stabiler Erzenger von <, es gelte

pi(C) =pe(C)  fiiralleC e &

und es gebe (Cy,),, ¢ & mit Cy c Cyc ..., U, Cp =, 111 (C) < o0
Dann gilt p = po anf .

Beweis. Fixiere £ € & mit j11(E) (= po(E) ) < oo,
Ip={Aed :;n(AnE)=(AnE)}
ist ein Dynkin-System: (2 € Zp n. Vor.;sei A € P, soist:

(AN E) = (E) - pm(AnE)
= p2(E) — p2(An E) = pa(A°n E),

d.h. auch A¢ € Pg; seien Ay, Ay, As, - € D paarweise disjunkt :
Hl((
= Z /.I,Q(An n E) = ILLQ(( U An) n E),

n=1 n=1

o0

JA,)nE) = ul(n@l(An NE))= im(An nE)

n=1

dh. U, A, € D,

Nach Voraussetzung ist & ¢ P, also (mit Satz 1.14)
De>0(8)=0(8)=.

Sei (C,),, € & mit C,, 7~ Q wie oben, B, := C,, \ C,,_1 (Cy := @), also

N
Cy = U B, furjedes N € N.
n=1



Sei Aeo/ :Firi=1,2ist
pi(A) = (A0 Bo) = i (40 B))

N
=Y w(AnB,) = ]\l]im > wi(AnB,)
1 T n=1

= lim p;(AnCy)

|
N—oo
und der Ausdruck in der letzten Zeile hingt nach obigem nicht von 7 ab.

Somit gilt 117 (A) = po(A) fiiralle A € o7 []

Beispiel 1.19 (W’mafle auf R? und Verteilungsfunktionen). £ W’maf auf (R¢, B(R?)), F}, : R¢ -
[0, 1],
Fy(w) = p((co0a]). = (0. 0) € B

ist die Vertedlungsfunktion von p.

pu ist durch F), festgelegt (nach Satz .18, denn (=00, z] : z € R?) = B(R?) und {(-o00, ] :
x € R4} ist N-stabil).

Proposition 1.20. & c 2 Algebra, | endlich additiv anf'd mit (@) = 0. Wir betrachten folgende
Eigenschaften:
1) po-additiv (auf9)

i)  paufsteigend stetig: (Ap)n CY mit A, » Ae¥ = u(A,) — p(A)

iii)  pabsteigend stetig: (Ay)n €9 mit Ay N A€ G und p(A,) < oo = p(A,) — u(A)

w) pstetigin@: (Ap)n €Y mit Ay~ Sund j1(A,) <oo = p(A,) —0
Stets gilt 1) <= 11), iii) <= 1v), i1) = i11).

Wenn 1(§) < 0o so gilt auch 11z) = i), d.h. dann sind i)-iv) dquivalent.

Beweis. i) < iif 93 A, 7 AeY,setze B, = A, A,_1 (mit Ag := @), dann ist U, B, =
AN 7 Nooo Al

Wenn 7) gilt, so ist
) N
u(A) = u(UB,) = Y p(By) = I 3" u(B,) = Jim pu(Aw),
n n=1 7P p=1 I
d.h. dann gilt auch 7z).

Analog: Seien By, By, - -- € ¢ paarweise disjunkt mit

Ay=Byu---uBy ~ [JB,=Ac¥Y.

N-—oo n

Wenn 77) gilt, so gilt wie oben 1(A) = ,u( Un Bn) =Yoo w(By), d.h. dann gilt auch 7).

9



i) = wf v/
W0) = i) :Sei Ay N A€, u(A,) <00.9 5B, = ApNA Npno Pund u(By) < u(A,) < oo
Somit
p(An) = p(A) + 1(Bn) —> p(A),
denn p(B,) — 0 n. Vor.
S1) = 15) :Sei Ay, N A €Y, 1(Ay) < oo, setze By, = AjNA, Ao AiNA(und Ay = BLuAy),

somit (nach 77))

p(An) = (A1) = p(B) — (A1) —p(Ar A) = u(A),
— —
=p(A)+p(AiNA)

d.h. 777) gilt.
Sei weiter 4(€2) < oo, dann gilt ,472) = ) 1 A, # Ae¥,also B, :=QNA, N\ Q\NA=B,
p(An) = p(Q2) = p(Bn) —> p(Q) = u(B) = u(A).
O

Definition r.21. Ein Tripel (€2, .97, 11), wo o7 eine 0-Algebra iiber 2 (# @) und p ein Maf auf o ist,
heift ein MafSraum. Wenn p ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist, so heifft (€2, <7, 1) (auch) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum.

Satz 1.22 (Carathéodorys’ Maf¥fortsetzungssatz). <7 c 2 Algebra, ju Primaf§ anf <. Dann gibt es
ein MafS i anf o (), das auf o/ mit piibereinstimmie.

Wenn | o-endlich ist, so ist [i dadurch eindentig bestimmz.
Definition 1.23. v : 2 - [0, oo | mit v(@) = 0,

) VCicCocQ: v(Ch)<v(Cy) (,Monotonie)

i) Y (Cnenc 2% y(UJCh) <Y 0(Ch)  (0-Subadditivieir)
n=1 n=1

heifdt ein dufSeres Mafs.

Lemma 1.24. [t PramafS anf Algebra <7 .
(€)= inf{ Y p(An) : (A)na € mir | JA, 5 C, CcQ
n=1 n

ist ein dufSeres MafS mit pu* (A) = p(A) fiir Ae o.

3Constantin Carathéodory, 1873-1950

10



Beweis. 1) Zeige pu* = prauf .o/ : Sei A € o7, wihlee > 0.
Nach Def. gibtes (A;,)eny € & mit A c U,, A,, und

i (A) S X u(A) < (A) + 2

o.E. mit A, ¢ Aund Ay, Ay, ... paarweise disjunke (sonst gehe tiber zu A/, := A, n A € &/ und
dannzu A" := Al \ (U” ! A’) € /), somit A =J>"; A, und

pr(A) < Y u(Ay) = p(A) < p*(A) +e,

mite | 0 folgt p1*(A) = p(A).

Insbesondere gilt p1* (@) = (@) = 0.
2)Sei C'c C" c Q,sogile pu*(C) < p(C"),denn C" c U, A, = CcU, A
3) Sei (C),),, c 29, wihle e > 0.

Firn e Ngibtes A, ; € &7, 1 € Nmit C,, c U2, A, ; und

ad €
M*(Cn) < Z,U(An,i) < N*(Cn) + 2_n
=1

Sei By, m € N eine Aufzihlung von {4,,; : n,7 € N}, esist

Ucn CUAn,'L' :UBma

also
p(UCh) € ZulBn) = £ X (Ani)
;( (C, )+_)_E+ZM (C).
Mit e | 0 folgt o-Subadditivitit von yi*. O

Definition 1.25. ;1* ein dufleres Mafl. A ¢ Q) heifdt p*-messbar, wenn gilt
VCcQ: p(C)2p (AnC)+u*(A°nC)
(wegen o-Subaddivitit von p* gilt dann tatsichlich 4 (C) = p*(AnC) + p*(An C) fiir C c Q).
Beweis von Satz 1.22. Definiere 1* wie in Lemma 1.24, setze
o, = {AcQ: Aist u*-messbar}.
1) Zeige o/ c o, : Sei A € of fest. Zu C c € > 0sei (A,), € &/ mit C c U, A, und

P (C) < Y u(An) < p*(C) +

II



Es ist
AnCclJ(AnA,), A°nCclJ(ANnA,),
N S——

n S ——
e 74

also
pr(ANC)+p*(AnC) <Y p(AnAy) + 3 (AN Ay)

=2 u((AnAy)u(A°n Ay)) = 3 p(An) <p(C) +e,

mit e | 0 folgt p*(C) > p*(An C) + p*(A¢ n C), d.h. die Behauptung.

2) Zeige: 7, ist eine Algebra: @ € &, V/; A € o, = A°¢ € o, /(Def. 1.25 ist symmetrisch bzgl.
Vertauschung von A und A°)

Seiennun A, B € f,: Fiir C' c Q ist
p(C)=p (BnC)+p*(B°nC)
= (AnBnO)+p (AN BnC)+p (AnBnC)+p* (A°nB°nC). (L)
Ersetzen wir C' durch (Au B)nC = (AnC)u (B nC)in(r1), so ergibt sich
p((AuB)nC)=p (AnBnC)+p (A°nBnC)+p (AnB°nC) (1.2)
(denn p*((A°n B°n (AuB)nC) = p*(®) = 0). Einsetzen von (r.2) in (r.1) liefert
p(C)=p ((AuB)nC)+p (A°nB°nC)
= ((AuB)nC) +p*((AuB)*nC),
da dies fiir beliebiges C' stimmt, gilt Au B € 4Z,.
3) Zeige: <, ist ein Dynkin-System.

Seien Ay, Ay, -+ € @, paarw. disjunket, A = o2, A,,. Fir Ay, Ay € o7, mit A} n Ay = @ und
beliebiges C' c € liefert (1.2)

P ((A1wA)nC) = p (ASn AN C) + (A n A5 C),

induktiv folgt fiir n € N
w(( JA)n )= S (A0 C) firalle € c O,
i=1 i=1

Firn € Nist L, A; € o7, nach 2), also gilt fur jedes C' c
. Ai)mC>+u*<(UAi)cm(])
g i=1
N
s2AenC

>3 (40 C) +pr (AN O).
i1

u*(0)=u*((

7

12



Mitn — oo folgt

p(C) 2> (AnC) +p*(AnC). (1.3)
i=1
Andererseits ist

w*(C) = u*((Am C)u(An C’)) = u*((@l(Ai N C’)) u(A°n C))

<Y u (AN C) + (AN C) (14
i=1
(wir verwenden die o-Subadditivitit von p*). (1.3) und (1.4) liefern
pw(C)=> pw (AnC)+p (AnC), (s)
i=1

da i (A0 C) = (U (A0 C)) < B (A C) und i () < (AN €) + o (A0 C)

gilt (nochmals o-Subadditivitit von *), impliziert dies
p(C)=p(AnC)+p*(A°n(C),

also A € o,.

4) 2) und 3) zeigen mit Prop. 1.12, dass <7, eine o-Algebra ist; wegen 1) gilt 0 (27) c ..

Zeige: pu* ist o-additiv auf o7, :
Seien Ay, Ay, -+ € o, paarweise disjunke, setze A = |Ji2; A; € & an Stelle von C'in (1.5) ein:

N*<®Ai) = iﬂ*(Az‘)

(denn AnA; = A;n. Vor., p*(A°n A) = pu* (@) = 0). Somit leistet i := u*|0(£{) das Gewiinschte.

5) Zur Eindeutigkeit: Seien Ay ¢ Ay ¢ - € &7 mit A,, 7 Q, u(A,,) < oo fiiralle n € N, [iy, iz zwei
Mafle auf 0(.%7) mit p1 = iy = iz auf o Dann gilt [i; = [is auf 0(.%7) nach Satz 1.18, da ./’ N-stabil
ist. ]

Erinnerung 1.26. Eine Verteilungsfunktion (einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R) ist eine Funk-
tion F': R — [0, 1], die nicht-fallend und rechtsstetig ist mit lim,, oo F'(x) = 1,1lim,_,_o F'(z) = 0.

Satz 1.27. Zu jeder Verteilungsfunktion F gebiort genau ein Wmafs pup auf (R, B(R)) mit
pr((-00,2]) = F(z), zeR.
Beweis. Betrachte
Ji={(a,b]:a<b}, Jo:={(-00,b] :beR}, Jy:={(a,00):aeR}, J:=Juyuls,
%::{Qlj:neN,IjeJ}u{z}.
P
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<7 ist eine Algebra.
Fir A = Ui, Iy € 4 mit I, = (ax, br] (NR) definieren wir

n

u(A) =3 (F(b) - Flax))

k=1
(mit Setzungen F'(—00) = 0, F'(c0) = 1).
p ist wohldefiniert: Wenn man I, = (ag, b ] ersetzt durch I, = I} w I} mit I} = (ag,ci], I} =
(¢k, b ] und einem ¢y, € (ag, by,), so dndert sich wegen

F(by) - F(ag) = (F(bg) = F(e)) + (F(ex) - Fax))
der Wert von p1r(A) nicht.
Es gilt 1(@) = 0 und p(R) = 1, p ész additiv.

Zur o-Additivitit: Nach Prop. 1.20 gentigt es zu zeigen, dass y stetig in & ist.
a) (nahezu Kompaktheit)
Zeige: Fur I € Junde > 0 gibtesu,v € R, u < v mit

[u,v] cI und ,u((u,v]) >u(l) -«

Fir I = (a,b] € J; verwende v = b und verwende, dass wegen Rechtsstetigkeit von F gilt
fim a((,0]) = lim F(0) - F(u) = F(5) - F(a) = u((a.8])

fiir [ € Jy bzw. I € J3 verwende lim,,_, o, F'(z) = 0 bzw. lim, . F'(x) = 1.
Analog: Fiirallgemeines A € 4 und ¢ > O gibtes B € ¢ beschrinkt mit B ¢ Aund u(A\B) < ¢.

b) Seien A,, € 4, A; o Ay o -~ mitinf,y pu(A,) > ¢ fiireine > 0.
Zeige: Dann gilt N, A, # @

Fiir n € N wihle nach a) B,, € 4, B, beschrinkt (also B, kompakt) mit B,, c B, c A, und
(A, N By) <27 1g esiist

/,L(An AN m Bk) < ,u( U(Ak AN Bk)) < ZQ‘k‘le = c ZQ_k <
k=1 k=1 =1 24
(fiir die erste Ungleichung verwende Ay, o A, fiir k < n), demnach

M<1@13k) =u(A,) —,u(An N QBk) > %,

DN ™

somit ist

DL

Knisz_kD Bki@
k=1

k

Il
—_

kompakt und nicht leer mit K, ¢ A,,, K,, 2 K,1.
Es folgt

NA. > K.+2
n=1 n=1

(Cantor’scher Durchschnittsatz).



Lemma 1.28. (2, .%7) messbarer Raum, jiy, iz, . .. MafSe daranf, ¢y, co, -+ > 0, 50ist j1:= Y, Cpfly,

ebenfalls ein Maff auf (2, o).
Wenn alle v, W’mafSe sind und Y., c,, = 1, so ist auch p ein Wmafs.

Beweis. Offenbarist u(A) =Y, copn(A) >0 fiir A € o und (@) = 0.
Zur o-Additivitit: Seien Ay, A, -+ € &7 paarw. disjunke,

u(]@lAj) = ;Cnun(]@l/lj) = ;Cn Zﬂn(Aj)
=SS cun(4) = S (A
O

Satz 1.29 (Konstruktion des (Borel-) Lebesgue-Mafles* auf R). Es gibt genau ein Maf§ X auf (R, B(R))

mit \((a,b]) =b-afira<b.
Beweis. 1) Fy(x) := (A1) vO0ist Verteilungsfunktion, sei A o,1] das nach Satz1.27 zugehdrige Wmaf3.

Offenbar gilt \(g11(A) = 0 wenn A c (0, 1],
Ao ((u,v]) = Fi(v) - Fi(u)=v-u fir0<u<v<l.

Analog betrachte fiirm € Z : Fy,,(2) := ((z = m + 1) A1) v 0 mit zugehrigem Maf A(y,-1,n];

es erfiillt
Aom-t1,m](A) = Amorm) (A0 (m=1,m]), AeBRY)

und /\(m—l,m]((U, U]) =(vam)-(uv(m-1)).
A= Z A(m-1,m] ist ein Maf$ mit

[b]
AM(a,b])= > (ba(m+1))-(avm)=b-a fira<b.

m=|a|

Eindeutigkeit folgt aus Satz 1.18 (die Menge der Intervalle (a, b] ist ein N-stabiler Erzeuger von
B(R4),vgl. Bsp. 1.8; A ist o-endlich, wihle z.B. C,, := [-n,n],n € Nals R ausschépfende Folge). [
Bemerkung 1.30. 1. Das Lebesgue-Mafl A auf (R, B(R)) ist translationsinvariant, d.h. A\(A +

x)=AA) fiir Ae B(R),z e R.

2. (Analogon von Satz 1.27 fiir allgemeine endliche Mafle) Jede beschrinkte, nicht-fallende,

rechtsstetige Funktion F': R — [0, 00) mitlim,_,_o, F'(x) = 0 steht via

pr((-00,2]) = F(x), zeR

in eindeutiger Beziehung zu einem endlichen Mafd yi5 auf (R, B(R)).

*Henri Lebesgue, 1875-1941
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3. (Lebesgue-Stieltjes-Mafle) Zu F': R — R nicht-fallend und rechtsstetig gibt es genau ein MafS
pr auf (R, B(R)) mit

pr((a,b]) = F(b) - F(a), -oco<a<b<oo.

Betrachte dazu (analog zum Beweis von Satz1.29) Fy, (2) = F((zAm)v(m-q))-F(m-1),
m € Z und zugehdriges fi5,, aus 2), Up = Y.z IF,, leistet das Gewtinschte.

Eindeutigkeit folgt aus Satz .18.

Zum d-dimensionalen Fall:

Definition 1.31. F': R? - [0, 1] heif3t eine d-dimensionale Verteilungsfunktion, wenn es folgenden
Bedingungen gentigt:

1. F rechtsstetig, d.h. z,, N x (koordinatenweise) = F'(z,,) - F(x)
2. F(x,) > 1wennz, - (+00,...,+00)

3. F(x,) > 0wennmin,y _g2,,; > —o0

4. Furx = (z1,...,24) <y = (y1,...,ya) (koordinatenweise), parametrisiere die Ecken des
d-Quaders (z, y] mit {1,2}% via {u = (z{“), . ,zc(lld)) tiny...uig € {1,2} ) wo z](.l) = xj,
Z](-2) = 7;, es muss gelten

Y (-)#ss i B (= pp((,y]) ) 20

u Ecken

Satz 1.32. W’mafle auf (RY, B(RY)) und d-dimensionale Verteilungsfunktionen F stehen in 1-1-
Bezichung via

,uF((—oo,x]) =F(z), xeR%

Beweisskizze. Beweis analog zum Beweis von Satz 1.27, man verwendet als Algebra
n
g:{ulj,l X[j,2 X oeee X j,d:néN,[xk € J},
j=1

die Menge der endlichen Vereinigungen (ggfs. verallgemeinerter) d-dimensionaler Quader. [

Korollar 1.33 (d-dimensionale Produktmafe). Seien ji1, . .., pig WmafSe auf (R, B(R)), dann gibt
es genau ein Wmafs (v anf (R4, B(R®)) mit
d
p((=o0,2]) = [T pi((=00,2:]), = (21,...,2q4) e R™

i=1

Man schreibt |1 = (11 ® -+~ ® i, es gilt
p(Ay x Ag x oo x Ag) = pa (Ar) - pa(Ar) - -+ - pa(Aa),  Ar,..., Ag e B(R). (1.6)
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Bewess. Sei I die Verteilungstunktion von y1;,7 = 1,. .. ,d,
F(x):= Fi(2)Fy(22)-Fy(zq), x=(x1,...,24) € R

Zeige: F'ist d-dim. Verteilungsfunktion:
a=(ay,...,aq) <(by,...bg)=0b

gl(ai<x2_ H(l(x,<b l(xiSaZ-))

:Z: > (_1)IK|1(x§e(a,b,K))
Ke{T,....d}
. _Jai, teK,
mite(a,b, K); = {bi, (LK
Ferfiille
; {12 d}(—l)KF(e(a,b,K)) - {12 (- 1)|K|(1_[[(F(az )(I;I(F(b))
= [1(F(b) - F(a)) 20

fiir beliebiges a, b € RY, a < b, d.h. F ist d-dim. Verteilungsfunktion.

Zur Formel (1.6): Nach obigen gilt (1.6), wenn A; = (—o0, z; ] fiir gewisse z; € R.Seien zo, . .., 24
fixiert, betrachte fiir A € B(R)

i (A) = M(A x (=00, 1] x (—00, T3] X ++- X (—oo7xd]), i (A) == pui(A) Hu( —00, T4 | )

wy und pf sind Male auf (R, B(R)), die auf allen Halbintervallen der Form (—o0, 21 | tibereinstim-
men, nach Satz 1.18 gilt somit ¢} = pif, d.h. in (1.6) diirfen wir (- o0, 21 ] durch eine allgemeine Borel-
Menge A; ersetzen.

Fixieren wir nun A; € B(R), x3, ..., x4 € R und betrachten fiir A € B(R)

d
PA(AY = (A 5 Ax (oo ] xx (oo al), - i(A) = i (Ao ) [T (o0, 1),

so folgtanalog 1 = i, d.h. in (1.6) diirfen wir (—oo, 21 ] und (—o0, 25 | jeweils durch eine allgemeine
Borel-Menge A; bzw. A; ersetzen. Iteration dieses Arguments zeigt (1.6) allgemein. [

Satz1.34 (d-dimensionales Lebesguemaf). Es gibt genau ein translationsinvariantes Maf§ X anf (R4, B(R?))
mit )\( (0, 1]d) =1

Beweis. Als Ubung. ]
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Definition 1.3s5 (Nullmengen). (€2,.97, ;) Mafiraum. N € &7 heifft (u-)Nullmenge, wenn p(N) =
0 gilt.
Ny ={NcQ:3Aeco/ mit N c Aund u(A) =0}

Oftfenbar gilt
N17N27”'E</1{1, = UN]‘E%
J

Sprechweisen fi-fast tiberall (abgekiirzt pi-f.4.), bzw. auch pi-fast sicher, abgekiirze pi-f.s., wenn y1 ein
W’maf ist: Eine Eigenschaft

E(w) gilt p-f.i., wenn {w € Q: E(w) gilt nicht } €N,
Fir A, B € of schreibt man A = B (mod p), wenn AAB € .A,.
Bericht 1.36 (Mafivervollstindigung, siehe z.B. [Kl, Bem. 1.70]).
Ay=c(duM)={BcQ:IJAed : ANBe.N,}
ist eine 0-Algebra und

pu(B):=pn(A) wennAeo/ mit AAB e W,

ist wohldefinierte Fortsetzung von /1 auf 7),.

1.3 Messbare Funktionen, Zufallsvariablen

Definition 1.37. (£2,4), (€', .27") messbare Riume. Eine Abbildung f :  — € heif§t .o7-.a7'-
messbar (oft auch nur messbar, wenn die beteiligten o-Algebren aus dem Kontext klar sind), wenn
gilt

VBed : f[H(B)={weQ: f(w)eB}ed.

Beobachtung 1.38. 1. ([ndikatorfunktion). A€ o/, 14 : Q- {0,1},

14(w) 1, fallswe A,
w) =
4 0, fallswd A

ist messbar (13! ({0}) = A¢, 1} ({1}) = A e &).

2.(Komposition messbarer Abbildungen). (4, 4 ), (22, 2%), (§23, %3 ) messbare Rdume, f : 2 —
Qs und g : Qy —» Q3 seien (A -o- bzw. 9p-a73-)messbar. Dann ist h := g o f (.7 -973-)messbar,
denn fiir B € .73 ist

Wi(B)=f"g"(B))e.

—_——
ealo
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Beobachtung und Definition 1.39 (Erzeugte o-Algebra). Sei (§¥',.27') messbarer Raum, §2 # &,
h:Q— Q.
o(h)={h(B): Be '}

ist die kleinste o-Algebra auf 2, beztiglich der i messbar ist. (Falls .27 o-Algebra auf Q und h o7 -o7"-
messbar, so gilt natiirlich o (h) c 7.)

o (h) heifit die von h erzeugte o-Algebra.

Sind allgemeiner (€2;, 7 ), i € I messbarere Rdume und h; : @ - Q; (I beliebige Indexmenge),
so bezeichnet o (h;, i € I') die kleinste o-Algebra auf €, beziiglich der alle h;, i € I messbar sind.

Lemma 1.40 (Messbarkeit auf Erzeugermenge geniigt). f: Q — Q, & c 2% mit o(&") = o, 50
ist f o -l -messbar g.d.w.

VBe&: f1(B)={weQ: f(w)eB}ed.

Beweis. ,=:
b= = {B c Q' : fY(B) e Jz%} ist eine -Algebra, n. Vor. gilt 0(&”) = &', also auch
A= O

Im Fall reellwertiger Funktionen lassen wir oft auch die Werte +00 oder —oo zu (Ubergang von R

zuR = Ru {-00} u {+00}). Man spricht dann auch von ,numerischen Funktionen®.

Korollar 1.41. 1. Insbesondere fiir f : Q0 - R (wobei R die Borel-o-Algebra B(R) trigt) geniigt es
(mit Bsp. 1.8) zu priifen, dass

fYI)ed fiiralle Intervalle I = [a,b]

(oder auch fiir alle offenen Intervalle, oder fiir alle Halbintervalle (—oo,b], b € R, ezc.) gilt.

2. (Topologischer Fall). Wenn f : Q) - E, wobei E topologischer Raum mit Borel-o-Algebra B(E), so
geniigt fiir Messbarkeit
IH(O) € o fiir jedes offene O c E.

Insbesondere: falls ) selbst ein topologischer Raum (versehen mit seiner Borel-o-Algebra) ist, so sind sind
alle stetigen Abbildungen messbar.

Definition 1.42 (Produktraum, Produkt-o-Algebra). I endl. oder abzihlbar, (S;, 7 ), i € I messba-
re Riume S = X;; 5; = {s = (8:)ier = Si € Si},

o= { X Ai: A e })
iel
(die von den ,verallgemeinerten Quadern® erzeugte o-Algebra) heifdt die Produkt-o-Algebra (der 7).

Mit den Koordinatenabbildungen (oder Projektionsabbildungen) 7; : S — .S;, Wi((sj) je I) =s;
ist g = o(m;,i€1).
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Lemma 1.43 (Messbarkeit im Produktfall). S wie in Def. 1.42, f : Q@ - S, f(w) = ( f,-(w))i6 ;s

messbar g.d.w.

fi: Q2= Sy messbar fiir jedes i € I.

Beweis. = :m;: S - S; ist messbar, mit Beob. 1.38 daher auch f; = m; 0 f

»=:Mengen A = X A; mit A; € o7; erzeugen 27 und fiir ein solches A ist

iel

FHA) ={weQ: filw)e Ajyie I} = f71(A) € g

el
n. Vor., Beh. folgt mit Lemma 1.40. O

Beobachtung 1.44. S = R”,inf : S - R mit inf ((mn)neN) = inf, z, und sup : S - R mit
sup ((xn)neN) = sup, z, sind B(R" )-B(R)-messbar:

Firx e Rist

inf ™ ([z, 00]) = [, 00] x [, 00] x [, 00] x -+ € B(R™),
sup_l([—oo,a:]) =[-o00, 2] x [-o0,x] x [-00, 2] x -+ € B(@w).

Lemma x.4s. E ropologischer Raum mit Borel--Algebra B(E), f1, fa,--+: Q » E seien (o7 -B(E)-)
messbar, [ ) — E und es gelte

flw) = 711_210 fo(w)  fiiralle w e Q

Dann ist f (o -B(E)-)messbar.

Beweis. Sei O c E offen, dann ist

o) =UN £ (0) et

n m2n

O

Definition 1.46 (Elementare Funktionen). (€2,.7") messbarer Raum. f : 2 » R der Form f(w) =
Yipa;la (w)mitneN ay,. .. a, €R, Ay, ..., A, € o heillteine elementare Funktion.

Lemma 1.47. (), &) messbarer Raum.
1. Elementare Funktionen sind messbar.

2. Fiir o/ -B(R)-messbares f : Q — [0, 00] gibt es eine Folge von elementaren Funktionen f, mit

fn 7 n—oo f

3. Jedes o/ -B(R)-messbare f + Q — R kann punktweise durch elementare Funktionen approxi-
miert werden.
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Beweis. 1. Schreibe f = Y"1 a;1.4, und o.E. seien die A; paarweise disjunkt mit Uj; A; = €, dann
ist f2(B)= U Ajed firBcR

ita;eB
2. WihlezB. f,(w) = (272" f(w)]) A .
3. Zerlege f = f* - f~, dann verwende 2. O]

Lemma 1.48 (Faktorisierungslemma). (2, 97), (Y, o7') messbare Riume, f : Q0 — V' (of -<f'-
Jmessbar. Dann ist g : Q — R o(f)-B(R)-messbar g.d.w.

es gibt ein '-B(R) messbares h : ' - Rmitg=ho f.

Beweis. ,<“:v/

»=": Sei zunichst g > 0. Zeige: Es gibt Ay, Ay, --- € 0(f), aq, 9, € [0, 00) mit
g = Z an]‘An (1'7)
n=1

Sei dazu g, := (2‘”[2”gJ) AN, By i={w: gn(w) = gn1(w) =127}, =0,1,...,2" (B, € o(f)

n. Vor.), also
27’L

9n —Ggn-1 = Z Z2_n1Bn1
=0

Umsummieren (n,4) = m € N liefert

9=go+ > (Gn—Gn-1) = Y. amla,
n=1 m=1

mit geeigneten oy, € [0, 00), A,,, € o(f).
Wegen A,, € o(f) gibtes By, € &' mit f~1(B,,) = A,,, setze

h = Z anlp,,
m=1
Im allgemeinen Fall wihle zu g*, g~ wie oben h*, h™, setze h := h* — h~. ]

Definition 1.49 (Bildmaf). (€2, &7, 1) Mafraum, (€', .o/") messbarer Raum, f : {2 — €)' messbar.
o5 A (1 (A))

ist ein Maf§ auf (§', %7”), es heifit das Bildmafs von p unter f und wird mit p o f~! bezeichnet
(manchmal schreibt man auch f(u)).
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1.3.1 Erinnerung: Wahrscheinlichkeitstheoretische Interpretation

Definition r.so. (£2,.%,P) W’raum, (S, /) messbarer Raum. A € .# heiflen Ereignisse, eine (% -
4/ -)messbare Abbildung X : €2 — § heiflt eine Zufallsvariable (mit Werten in S), oft kiirzt man
Zufallsvariable als ZV ab, auch die Benennung Zufallsgrifse ist verbreitet.

Fiir B € &7 schreibt man
{XeB}:=X1YB) (¢.%)
tiir das Ereignis ,,X nimmt einen Wert in B an®.

Das Bildmafl P o X1 heif8t die Verteslung von X, man schreibt auch (X)) und X ~ p, falls
Po X1 =p.

Beispiel L.st. 1. 1t Wmafd auf (S5, .o7),soist X = Idg ZV auf (S, &7, ) mit X ~ p.
Insbesondereist U := Idpg 1] eine uniformauf [0, 1] verteilte ZV auf (2, .7, P) = ([0, 1], B([0, 1]), Ajo.1)-

2. F Verteilungsfunktion auf R, so gibt es eine ZV X auf ([0, 1], B([0,1]),P),P = Ajo.17, mit P(X <
x)=F(zx),reR.

22



Kapitel 2
Unabhingigkeit

Definition 2.1. (§2,.%,P) W’raum.

L. 6; ¢ #,i € I (I beliebige Indexmenge) heiflen #nabhingig, wenn fiir jedes endliche J c I,
J+o
fir beliebige A; € %, j € J gilt P( () 4;) = [[P(4)).

jeJ jeJ
2. Ereignisse A; € .7, i € I heiflen unabhingig, wenn dies fiir €; := {@, A;, A, Q} gilt.

3. ZVn X, i € I heiflen unabhingig, wenn (X;), i € I unabhingig sind.

Lemma 2.2. 6, ¢ %, i € I, 6; U{@} seien N~stabil. Dann gilt
(G,iel)na gdw (0(%),icl)ua.

Beweis. (Esist nur ,= zu zeigen). Wir zeigen: Fiir J ¢ J' c I, |.J| < oo gilt

{Aj eo(€), jel,

P A= P(A;) fiirjede Wahl
(N4)=TTP(A;) fur] A Ger

jeJ’ jeJ’
per Induktion nach n := | J|.

Nach Voraussetzung gilt (2.1) fir n = 0.
Nehmen wir an, (2.1) ist fiir alle J mit n := |J| erfiillt. Betrachte Ji=Ju {jo} wo|J| = n und
JoelI N JyseiJcJ cl.
Seien A; € 0(6;) firje J, A; e 6 firje J' ~ J, betrachte folgende Mafle (auf (2, .%)):
p(A)=P(An ) 4;), Ti(A)=P(A)- [T P(4)), AeZ.
jeJ'\{jo} jeJ'~{jo}

Nach Induktionsannahme stimmen £ und f7 auf €, u{ @, {1}, das ein N-stabiler Erzeuger von o/ (6,)
ist, iiberein, mit Satz 1.18 also

= ﬁaU—fO-(ngo)?
d.h. (2.1) gilt fir n + 1. [
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Bemerkung 2.3. 1..% 5 A;,7 € I sind u.a. gd.w.

IF’( N Aj) = [[P(A;) fiirjedesendliche J c I.

jeJ jeJ
2.6, ¢ F,ielua,l =g I, (wobei K eine beliebige Menge ist), so sind auch %, = U E,

iEIk

k € K unabhingig.

Beweis. 1. folgt aus Lemma 2.2, denn { 4, } ist ein N-stabiler Erzeuger der 0-Algebra {@, A;, AS, Q2}.

2.V (zudj €y, 5=1,...,nmitky,..., k, paarw. verschieden gibtes i1, . . . i,, paarw. verschieden
mit A] € %ZJ)
O]

Beispiel. 1) X, X, ..., X, reellwertige ZVn sind v.a. g.d.w.
d d
P( m{XJ < l’]}) = HP(XJ < .I‘j) firallex = (Il, . ,(L’d) € ]Rd
j=1 j=1
(d.h. g.d.w. ihre gemeinsame Verteilungsfunktion Produktgestalt hat).

2) X, 1 € I diskrete ZVn, d.h. X; : €0 — S; messbar (wobei S; endlich oder abzihlbar, mit o-Algebra
o = 254),
(X, 4 € I') unabhingig g.d.w.

fiir J € 11| < oo, z; € S; gile P (V{X; =2;}) = [T B(X, = x).

jeJ jeJ

2.1 Asymptotische Ereignisse

In diesem Abschnitt geht es um Ereignisse, die gewissermaflen (wenn man bei der Nummerierung an
einen Zeitablauf denkt) ,,unendlich spit® entschieden werden.

Definition 2.4. Seien Ay, Ao, ... Ereignisse,

limsup A4, := () U An

n—o0 n>1m2n

(,unendlich viele der A,, treten ein“),

liminf 4, == {J () An

nx>1m2n

(,von einem (mdglicherweise zufilligen) Index ab treten alle A,, ein®).

24



Beachte: Es ist ( lim inf An) = lim sup Ay, also mit Indikatorvariablen ausgedriickt

n—oo n—oo

limsup 14, (w) = Liimsup, 4, (w), liminfly, (W) = Limint, 4, (w)-

n—oo

Lemma 2.5 (Lemma von Borel-Cantelli’). Seien Ay, Ao, ... Ereignisse, A = limsup,, ., An.

Ly P(A)<oo = P(A)=0
n=1

2. Y P(A,) = o und die Ay, As, . .. seien unabbiingic = P(A)=1
n=1

Bewess. 1. Fiir jedes n ist

0<P(A) < lP( nynAm) < fj P(Ap) — 0,
also gilt P(A) = 0.
2. Es ist
P QﬂA;)ﬁgP(ﬁAC)ﬁg n (1-P(A,))
=£[n(1_zp>(,4m>) —exp(ninlog(l—P(Am)))
<exp( - i P(Ap)) =0
fiir jedes n (verwende log(1 - z) < —a fiir 2 € [0, 1]), also P(A°) < 21@( n A ) =0, 0

Beispiel 2.6. Seien X1, X, ... u.a, {0, 1}-wertigmit P(X; = 1) = p; € (0,1), so gilt
{Xi=1o0-oft} fs. gdw. > p;=oo.
i=1

(Dies ist insbesondere erfiillt, wenn p; = p > 0: wenn man eine p-Miinze unendlich oft wirft, wird

man mit Sicherheit unendlich viele Erfolge beobachten.

Andererseits: Mit A,, := {X; = 1}, n € Nist limsup,, A, = Ay, also P(limsup,, A,) = p; €
(0,1), d.h. man kann in Lemma 2.5, 2. nicht (ohne weitere Voraussetzungen) auf die Unabhingigkeit

verzichten.

Definition 2.7. (€2, .%7) messbarer Raum, &7}, o, - - - ¢ o/ Teil-o-Algebren.
T =01 T, mit Ty, =0y, D, Dnia, ... )

heif$t die (von der Folge <7, 4, . . . erzeugte) terminale o-Algebra.

"nach Emile Borel (1871-1956) und Francesco Cantelli (1875-1966)
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Beispiel 2.8. X, reellwertige ZVn (auf (92, o7, P)), <, = 0(X,,). Dann sind
{limsup X,, < ¢}, {(X,,) konvergiert} = {liminf X,, > limsup X,, },

{Z | X0l < 00}, { ZXn konvergiert} € 7.

Satz 2.9 (Kolmogorovs 0-1-Gesetz). (2, .a7,IP) Wraum, <t,, o5, -+ ¢ o (unter P) unabhingige
Teil-0-Algebren. Dann gilt
P(A) e{0,1} fiiralle Ae 7.

(Man sagt: .7 ist trivial®).

Beweis. Seio,, = o(, ..., ,),fiirn € Nsind 0, und .7},,1 unabhingig (nach Bem. 2.3), also sind
auch 0, und .7 c .7,;1 unabhingig.

Ooo = Upey 0y ist eine N-stabile Erzeugermenge von o (%, k € N) [beachte: fiir A, B € 0.
gibt es ein n mit A, B € 0,,, daher auch An B € 0,, ¢ 0], und 0 ist unabhingig von .7, nach

Lemma 2.2 also

J und o (e, k € N) 5> T sind ua.,

insbesondere fiir A € J:
P(A)=P(AnA)=P(A) -P(A).

Beispiel. Seien X7, X, ... u.a. reelle ZVn, dann ist IP’( Yoy Xn konvergiert) €{0,1}.
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Kapitel 3
Integral und Erwartungswert

Sei (S, o7, ) Maflraum.
Notation. Fiir f, g : S — R messbar, A € B(R), z € R schreiben wir

{feA:=f71(4), {f=21=f"({z})
{f=gt={zeS:f(z)=g(2)}=(f-9)"({0}),
{f29}={zeS: f(x)29(x)} = (f-9)'([0,00]), et

Definition und Beobachtung 3.1 (Elementares Integral). Fiir

f € &' := {nicht-negative elementare Funktionen}

mit Darstellung f = Y1 a;14, (a; € Ry, A; € &) ist

I(f) = iammi) - Y au({f=2})

2e7(S)
(mit Konvention 0 - oo = 0) wohldefiniert.

Beweis. Sei

{cl,...,cm}:{qgj:szAjoderszA;}\{@},
=

d.h. die Cj, sind paarweise disjunkt mit S = (JjL; Cj und fiiré = 1,... ,ngibtes J; c {1,...,m}
mit

AZ:uCk

kEJi

Firz e C, ist

flx)= ) ai=w
i:J;dk

Sei f(S)={:k=1,...,m}={z,..., 2}, firj=1,... Csetze

Gj;:{]{;e{l,...,m}i%zzj}
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Z%‘M(Ai) =2 > aiyp(Cr) = Zk:,u(ok) Z i

i kGJZ kEJl

- Ek:%u(Ck) = Zzﬂﬂ(g ) =2 zu({f = 2})

Definition 3.2. Fir f: S - R, heifdt

ffdu =sup {I(h):he& h<f)

das Integral* von f beztglich p.
(Manchmal schreibt man auch p(f) := [ fdu oder auch [ f(z) u(dz), wenn die ,Integrati-

onsvariable“ betont werden soll.)

Beobachtung 3.3 (Markov-Ungleichung?). Fir f: S — R, messbar, a > 0 gilt

u({fzfl})ééffdu

(denn &* 3 hi=al (o) < fralso I(h) = ap({f > a}) < [ fdu).

Lemma3.4. f,q: S — R, messbar.
) <gufi.— [ fdu< [ gdp
i) | = g pofii. = ffdu=fgdu-
i) f = 0 pfii, = [fdu:().
w)[fdu@o — f < oo ufi

Beweis. i) Sei h Elementarfunktion mit & < f, dann ist & := h1ys<g ebenfalls Elementarfunktion
und erfillt h < g,

Ihy=" % zp({h=2}) =Y u({h=21n{f<g})

z (eh(5)~{0})

=2 n({h=2})=1(h)

die Beh. folgt damit aus Def. 3.2.
77) Dies folgt aus 7).
117) ;= folgt aus 7z), zu ,<=*: Sei f fdp =0,dann ist

u({fz %}) Sn[fd,u=0 fiir jedes n € N (mit Beob. 3.3),

u((>0) = ullF 2 13)+ X n({mg < £ < 21) =0

n+1"

'Priziser: das Lebesgue-Integral, nach Henri Lebesgue (1875-1941)
*nach Andrei Andrejewich Markov (1856-1922)



) h=nliy < ffiirjedes n € N, also
I(h)zn,u({f=oo})§ffd,u<oo
und

p({f = o0}) < % fdp — 0.

Lemma 3.s. f,, n € Nmessbar, 0 < fi < fo <+ 7 f =sup, fn 50 gilt

ffdu=r}grgloffndu

Beweis. Nach Lemma 3.4 istn — [ f, du monoton wachsend und
lim [ fadus f Fdp.

Seie > 0, h Elementarfunktion mit 0 < h < f,

hn = (h=€)"1i5,5n-c)

ist Elementarfunktion mit 0 < h,, < f,,,

1) = £ 3({he =21) = £ e u(th =2 fu> h=e)) < [ fud
(beachte: die Summen enthalten jeweils nur endlich viele Terme), nach Voraussetzung ist
{fu>h-c} ~{f>h-e}=5 flirn—> oo

also

p({h==fu>h-2)) 7 p({h=2))

und somit

S (=) u({h=2}) < Jim [ fadn

tiir jedes € > 0, mit e | 0 auch

I(h):Zzu({h:z})SgLIﬁlO[fndu

Def. 3.2 impliziert lim,, [ f,, du > [ f dp, d.h. die Behauptung.
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(Gegen-)Beispiel. (5,7, ;1) = ([0,1],B([0,1]), A0,11)> fr = n1(0,1/n), s0 gilt
lim f,(x) =0= f(z) fiirjedesx €[0,1],

1
sber [ fudhgay=n==1~>0= [ 0drp
Lemma 3.6. Sei f : S — R, messbar und f(S) hichstens abziiblbar, dann gilt

[ ran=% n{r=2})
zef(5)
(mit beliebiger Summationsreibenfolge).

Beweis. Betrachte zunichst f Elementarfunktion: Sei 0 < h < f Elementarfunktion, dann ist fir
2>y

n({f =y, h=2}) = (@) =0,

also

I(h) = szzu({h”}) = zzjzy:zu({fw,h”})
< szgyu({fw,h:d) = Zy:yu({fw}) (=1(H)

d.h. die Formel gilt in diesem Fall.
Allgemeiner Fall: Sei 1, %, . . . irgendeine Aufzihlung von f(5), (2,)n € Ry N f(.S) mit z,, /

oo)
fo = ;yil{ﬁyi} + 201 (=00
also0 < f1 < fo <+« 7 f, Beh. folgt mit Lemma 3.5. O

Lemma3.y. f,g:S - R, m.b, o, f R, so gilt

[ af+Bgdu=a [ fdu+s [ g

Beweis. 1) Seien zunichst f(.5), g(.S) abzihlbar (und somit auch (f + ¢)(.S) abzihlbar):
[ af+Bgdu= Y ul{af+bg=2})
=22 2 m({f =u.g=v}) =) (au+po)u({f =ug=v})

U
au+fBv=z

=a2uu({f=u,g=v})+ﬁZvu({f=u,g=v})
—aZuu({f U})+BZW {g=0}) = ffdwﬁ/gdu

nach Lemma 3.6.

2) Allgemeiner Fall: f,, := 27|27 f | An, g, := 27| 2"g| A n nehmen jeweils nur endlich viele Werte
an, f, / f,g, /7 gftirn — oco. Beh. folgt mit 1) und Lemma 3.5. O]
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Definition 3.8. f : S — R messbar heifit p-integrierbar, wenn [ | f|dp < 00. Man setzt dann

[ taw= [ frau- [ fdn (R

LY(w) :={f: f p-integrierbar}

Fiir f ¢ £'(p) mit [ f+*du A [ f~dp < oo setzt man ebenso, wobei dann die Werte +00 oder —oo
vorkommen (beachte: ist wohldefiniert).

Man schreibt auch

[ 1@ ntdn) = (5= [ rap

abkiirzend oft auch fir A € o/
fAfdM::fﬁAdu.

Satz3.9. f,g€ L' (1)
)] < oo pufi, fp’ierOufﬂ.gz‘lt/fdu=O<=> f =0 ufi
i) f < g pfid. = [fd/ﬁéfgdu, insbesondere: f = g p-fi4. =— ffd,uz[gdp
)| [ fau|< [ 1f1dp
z'v)faf+bgd,u=a[fdu+bfgd,uﬁ'ira,beR

Beweis. 1) Dies folgt aus Lemma 3.4, 777).
i) f<gti. <= f*<g*fiund f- > g f.a, Beh. folgt aus Lemma 3.4, 7).
| [ fau|=| [ frdu= [ fau|<| [ frau| | [ rdu]= [ pre s dn
—_———
=|fl
7v) Folgt aus Lemma 3.7 (zerlege f = f* = f~,9=9" - g"). O]

Bemerkung 3.10. 1. || f||; := [ | f| du definiert somit eine Halbnorm auf £! (), definiert man f ~ g
<> [ =g pfii,soist L'(p) := L1(p)/ ~ ein normierter Raum.

2. Im diskreten Fall S = {x, 2o, ... } (mit & = 2%), u =¥, a,d,, mita, >0ist
L) ={f:S>R: Y an|f(w,)] < 0o}
n=1

Satz 3.1 (Monotone Konvergenz, Satz von (Beppo) Levi}). f1, fo,--- € LX), fu 7 f pfidi., dann
gilt
tim [ fud= [

(die Gleichung ist miglicherweise als +o0o = +00 zu lesen).

*Beppo Levi, 18751961
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Beweis. Sei N € of mit i( N) = 0und
fo(x) ~ f(x) firallez e S\ N.

0< fri=1ne(fu- fl)nfoo Ine(f = f1)
also (mit Lemma 3.5)

J Fedwdn— [ pydu= [ =g

———

= [ fudp~J frdp =[ fdp=[ frdu

Wegen f1 < f p-fiii. gilt f~ € £1( @) unter den Voraussetzungen von Satz 3.11 automatisch, und
wir entnehmen dem Argumentinsbesondere, dass f € £1(11) genaudann gilt, wennlim,, o0 [ f dp <

oo gilt. O
Satz 3.12 (Lemma von Fatou#). f, fi, fa, - € LY(p) mit f, > f p-fii., so gilt
f lirr%inf fandu < limninf / fndu
Beweis. O.E. seien fi, fa,--- > 0f.i., sonst gehe Giber zu f,, — f.
Sei gy, := inf,,5, fim, dann gilt f gndp < f fn dp tiir jedes nund g, n_/'m liminf, . fx,also

/ liininf frdp = lim fgn dp < liminf[ frndu
(wir verwenden Satz 3.11 flir das Gleichheitszeichen). ]

Satz 3.13 (Dominierte Konvergenz, Konvergenzsatz von Lebesgue). f, f1, fa, ... messbare Funktio-
nen, es gelte

fo = fufi. und |f.| < g p-fi. firein g e LM(w).
Dann gilt f, f1, fa,--- € LY(p) und

f|fn—f|du—>0, insbesondere ffndu—>ffdu.
Beweis. f|fn|du,f|f|du£fgd,u<oo,dhf,fl,fg,Eﬁl(,u)
0<2g-|f - ful — 29 pfi.,
also

f29d,u£liminf/2g—|f—fn|du=fQQdM—limsup |f = fuldu

n—oo
€[0,00) >0

somit limsup,, .., [ |f = fuldp = 0.

Schliefilich
tim | [ fudp~ [ fdu]<lim [ 1f = faldp=0

“Pierre Fatou, 1878-1929
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Satz 3.14 (Mafitransformation und Integral). (S, %7), (S', ") messbare Rdume, u MafSauf (S, o),
f:8 = S" messbar, i == po f=1
Fiirg e LY(p') oder g+ S" — R, gilt

fgdu'=fg°fdu (3.1)

Beobachtung 3.15 (Monotonieprinzip). (.S, &) messbarer Raum,sei # ¢ {f : f:S — R, messbar}
mit
a,beR,, f,ge # = af +bge X

l‘l)(fn)neNCt%/:fn/'f - fE%
)14 K fir Ae o/

Danngilt % = {f : f:S — R, messbar}.

(Beweis: Approximiere allgemeines messbares f wachsend via £ 5 f,, = 272" f | An 7 f.)

Beweis von Satz 3.14. Sei #, = {g : g:S" - R, messbar, (3.1) gilt fiir g }.
Fir g =14 mit A’ € &/’ gilt
f gdp' = p/'(A) = p(f(A)) = f go fdpu

nach Def., also 1 4 € %
. ertiille Eigenschaft 7) aus Beob 3.15 wegen der Linearitit des Integrals (vgl. Satz 3.9) und Ei-

genschaft 77) wegen des Satzes von der monotonen Konvergenz (Satz 3.11). Somit
H.={g:g:S" - R, messbar}
Fir g € £1(1') gile (3.1) jeweils fiir g* und g~. O

Bemerkung und Schreibweise. Fiir (2,7, P) W’raum, X € £1(P) oder X : Q - R, messbar
schreibt man
E[X]:= f X dP ,Erwartungswert” von X

Fiir eine (S, o/")-wertige ZV Y mit Verteilung v, g : ' - R, g € L1(v) gilt

E[g(Y)]:fgoYdP:[gdz/

Definition 3.16. 1, v Mafe auf (S,.%7), h : S — R, messbar heifit (eine) Dichte von v beziiglich 1,
wenn gilt
V(A) = f Lahdp, Acd.
d
Man schreibt v = hp, symbolisch auch dv = hd, d—y = h.
1
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Lemma 3.17. jt MafSauf (S, <), h: S — R, messbar, so definiert
V(A) = f 1ihdp, Acof

ein Maf§ auf (S, ) (v ist endlich, wenn h € LY(p)), fiir f + S — R m.b. mit f > 0 p-fii. oder

fhelLl(p)gir
[ rav= [ fnap (32)
Beweis. Offenbar v(2) = 0, seien Ay, As, -+ € &7 paarw. disjunkt:

A(W4) = [, ahdn= [ Sahdp=F [ 1ahdp=Yv(4,)

mit Satz von der monotonen Konvergenz (Satz 3.11).

{f: f:S - R, messbar, (3.2) gilt fiir f}

erfiillt die Voraussetzungen des Monotonieprinzips (Beob 3.15), also gilt (3.2) fiir jedes messbare f > 0.

Falls fh € £L1(p), so gilt (3.2) mit hf* = (hf)* und hf~ = (hf)~ separat. O
Lemma3.a8. v = hy = K pumit h,h' : S - R, m.b, v o-endlich = h < o p-fd. und h = h'

fifii.

Beweis. Sei v endlich. Wegen [ hdp = v(S) < oo gilt ({h = 00}) = 0 und analog ({1’ = 00 }) =
0. Wir kénnen daher im Folgenden o.E. annehmen, dass h, A’ < oo auf S gilt (ansonsten ersetze h
durch Al jc00) und A’ durch A'1 /o0y, hier mit der Interpretation oo - 0 = 0). Es ist

y({h>h’})+f(h—h’)+du
:[1{h>h/}h’d,u+/1{h>h,}(h—h’)d,u
_ fl{h>h,}hdu: v({h>h'}),

also (h — h')* = 0 p-f.ii., analog (h — ')~ = 0 p-f.

Im allgemeinen Fall seien o/ 3 A,, # S mitv(A,,) < oo, obiges zeigt

f La(h—h')* dp = f 1, (h-R) du=0
tir jedes n. O

Definition 3.19. Fiir 1 < p < oo sei

LP(p) = {f : S — R messbar : |f|P ist ,u—integrierbar}
y : p
and fir f € £2(1) sei /], = ([ 177 dn) "

[ flleo = inf {M € R, :|f| < M p-£ii.}
heiflt essentielles Supremum (von f beziiglich p), £2°(p) :== {f: S —» Rmb. : || f]le < 00}
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Bemerkung. Wir haben in Definition 3.19 prinzipiell als Wertebereich von f die erweiterte reelle
AchseR = Ru{+00, —00} zugelassen. Offenbar gilt fiir f € £7(11) (miteinem 1 < p < 00) analogzum
Argumentim Beweis von Lemma 3.18, dass j1({ f = +oo}u{f = —c0}) = 0 und wirkdnnten f durch
J1{|f|<e0} ersetzen. Wir werden solche Ersetzungen im Folgenden ggf. stillschweigend durchfiihren,
so dass fiir f, g € LP(u) Ausdriicke wie f + g, f — g, fg, etc. stets wohldefiniert sind. Mit dieser
Lesung ist £P (1) fiir 1 < p < oo insbesondere ein Vektorraum.

1 1
Satz 3.20 (Holder-Ungleichung’). p,q € [1,00| mit —+—=1, f € LP(p), g € LI(1)
P q

Dannist f - g€ LY () mit
1S - gl < [1f1lp - lgllg-
(Fiir p = q = 2 ist dies die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.)

Beweis. DieFillep = 1, ¢ = oo (oder umgekehrt) sowie || f||, = 0 oder ||g]|, = 0 sind trivial, seien also

p,g>1,  a:=[flp, B:=llgll, >0

Fira,b > 0 gilt
1 1 1 1
log(ab) = —log(a?) + —log(b?) < log | —a? + —b?
(ab) =~ log(ar) + _log(1") <log (- a” + -7)

(dies folgt aus der Konkavitit der Logarithmusfunktion), also

@] gl LIf@)P 1)l
o g "p oar g P

somit

1 1 1
—flfgldus—+—=1-
af P q
O

Satz 3.21 (Jensen’sche Ungleichung®). (.S, o7, 1) Wraum, k : R - R U {+oc0} konvex, f € L1(p).
Dann ist f ko f du wobldefiniert und es gilt

fkofduzk<[fdu)

Beweis. Erinnerung:
kistkonvex <= Vz,yeR ac[0,1]: ak(z)+(1-a)k(y)2k(ax+(1-a)y)
und zu jedem a € R gibt esm = m(a) € R, so dass
VzeR: k(a)+m(z-a)<k(2)

gilt (eine konvexe Funktion liegt oberhalb jeder ihrer Tangenten) .

5Otto Holder, 1859-1937
®nach Johan Ludvig Jensen, 1859-1925 benannt
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k()

k(a)+m(z-a)
I

@ _—— =

Seien a, m wie oben, so ist
(ko f) <(k(a)+m(f-a)) <[k(a)|+|m|(|f]+]al)
also [ (k o f)_du < oo und

| (ko )@ n(dn) 2 k@) s m( [ f@)p(dr) -a).

die Wahla = [ f du liefert die Behauptung.
(Da f e LY (p), gile u({|f] < o0}) = 1 und man kann den Wert von ko f auf der y-Nullmenge {| f| = 0o}

beispielsweise = 0 setzen, ohne die Aussage zu dndern. Alternativ kann man beobachten, dass fiir eine konvexe
Funktion k stets k(00) = limy o0 k(2), k(=00) = limy_,_ oo k(2) € R existieren.) [
Definition 3.22 (Konvergenzarten). (.S, .47, j1) Ma8raum, f, f1, fa,-+-: S - R m.b.

i) fn = f p-fastiiberall (abgekiirzt p-f.ii.; wenn p(S) = 1, so sagt man auch ,fast sicher, abgekiirzt
f.s.), wenn

{z:fu@) - f@r= U NU{fu-fl>e}

€eQn(0,00) n M20

eine ;-Nullmenge ist.

i) fn— fimMaB i <> Ve>0: u({|fn—f| >5})n—o>°0
(man sagt auch ,,pi-stochastisch® und schreibt f,, - f (p-)stoch.)

i) 1 < p < oo, f, f1, far-r € L2(t1). fu — f im p-ten Mittel (auch ,in £(11)*, geschricben
Jo =5 ) s = Fllp =0

Bemerkung 3.23. 7) u(S) < oo, f, > f pfii. = f, > fim Mafl

i) o 2% ffireinp e [1,00] = fo — f im MaR

777) Die Limiten sind jeweils p-f.ii. eindeutig bestimmt.
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Beweis. i) A, . = {supmm |f = f]> 5} > Api1 e, SOmit
0o > p(Ane) N ,u( ﬂAms) =0 furjedese >0

and ji({1f - f1> 21) < i Ane)-

77)Seil < p < oo:

,U({|fn_f| >€}) :M({|fn_f|p>€p}) Sglpf|fn—f|pdu7:o0

mit Markov-Ungleichung (Beob. 3.3).
Fiir p = oo beachte, dass pu({|f,, - f| > €}) = 0fiire > || f, = f]lo gilt.

177) Es gelte f,, — fund f,, — g jeweils im Maf8, so ist fiir e > 0

w({If =gl >e}) <u({lfa = f1> 53) + 0({lfu - 9l > 5}) —0.
O

(Gegen-)Beispiel. Fiir ein Gegenbeispiel zur Umkehrung seien X1, X, ... v.a., X, ~ Bery),, dann
gilt
stoch.

1
X, —0 (denn fiirjedes 1 > & > 0ist P(| X, - 0| > ) = = - 0),
n

aber
P({X, =1o0-oft} ) =1

=limsup{X,=1}

n—oo

Bemerkung. Wir haben in Definition 3.22 (und implizit in Bemerkung 3.23) auch +oo0 als prinzipiell
mogliche Werte der Approximanden f,, und des potentiellen Limesobjekts f zugelassen. Fr f,,, f €
LP(p) fiir ein 1 < p < oo werden solche Werte wie oben bemerkt hochstens auf einer Menge vom
1-Mafl 0 angenommen und kénnen daher fiir die betrachteten Konvergenzbegriffe ignoriert werden.

Im ganz allgemeinen Fall kénnen natiirlich Ausdriicke wie f,, — f in der Tat undefiniert sein
(und beispielsweise um Konvergenz der f,, gegen f auch an Stellen x, an denen f(x) = oo gilt, zu
beschreiben, wiirde man fiir solche  offenbar fordern wollen, dass es fiir jedes M > 0 ein n gibt mit
fn(x) > M fiirn > ny, etc.). Ein einerseits eleganter (und sehr allgemein gangbarer) Weg, mit diesem
Problem umzugehen ohne Fallunterscheidungen einzufiihren, besteht darin, R = R U {+00,~00}
via

d(z,y) = |arctan(z) — arctan(y)|, z,y € Ru{+o00,—00}

als vollstindigen und separablen Raum (R, d) aufzufassen (mit arctan(+oo) = +7/2ist R > 7 ~
arctan(x) € [-7/2, /2] ein Homdomorphismus, und eingeschrinktauf R ist Konvergenz beziiglich
der Metrik d dquivalent zu ,,gewdhnlicher Konvergenz auf den reellen Zahlen). Dann definiert man

fn = [ p-stochastisch <= Ve>0: 711_{210 p({z:d(fu(z), f(z))>e})=0
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und f,, - f pfastiiberall <= p({z:d(f.(z), f(x)) # 0}) = 0 (sieche z.B. [K], Definition 6.2],
[Ka, Chapter s]).

Andererseits verliert man damit die recht suggestiven Schreibweisen f,, — f, etc., aus Defini-
tion 3.22 und Bemerkung 3.23, die im reellen Fall natiirlich mit der obigen, abstrakten Definition
zusammenfallen, und die insbesondere beim ,Rechnen® mit Grenzwerten niitzlich sind (mit dem
Verstindnis, dass die Wohldefiniertheitsfrage nattirlich geklirt sein muss).

Lemma 3.24. f1, fo,...: S = Rm.b. mir
Hm p({|fm = fal >€}) =0 fiirallee > 0.

Dann gibtesny, 7 oo, f: 5 — R m.b. mit f,, — f pf-di. fiir k — oo.

k—o0

Insbesondere: f,, — g im Mafs 1, so gibt es eine Teilfolge mit f,,, 29 -]
Beweis. Wihle ny <ng < -, so dass fir m > ny, gilt

:U/({|fm - fTLk| > 2_k}) < 2_k7

insbesondere fiir Ay, := {|fnk,+1 — [l > 2"“} gilt (Ax) < 27% und Y721 pu(Ag) < oo, mit Borel-
Cantelli (Lemma 2.5) also

,u( lim sup Ak) =0.

k—o0

Auf( lim sup;._, o Ak)c gile
Z ‘fnk+1 - fnk| <00,
k=1

m—1
dh. fon = far + D (Farer — fon ) konvergiert p-f.ii.
k=1

Zum Zusatz: Beachte

p({lfn = ful > €}) < p({lfin = 91> 53) + u({lfa - 9> 53) — 0.

m,n— 00

Satz 3.25. 1 <p<oo, f1, fo,... Cauchy-Folgein LP(p1), d.b. lim ||f, - fmll, = 0.
Dann gibtesein f € LP(p) mit f,, - f in LP ().

Beweis. Betrachte 1 < p < oo: Nach Bem. 3.23, 77) und Lemma 3.24 gibtes f : S — R m.b. und
ng / oomit f,, — f p-f.i. Esist

[ V= 1P dp<timint [ 1= b di
<sup [ |fm = folPdp — 0

nzm

n. Vor. Insbesondere f = f,,, — (fim — f) € LP(p) und || fr, — f|l, = 0.
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Satz 3.26 (Minkowski-Ungleichung?). 1 < p < oo, f, g € LP(1), s0 gilt
1S+ gl < 11l + gl
Bewezs. Fillep =1, p = oo oder falls f If+gPdu=0:v

Seil<p<oo,0< [|f+gPdu(< oo),setze

1 1
q::L (>1), somit—+—=1.
p-1 P q

[1r+gpdus [1f11F+ e dus [ gllf + 9Pt dp

S((f i) f '9|pd“)1/p)( [ 17+ gl an) "

)(P*l)/P

=( [1f+glP du

wobei wir fiir das zweite Ungleichheitszeichen die Holder-Ungleichung (Satz 3.20) verwenden. [

Beobachtung 3.27. Fiir 1 < p < coist LP(pu) = {[f]: f € LP(p)} mic [f] = {g: g = f p-fii} ein
Banachraum, L?(y) ist mit Skalarproduke ([ f],[¢]) := [ fg du ein Hilbertraum.

Bemerkung 3.28. Sei 1(S) < 00,1 < r < 5 < oo. Esgilt £5(n) ¢ L7(11) und die Einbettung
L5(p) 3 f e feLlr(p)iststetig.

Beweis. Fall s = o00: Sei f e L2(1),soist

1/r

Itk = ([ 1) < (1) 09))" = () 1o

Fall s <o0o: Sei f € L(u),p= 5 (> 1), q:= 157 (= 35),s0ist  + o = Lund
1/r
1A= ( [ 1101 dn)

((fra)"(f (Ifl”)pdu)l/p)l/r=(M(S))l/r_l/sllflls.

mit Holder-Ungleichung (Satz 3.20). O]

3.1 Gleichgradige Integrierbarkeit

Definition 3.29. Sei 1 < p < oco. Ein Teilmenge F ¢ LP() heiflt gleichgradig p-integrierbar (fir
p = 1 meist einfach gleichgradig integrierbar), wenn gilt

inf  su [ Pdu=0
geﬁp(#),QZOfeJIf) {\f|>g}|f| a

7Hermann Minkowski, 1864-1909

39



Bemerkung 3.30. F c LP(p) mit|F| < oo ist gleichgradig p-integrierbar.

Satz 3.31. Seil <p< oo, fi, fo, -+ € LP(), f S — R m.b. Dann sind équivalent
1) fo— [inLP(1)
ii) fn = fimMafSpund { f,,n € N} ist gleichgradig p-integrierbar.

Beweis. i) = i) : Konvergenz in £P () impliziert Konvergenz im Maf§ (Bem. 3.23, 77)), zu zeigen
bleibt: { f,, : n € N} ist gleichgradig p-integrierbar.
Sei h = 2| f| (€ LP(1)), fiir jede Teilfolge nq < ny < -+ 7 oo gibtes eine Teilteilfolge (n],), mit

|fn2 |p1{|fn/k\sh} - IfIP ptfi

(verwende Lemma 3.24), somit

, |P P
-/{|fn;€|sh}|fnk| d'uk_)_;f|f| du

(gemifd Satz von der dominierten Konvergenz, Satz 3.13) und

n’pd S2pf n — Pd +2pf P1 s d
ﬂﬁﬂmeJ : g, = T d | FP L5, 1omy e

—0 fiir k — oo n. Vor. —0 (dom. Konv.)

Insbesondere gilt

fnlP dpp — 0.
fﬂmm}' Pdp—

Zu€>0wihlen0mitf{| | }]fn|pdu§5ﬁ'jrn>n0,setzeg::|f1|+---+\fn0|+h,sogilt
fnl>h

sup falPdu<e
n J{|fnl>g} 1l

Jt) = if : 0.E.sei f,, = f p-f.i. (sonst gehe zu pu-f.i. konvergenter Teilfolge tiber gemifd Lem-

ma 3.24), €s ist
[P <timint [ (£ d (< o)
also f € L),
Zeige: f |fn — f|pdun_)—o>o():
Zue>0,0< ge LP(p) gem. Voraussetzung setze h := g + 2| f|. Wie vorher ist

olPd __+J[ "
[{Imgh}'fl p— | |fI"dp

[ A= [ 15 dp
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n—o0o

< limsup |fulPdp < e.
n—oo  J{|fn|>h}




Weiter ist
0 <2°(fIP + 1 falP) = If = fulP = 2271 PP pefiis,

mit Lemma von Fatou (Satz 3.12) daher

i [ Iflpduéliminf(Qp [ipdus2 [1grae- [ |fn—f|pdu)~

Somit giltlimsup [ |f, — f]Pdu=0. O

n—oo

Bemerkung 3.32. Sei 11(S) < oo, dann ist die Bedingung

inf su / du=0 .
Wl sup {|f|>M}|f| 0 (3.3)

dquivalent zur gleichgradigen Integrierbarkeit (von F bzgl. 1).

Beweis. Dajedes M € R, aufgefasst als konstante Funktion, in £1(p) liegt, impliziert (3.3) gleich-
gradige Integrierbarkeit.

Zeige: Sei F c L) gleichgradig integrierbar = (3.3) :
Zue > 0wihle g € L1 (), g > 0 mit

15
du< = fir felF,
f{M} fldp <3 f

wihle M > 0 mit / lg| dp < E, somit
{lgl=M} 2

8 9
< d f1 nlgldn =S+ & =
fm a1k fm [fldu+ | Lganlgldp=5+5 =€

Satz 3.33. Sei ju(S) < oo, F c L1(p).
F ist gleichgradig integrierbar g.d.w.

H
es gibt H : [0,00) — [0, 00) mir lim () =00 und sup H(|f|)du < 0.
Toc0 T feF

H kann monoton wachsend und konvex gewdhblt werden.

. H(x
Beweis. ,<“: K= inf () /00, also
x>M x M—o0

1
sup/ f f H(|f|)d
feF {|f|>M}| ldp< Yok Kop Jussan (1) dr
1
<K—SUP H(|f|)dﬂ—>0
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»=> 1 Sei F gleichgradig integrierbar, wihle (gem. Bem. 3.32) M,, # oo mit

vier: f(|f|_Mn)+d'uS[{f|>M }|f|dM32—n’
setze H(z) := ) (x - M,)", fiir & > 2M,, ist
n=1
H(z) & M;\ _n H(z
" 22(1—7)25, also - x_)—ozoo

und

VfeF: fH(|f|)du=i[(|f|—Mn)+du322‘”<oo.

n=1

]

Korollar 334, 11(S) < 00, p > 1, F € £2(ys) (€ £2(1)) mit supyer |fll < o0 (F ist L7(11)-
beschréinkt®), so ist F gleichgradig integrierbar.

(Wihle H(x) = 2P in Satz 3.33.)

3.2 Parameterintegrale
(S, o, j1) Mafraum, U metrischer Raum, f : § x U - R
Satz 3.35. Sez ug € U, es gelte
1) we f(x,u) iststetig in ug fiir pi-f-a. x € S
it) & f(x,u) ist messbar fiir alle w € U
i) e U | )| gt i £(10)
Dannist F:U - R, F(u) = [ f(x,u) p(dx) stetig in ug

Beweis. SeiU 3 u,, - ug:

[F(un) = Fluo)| < [ 1 (@) - £ 0)] p(de) —> 0

<2h(z)

mit dominierter Konvergenz (Satz 3.13). O
Satz 3.36. U c R offenes Intervall, f S x U — R mit
) VuelU: x~ f(x,u)liegtin L1(1)

i) Fiir pfoa. x € Sistu v f(x,u) nach u differenzierbar (mit Ableitung f'(x,u))
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ii7) h:x = sup,y | f' (@, w)| liegt in L1 (1)

Dann ist fiiru € U f'(-,u) € LY(p) und F(u) = [ f(x,u) p(dz) ist auf U diffbar mit F'(u) =
[ f'(@,u) plde).

Beweis. SeiU 3 u,, # ug, U, = Ug flirn — oo,

gn(x) = f(xvug) :50(%1‘0)’ also g, = f'(+,uo) p-t.

Zwischenwertsatz der Differentialrechnung liefert:
Fv,(x) € U mit g,(x) = f’(x, vn(x)) fiir p-faa. ,

somit |g,,| < h p-f.i.
Dominierte Konvergenz (Satz 3.13) liefert f/(-,u) € £1(4) und
()= ) _

n—oo Up — U

lim ga() () = [ £, u0) ()
]

Beispiel 3.37 (Laplace-Transformierte). X > 0 ZV auf W’raum (Q2,.#,P), U = [0, 00), f(x,u) =
e~ Dannist F'(u) := E[e‘“x] oo-oft diff’bar in (0, 00) und

F®) (u) = (-1)*E[ X eX]

3.3 Zur Dichtetransformation

Satz 3.38 (Dichtetransformationsformel). U,V c R? offen, ¢ : U — V ein C''-Diffeomorphismaus,
w MafS anf U mit Dichte | bzgl. dem Lebesgue-MafS \ auf Re, dann bat das BildmafSv := jy 01
(auf'V') die Dichte

g(v)

1
= (), wveV
‘detD¢(¢‘1(v))‘f(¢ ()

d
beziiglich \, wo D (u) = (%(u)) » die Jacobi-Matrix (von 1 an der Stelle u € U) ist.
J 1,]=
Satz 3.39 (Transformationsformel von Jacobi, ,d-dimensionale Substitution®). U,V c R? offen,

¢ : U =V CLl-Diffeomorphismus, dann gilt

)\(QD(B)) = L[det Dy|d\  fiir B c U Borel-messbar (3.4)

und

L@@ = [ F(e)det De()Mdu) firf e L'V (ss)
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Satz 3.38 folgt aus Satz 3.39 mit der Wahl ¢ = ¢)=1: Fiir A € B(V') ist
(v )(A) = n(v (D) = [ (Leay 1)) Adn)
= [ (L 1)@ @) [det(DY ) )] M)

) f(1(v))
B fle( )\detDw(w—l(v)ﬂ Aldv)

(denn (DyY~1)(v) = (D) (71 (v)) gemill dem Satz tiber die Ableitung der Umkehrfunktion).

Beweise von Satz 3.39 finden sich in Analysis-Lehrbiichern, z.B. G. Kersting und M. Brokate,
MafS und Integral, S. 107, H. Heuser, Analysis, Teil 2, Satz 205.2 (“Substitutions-Regel”), O. Forster,
Analysis 3, Kap. 9, Satz 1 (“Transformationsformel”).

Wir betrachten hier nur eine Bewezsheuristik.
Zu (3.4): Es geniigt, (3.4) fiir halboffene Quader B = (a,b] mita,b € Q¢ und [a,b] € U zu
zeigen (diese bilden einen N-stabilen Erzeuger von B(U)).

Sei dazu Q.. := (—¢, ¢]? mit ¢ > 0. Da eine differenzierbare Funktion ,lokal fast wie eine lineare
Funktion aussicht®, gilt

o(x+Q.) »p(x)+ (Dp(x))(Q.) fiirx € U und kleine Werte von c.

Priziser: Sind K ¢ U kompakt und 0 < € < 1, so gilt fiir gentigend kleine ¢ > 0

VeeK: o(x)+(1-¢) - (Dp(x)) (Qe) € p(x+Qc) € () + (1+e) - (Dp(x)) (Qe),
(3.6)
d.h. das Bild des Wiirfels x + (). unter ¢ lisst sich von von auflen und innen unter Benutzung des
Parallelotops (Dy(x)) (Q.) »einschachteln®.

Dann betrachtet man eine Folge von immer feiner werdenden Zerlegungen von B = (a,b] in
disjunkte ,,Kopien“ von (). und verwendet den Satz von der dominierten Konvergen, um (3.4) fiir B
aus (3.6) zu folgern.

Zu (3.5): Fur f = 14 mit A = p~1(B) folgt dies direkt aus (3.4). Allgemeines f > 0 kann man in
monoton wachsender Weise mittels Linearkombinationen von Indikatorfunktionen approximieren

(vgl. Beob. 3.15, ,Monotonieprinzip“), schliefSlich zerlege L1 (\|v/) 3 f = f* - f~.

3.4 Zum Zusammenhang mit dem Riemann-Integral

Erinnerung 3.40 (Riemann-Integral). I = [a,b], f : I - R beschrinkt, t = {to,#1,...,%,} mit
a =1ty <t < - <t, = bDPartition von [a,b] mit Feinheit w(t) = max;c;c,(t; — ti-1), 0; =
Oj(f> t) = Suptqutstj f(t)’ Uj = uj(f7 t) = inftj—lﬁtﬁtj f(t)

Uy(f) = iluj (ty=t;0), Ou(f) = ioj (- t1)
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heiflen die Unter- und die Obersumme (von f bezgl. der Partition t).

[ heift (eigentlich) Riemann-integrierbar (auf I'), wenn gilt

b
T U (/) = lim O (1) = [ f(a)do

fiir jede Folge von Partitionen (t(™)),,oy mit w(t(™)) — 0. (Man kann dabei 0.E. annehmen, dass
t(m) c t(m+l) gilt, d.h. die t(m) bilden eine Folge von Verfeinerungen, sonst gehe sukzessive zur

gemeinsamen Verfeinerung tiber.)

Satz 3.41. f:[a,b] > Rsei beschriinkt, C = {x € [a,b] : f stetigin x}, D := [a,b] \ C. Dann gilt
i) C,D € B([a,b]) und f - 1¢ ist Borel-messbar

iz) [ ist Riemann-integrierbar (iiber [a,b]) g.d.w. \(D) = 0,

in diesem Fall gilt fiir sein Riemann-Integral
b
f f(x)dx = / f-1cdA ( = /{ ]fd)\, sofern fBorc’l—mc’ﬁbﬂr)
a a,b

Beweisskizze. i) Sei t (™) = {t(()m) : tgm), ™Y m e Neine Folge von Verfeinerungen mitw (t("™)) —
0,

s BN . B (m)
I : j;u](f, t )1(t§j';>,t;.m>]7 P ; 0;(f,t )1(t§’f1>,t§.’")]’
dann ist g, < f < hy, und Upony (f) = [ g dX, Ogemy (f) = [ By dX. Die Folge (gim ), steigt auf
gegen eine Borel-messbare Funktion g, (A, )., steigt ab gegen eine Borel-messbare Funktion h, somit
gilt g < f < hauf I, weiter ist

{x el:g(z)< h(x)} cDc {x el:g(zx)< h(x)} U Ql{t((]m’tgm)’ . ,tglcﬂnﬂ)}

und man gewinnt daraus die geforderten Messbarkeitseigenschaften.

77) Es ist
/ gdr=lim [ gndr=lim Uy (f),
[ hdA = lim [ By dA= Tim Oy (f)

(mit dominierter Konvergenz), wegen g < h also

g=h M. < A(D)=0 < f Riemann-integrierbar.
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Das Beispiel f = 1gno,1] zeigt, dass eine Lebesgue-integrierbare Funktion nicht Riemann-integrierbar
sein muss.

Fiir das uneigentliche Riemann-Integral tiber die Achse oder eine Halbachse, das man im Sinne
eines Grenzwerts beziiglich der Integrationsgrenze definiert (sofern dieser Grenzwert existiert), gilt
die analoge Aussage nicht immer: Beispielsweise existiert

/Omwdxz lim fORde (=7/2)

T R—o0 T

im Sinne der uneigentlichen Riemann-Integrale, aber die Funktion sin () / liegt nichtin £ (A[f,0))

(denn _[[0700) |sin(z)/z| A(dz) = o0).
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Kapitel 4
Gesetz der grofien Zahlen

Erinnerung 4.1 (Varianz und Kovarianz). (€2,.%#,P) W’raum, X,Y € L2(P).
Var[ X ] := E[(X - E[X])Q] = E[XQ] - (E[X])2 (20), die Varianz von X
(v/ Var[ X ] ist die Streuung oder Standardabweichung von X)

Cov[X,Y]:= E[(X -E[X](Y - E[Y])]

=E[XY]-E[X]E[Y] ( = Cov[ X, Y]), die Kovarianz von X und Y

Fir XY, Z € L2(P), a,b e Rgilt
Cov[aX +bY, Z] = aCov[ X, Z] + bCov[Y, Z]
(die Kovarianz ist eine symmetrische Bilinearform), insbesondere gilt

Var[aX] = Cov[aX,aX] = a*Var[ X].

X und Y heilen unkorreliert, wenn Cov[X,Y| = 0; fiir paarweise unkorrelierte X7, ...

L2(P) gilt
Var[X; +---+ X, ] = Y Cov[X;, X;] =) Var[X;].
i=1

i.j=1

Erinnerung 4.2. X,Y € £?(IP) unabhingig = X, Y unkorreliert.
Die Umkehrung gilt i.A. nicht.

Bewers. Falls X und Y jeweils hochstens abzihlbar viele Werte annehmen:

E[XY] = Za:yIP’(X =z,Y =y)= Zajy]P’(X =x)P(Y =y)

_ (Zx:x]P)(X - x))( %ij(Y - y)) -E[X]E[Y],

also Cov[X,Y] =E[XY]-E[X]E[Y] =0.
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Allgemeiner Fall: 0.E. seien X, Y > 0 (sonst zerlege X = X* - X7,V =Y+ - Y "), esist
E[XY] = lim E[27[2"X |27"|2"Y]] = lim E[2™"[2"X ]| E[2™[2"Y ]| = E[X ]E[Y]

(verwende monotone Konvergenz, Satz 3.11).

Ein ,,Gegen-“Beispiel: Sei X symmetrisch verteilt mit 0 < E[X*] < oo (z.B. X ~ Nj1), dann
sind X und Y := X2 wegen E[XY'] = E[X?] = 0 = E[X ] = E[ X ]E[Y] unkorreliert, aber nicht
unabhingig.

L]

Erinnerung 4.3 (Chebyshev'-Ungleichung). Fiir X € £2(IP) und a > 0 gilt

P(1X -E[X]| > a) < VaZEX]
(denn a?P(|X - E[X]| > a) = a®P(|X - E[X]]?* > a?) < E[|X - E[X]|*] gemif Markov-

Ungleichung, Beob 3.3).

Erinnerung 4.4 (Schwaches Gesetz der grofSen Zahlen via Chebyshev-Ungleichung). X, Xy, --- €
L?(IP) paarweise unkorrelierte ZVn mit E[X;] = 0, sup;y E[X?] =t ¢ < oo, dann gilt fiir S,, :=
Xi+-+X,

1
—S, — 0 P-stochastisch,
n

n—-oo

denn fiir e > 0 gilt

P(|S,| > en) < Var[.S Z\/ar ]<———0

52712 527’1,2 £2n n—oo
Proposition 4.5. Seien X1, Xo,--- € L2(P) paarweise unabhingige ZVn mit sup;y E[X?] = ¢ <
oo, es gelte B[ Xt ] - py e R E[ X, ] = po € R. Dann gilt fiir S, = X1 + -+ X,

—S —> (L= [y — [l fast sicher.

Beweis. O.E. seien X; > 0 (sonst betrachte X" und X separat); setze p1; := E[X;], n. Vor. gilt
i = € Rfiir 7 - oo.
Seia>1,k,:=[a"]

(o] 1 kn kn,
Z: ( W Z;(X i) >a"/4) < Za”/QVar[k—nZ (X — s ] Za"/2k2 Z;Var

also gibt es mit Borel-Cantelli-Lemma (Lemma 2.5) ein zufilliges Ny mit

1 kn 1 1 kn
Z(X ,U/’L —’k S _k_zuz Scf”/‘L furnZNo
7’L1,1 n n =1
—_—
—p

'Pafnuty Lvovich Chebyshev, 1821-1894.
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1
und insbesondere gilt k_S &, —> 1 fastsicher.

Seib > a (> 1),dannist k41 < bk, (fir n gen. grofl), also fiir £, <m < kpiq

19 ¢ St Sm St gy S
b kn kn+1 m kn kn+1
~—— N~——
—p —p
somit ] g g
(5 - 1)u < lim inf (E - u) < hgj}ip (E - u) <(b-1D)p
mit b | 1 folgt die Beh. O

Satz 4.6 (Starkes Gesetz der grofien Zahlen). X1, Xs,--- € LY(IP) seien identisch verteilt und paar-
weise unabhéingig, dann gilt

1
—(X1 ot Xn) — pu:=E[X ] fastsicher. (4.1)
n n—o00

Lemma 4.7. X1, Xs, ... wiein Satz 4.6, Y, = X, 1qx,1<n) Tn = Y1+ + Y, Dann gilt

>

n=1

E[Y;?]

n2

<E[IX3]]+1

1
und =T, — | f.s. impliziert (4.1).
n n—oo

Beweis. Furx > 0ist

&, x? x? & 1 1 z?

—1peny = —— + 2 _ <1+ 2[ —dy=1+—=<1+uz,
St ST A T Sty @t stee

somit
SEYZ] & Xa
DI ZZIE[plﬂxnkn}]
) X2 oo X2
- ZlE[—zll{lxum}] =E[ 2 Lo | <E[L+ 1X]
Es ist

S P(X,#Y,) =Y P(IX,]>n) = Y P(|X1] >n) <E[|X;|] < o0
n=1 n=1 n=1

mit Borel-Cantelli-Lemma (Lemma 2.5) gibt es ein zufilliges Vo, so dass X, = Y, fiirn > N, insbe-

sondere | n

— Z(Xl -Y;))—0 fs.

n i n—o0

1

n

1 1&
Wegen — (X L+t Xn) ==T,+— Z(Xl - Y;) impliziert dies die zweite Behauptung. [
n ni=1
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Beweis von Satz 4.6. O.E. seien X, > 0 (sonst zerlege in X, = X' — X)).
Seia>1,k,:=[a"] (> a"/2). Firm e Nist

oo 2
Z k;LZ < Z é _ 4 2a72[(10gm)/(10ga)J < da 2m72
nikmem  nel(logm)/(loga)) @ 14 1-a

Sei T}, wie in Lemma 4.7. Fiir § > 0 ist

oo kn
ZP(\Tk ~E[Ty, )| > k) <072 Y k2 Y, Varl,

n=1 m=1
oo 2 ©0 2

52 Y VarY] Y k<o > ELYo]
m=1 n:kn>m 1- CL_2 m=

mit Borel-Cantelli also BT
hmsup’—k[ b <6 fs.

(fiir jedes § > 0), zudem gilt E[Y,,] = E[ X, 1¢x,1<n}] = E[X11qx,eny] = E[X1] = ¢4 (dominierte
Konvergenz), also auch E[T}, |/k, — p, d.h.

— i fis.

k, n—oo

Wie im Beweis von Proposition 4.5 folgt 7,,/m — p fis. fiir m — oo, mit Lemma 4.7 folgt die
Beh. ]
4.1 Fluktuationen von Summen unabhingiger Zufallsvariablen

Satz 4.8 (Kolmogorov-Ungleichungen). X1, Xy, -+ € L2(P) unabbingig, E[X,,] =0, S,, = X3 +
o+ X Es gilt fiir x > 0

P(max{Sy:1<k<n}>x)< xz\ia\r/zfé ik (4.2)
P(max{|5k|:1ék§n}2x)ﬁv%[2sn]. (43)

Beweis. Sei A :={S1,..., Sk 1<z, Sp>x},k=1,...,n,also

A= {maXSk>x} UAk

1<k<n

Firce > 0ist

Var[S,] + ¢ = E[S? + ] =E[(S, +¢)*] > E[(S,, +¢)*14]

- gE[(Sn +0)%1a,] = i E[((Sk+0)* +2(Sk +€)(Sn = Se) + (Su = S1)* )14,

>

M=

{E[(Sk + C)QlAk:I + 2E[(Sk + C)].Ak (Sn - Sk)] }

:E[(SkJrc)lAk]E[Sn*Sk]:O

E[(Se+¢)La] 2 (2 + 0 ip(Ak) ~ (2 +¢)2P(A)

T
L

M=

T
A
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also Varls )
P(A) < ar[S,] + ¢

(z+c)?
mit Wahl ¢ = Var[ S, ]/z folgt
c(z+c) c cx Var[ S, ]
P A < = = =
(4) < (r+c¢)2 c+x cr+a? a%2+Var[S,]
d.h. (4.2).
Fiir (4.3) betrachte

A:= {max|Sk| >:17} UA;g mit Ay, = {|Sl| S [Sko1| < @, | Skl Zm},

1<k<n

wie oben (mit Wahl ¢ = 0) folgt

Var[S,] > Y E[S1g | > 2? Y. P(A) = 2*P(A).
k=1 =
O]
Korollar 4.9. X1, X, ... w.a. mit E[X,,] =0, ¢:=sup,, Var[X,,] < 00, S,, = X1 + -+ + X,,, dann
gilt fiire >0
lim sup 1541 =0 fs

nooco \/n(logn)l/+e
Beweis. Seil(n) :=+/n (logn)Y?*<, k, = 2", fiir § > 0 sei

Aps = {%§|sk| > 00(ky) .

Nach Satz 4.8 ist

o0 o0 C
P(A _—
,; (Ans) < Z 52£(k )2 ar[ Sk, ] < Z (w(/g )2 62 Z (log@n))“?f <
mit Borel-Cantelli also
) 1
hrr?_)s;lp ) max {| S| 1k <k} <8 fis.

Mit 0 | 0 folgt maX{|Sk| 1k < k‘n}/ﬁ(kn) — 0 f.s. fiir n = oo und daher auch

. |S | é(kflog m]) maX{|Sk| k< k[log2m]}
lim sup < limsup : =0 fs.
71~>00 é( ) m—oo K(m) g(k[logQ m])

ist beschr.
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Satz 4.10. 1) X1, X, € L2(P) w.a, E[X,,] = 0, Yoy Var[X,,] < 00, dann konvergiert Y X, f-s.
n=1

2) X1, Xy, - € L2(P) n.a, es gelte fiir ein a > 0 mit Y, := X, 11,0}

7) ZP(|Xn| >a) < oo
i) i E[Y,] < oo
n=1
117) i Var[Y, ] < oo
n=1

Dann konvergiert Z X fos.
n=1
Beweis. 1) S, := X1 4+ X, fiirm <nunde > 0ist

IP( max |Sg — S| > 5) <e?Var[S, - Sl =7 ) Var[X;]
k=m

m<k<n

nach Satz 4.8, mit n — oo folgt

( max|Sy - S| > e)<e k;Var[Xk] (—0).

Sei W, := sup | Sk — S¢l, offenbar ist W,,, nicht-wachsend in m und

l,k>m

(W, > 2¢) < 2( max|S}, = S| > e) —0

m—00

somit gilt W, - 0 f.s. fiir m — oo, d.h. (S,,),, ist f.s. Cauchy-Folge und daher konvergent.

2) 1) zusammen mit 7z) und z77) liefert

Z (Yn - E[Yn]) konvergiertf.s  und Z E[Y,] konvergiert.
n=1

n=1

z) und Borel-Cantelli-Lemma liefern X,, = Y,, fiir n > Ny fir ein (zufilliges) Ny < oo, folglich
konvergiertauch .77, X, f.s. ]

Beispiel. 71, Zs,... wiv.~ No1,t e R, X, = Zn% sin(nmt). Y07, X, konvergiert fast sicher.
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Kapitel s
Produktmafie und ﬁbergangskerne

Lemma s.1. Seien (Sy,97,) und (S, oty) messbare Riume, f : Sy x Sy = R (o) ® o)-(B(R)-
Jmessbar, A € o) ® by, Fiir T, € Sy, Ty € Sy gilt
Af’fl = {SL’Q € Sg : (’51,562) € A} € %
Az, = {51?1 €Syt (11,7) € A} € o)
fr 1 Ss > R, wo v fo, (20) = f(T1,22) ist o-B(R)-messbar
fz 051 = R, z+~ fa (1) = f(21,T2) ist 4 -B(R)-messbar
Sei | >0, p; o-endliches MafS auf (S;, o) (fiiri = 1,2).
I i 2y / fxy, 22) puy(dxy) ist Ao-B(R)-messbar (5)
S1 I
Lz /s f(xy,x0) po(das) ist o/ -B(R)-messbar

Beweis. m; + S1 xSy - S; (1 = 1,2) seien die kanonischen Koordinatenprojektionen, Z; € S,
L1 Sy = S1 x 85,593 w9+ 1(x3) = (T1, x2) die Einbettung.
71 o ¢ ist konstant (= 77), insbesondere @7 -m.b.; 3 0 ¢ = Idg, ist .@%-m.b., also mit Lemma 1.43:

List of5-(2f) ® afy)-messbar. Demnach: Az, = 171 (A) € 9, fz = [ o List ofp-messbar.

Der Fall mit fixiertem @5 € S, geht analog.

Seien zunichst 11, p19 jeweils endliche Maf3e. (s.1) gile fiir f = 14,4, mit A; € o7, denn dann ist
Il (I‘Q) = Nl(Al)lAg (l’g), Ig(Il) = ,LLQ(AQ)].Al (Il) Daher enthilt

D = {AE%@%: (5.1) gilt fir f = 1A}

zumindest alle Zylindermengen A = Ay x Ay. 9 ist ein Dynkin-System, da { A; x Ay : Ay € o), As €
a5 } ein N-stabiler Erzeuger von o7] ® 47, ist, folgt mit Satz 1.14, dass 7 = o4 ® .
Folglich:
(5.1) gilt fiir alle Elementarfunktionen.
Ein allgemeines messbares f > 0 kann wachsend mit Elementarfunktionen approximiert werden, z.B.
via
f=1lim 272" f| Am,

n—oo
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mit montoner Konvergenz (Satz 3.11) und der Tatsache, dass der punktweise Limes messbarer Funk-
tionen messbar ist (Lemma 1.45), folgt: (s.1) gilt allgemein.

Falls y1; (nur) o-endlich sind: Seien B,, # S1,C,, # Sa mit py(B,,), p12(Cy,) < 00, so gilt (5.1)
fur f,,(21,22) = 1p,(21)1c, (z2) f(21,22) 7 f(21,22). O

Satz s.2. Seien (S;, <, ;) @ = 1,2 o-endliche MafSriume, S = Sy x Sy, o = o) @ abs.
Es gibt genau ein Mafs |1 (geschrieben 1= (11 ® f1o) auf (S, o) mit
p(Ar x Ag) = (A pa(Az), A eadh, Az e a. (5-2)

(o beifst das Produktmald von (11 und pio; pu ist o-endlich.
Fiir f > 0 o/ -B(R)-messbar oder f € L1 (111 ® pi2) gilt

fsfd(ﬂl ® p2) = [52 ([91 f($1,$2)ﬂl(d$1))ﬂ2(d932)
= -/51 (f52f(fl,xz)/iz(d@))m(dxl) (5-3)

Bewers. Eindeutigkeit und o-Endlichkeit von 1 v/

Zur Existenz: Setze

w(A) = fsz(f51 1A(m1,x2)y1(dm1)),ug(dxg), Aedd

(ist wohldefiniert: gemif Lemma s.1 ist 75 — |, s 1 a(x1,22) 1 (dxy) > 0 eine messbare Funktion
von T's).

p ist ein Maf3: Offenbar p(@) = 0, seien Ay, Ag, -+ € &7 paarweise disjunkt, A := {J,, A,,.

u)= [ f S itann |t

1 n=1

) il /52 ( fsl L, (21, 72) “1(6“"1)) pa(da2) = zu(fln)

und fiir A; € o, Ay € oy ist
)= [ [ a0t (o)) )
= f52 1A2($2)( f51 14, (71) pa(dy) ) p2(dzg) = 1 (Ar) pa(Az).

=p1 (A1)

Zu(5.3):
H(A) = —/51 (fsz 1A(x1,x2)u2(dx2))ul(dxl), Aedf
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ist ebenfalls ein Maf$, das (5.2) erfiille, also i = 7.
Demnach gilt (s.3) far f = 14 mit A € &7

{f>20: fmb, (s.3) gilt fiir f}

erfiillt die Voraussetzungen von Beob. 3.15, also gilt (5.3) fiir jedes messbare f > 0 (méoglicherweise als

+00 = +00 = +00).

Seinun f = f+— f~ e LY ().
C) = {xl €5 ./s [T (@1, 22) po(drs) = 00 oder fs f (@1, 22) pa(da2) = °°}

erfille /Jq(Cl) = O,

Cy = {xg €Sy [51 fr(x1,m0) p1(day) = oo oder [Sl [ (x1,20) pi(dxy) = oo}
erfiille po (Cy) = 0, somit
W(M) =0 fir M = Cy x Sy U Sy x Cy = (C% x C5)°
und
[rduem) = [ (s - ) dGu o )

:f51 1Cff52105(f+—f‘)du2du1=[Slfs2(f+—f‘)duzdu1

- [ ey [ 1o - P dmdn = [ [ (7= 1) durdpe,
L]

Satz 5.3. (S;, %, i), 1 = 1,2,...,n g-endliche MafSriume, S := X}, S;, & := Q.| . Es gibt
genau ein Mafs joanf (S, o) mit

M(A1XXAn):H,uz(AZ)7 fZ't'}"AZ‘E,,QZL‘,Z.:]_,...,n.
i=1

o heifst das Produkemall von puy, . . ., o, geschrieben (1 = j1g ® -+ ® [1,, = Qjy L.
Falls (S;, o, j1;) = (S1, 94, ) fiiri = 2,...,n, so schreibt man auch v = p$".

Bewess. Induktiv: Fiir n = 2 ist dies Satz 5.2. Sein > 2,
Si=Six xSy, o= ® @y

Das gewtinschte Maf§ /i = (4 ® -+ ® fu,_1 auf (S, o ) existiert nach Ind.ann. Dannist S = § x S,
und das gewtinschte ;1 = [i ® yu,, existiert nach Satz s.2. [
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s.1  (Ubergangs-)Kerne

Definition s.4. Seien (51,94 ) und (53, .2%) messbare Riume. x:5) x o/ — [0, 00] heifst (o-
Jendlicher Kern von (S, .971) nach (Ss, <), falls gilt

i) Furalle Ay € o7 gilt: Sy 3 = k(x, Ay) ist (24 — B(R)-)messbar.

ii) Furalle z € Sy gilt: (x, - ) ist ein (0-)endliches Maf auf (.5, .2%).
r heilSt stochastischer Kern oder Markov-Kern, wenn in ) gefordert wird, dass £(z, - ) ein W’mafd
ist. & heilSt sub-stochastisch oder sub-Markov, wenn k(x, Sy) < 1 fiiralle x € Sy gilt.
Beispiel.

i) Sei Sy = Sy = S hochstens abzihlbar, &7 = 2% = 2% und (pay )z yes eine stochastische Matrix.
Dann ist £(x, A) := ¥4 Pay ein stochastischer Kern von S nach S.

ii) SeiS1 =55 =R, .o = o = B(R) und v ein W’mal auf R. Dannist k(x, A) := (6, *v)(A) =
V(A - x) ein stochastischer Kern.

(Interpretation: £(x, -) beschreibt einen zufilligen Sprung gemif§ v von x aus.)

Lemmas.s. x endlicher Ubergangskern von (Sy, o)) nach (Sa, <), f: S1xSa = [0, 00] &) ® os-
B(R)-messbar. Dann definiert

I;:S1 [0, 00], If(x1)=fs F(a1,12) (1, ds)
eine 271 (-B(R) )-messbare Abbildung.

Beweis. Nach Lemma s.xist 2o = f (21, 22) 9%-messsbar, d.h. das Integral ist erklirt.
D = {A €t ®aty: Iy, ist ,Qfl—messsbar}

umfasst die Zylindermengen 2 = {A; x Ay : Ay € o), Ay € @b}, ist ein Dynkin-System , da 2 ein
N-stabiler Erzeuger von .27 ® o7, ist, folgt mit Satz 1.14, dass & = /| ® o7, d.h. die Behauptung gilt
tiirjedes f = 14, A € o7 ® 9% und daher auch fiir Elementarfunktionen.
Ein allgemeines messbares f > 0 kann wachsend mit Elementarfunktionen approximiert werden,
z.B. via
f = lim 27(2° | am,
mit montoner Konvergenz (Satz 3.11) und der Tatsache, dass der punktweise Limes messbarer Funk-

tionen messbar ist (Lemma 1.45), folgt der allgemeine Fall. [

Satz und Definition 5.6 (Produkt von Kernen, ,zweistufiges Experiment®). (.5;,.%%), ¢ = 0,1,2
m.b. Ridume, k1 endlicher Kern von (S, <y) nach (S, 21, ke endlicher Kern von (Sox Sy, @97 )
nach (S, 9s). Dann ist K1 ® Ko : So x @ ® s — [0, 00],

(k1 ® 52)(%,%1) = -/51 f52 1a(z1,22) /‘ig((xo,ml),dl'g) k1 (o, dzy)
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ein o-endlicher Kern von (Sy, 2y) nach (S1 x S, ) ® 4f5), k1 ® kg beifst das Produkt von k1 und
R9.
Sind k1 und ko (sub-)stochastisch, so auch k1 ® Ko.

Analog definieren wir k1 ® Ko, wenn ko Kern von (Sv, 94 ) nach (Ss, <02, indem wir ko formal
als Kern von (So x S1, 9 ® /1) nach (Ss, <) auffassen, der nicht von der So-Koordinate abbingt.

Beweis. Sei A€ o) ® o :

fa:S0xS13 (xg, 1) /;2 1a(x1,22) Hg((l'o,l'l),dxg)
ist @7 ® 7;-m.b. nach Lemma 5.5, also ist auch

Sodxo (K1 ® HQ)([E(),A) = -/Sl fa(xo, x1) K1(z0, dx1)

y-m.b. (wiederum nach Lemma s.5).

Fir zg € Sy ist
,!yl ®% 3A - (/‘il ®/€2)(Z’0,A) (2 O)

o-additiv gem. Satz von der monotonen Konvergenz.
Sei Ay = {:vl €S): ﬁg((xo,xl), Sg) < n} Mmoo S1 und
(k1 ® /<52)($o, Agyn % 52) <nki (2o, Azgn),
d.h. K1 ® Ko ist o-endlich. O

Korollar s.7. (S, 9, ) MafSraum mit i(S1) < oo, (S, 9% ) messbarer Raum, k endlicher Kern
von S nach Ss.
Dann gibt es ein eindeutiges o-endliches Mafs |1 ® k (auf (S1 x So, 9/ ® o)) mit

M®K(A1XA2)=[4fi(:l:l,Ag),LL(dxl), Ay e, Ay e oy
1

Ist K stochastisch und |v ein Wmalfs, so ist auch |1 ® Kk ein Wmalfs.
Beweis. Setze S = {0}, o = {@,{0}}, k1(0, A1) = (A1) und k3 = K in Satz 5.6. O

Korollar und Definition 5.8. n € N, (S;, o%),i=0,1,...,n m.b. Riume, x; (sub-)stochastischer
Kern von ( X265, ®h ;) nach (S;, ) (oder von (Si_1, #_1 ) nach (S;, %)) fiiri = 1,...,n.
Setze (rekursiv) '
®ij =K1 ®--QK; = (Kjl ®--Q /ii,l) ® K;.
j=1
®§~=1 k; ist substochastischer Kern von (Sp, 9%) nach ( X;zl Sj, ®§-=1 ;ij) (stochastisch, falls dies
tir alle & gilt).
Ist weiter pendliches Maf§ auf (.S, 2% ), soist j4; := ,u®®§-=l r; endliches Ma8 auf ( X;zo S, é‘:o
JIx: ®§-:1 r; ist W’maf8, wenn £1(.Sp) = 1 und alle s stochastisch sind.

(Verwende induktiv Satz 5.6 und Kor. 5.7.)
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Wir betrachten folgende Situation:
(4, 9%),i=0,1,2,... messbare Riume,

Q0 = (1; versehen mit AREES & o,

J=0 j=0

Q2 := X Q; versehen mit &7 := ¥ ;.

J=0 J=0

Weiter sei

Py ein W’maf auf (Qq, %),

r; stochastischer Kern von (Q0™Y o7 (") nach (Q;, %) fiiri=0,1,2,. ..

P:=Py®@r; (istein Wmald auf(Q(i), M(i)) nach Kor. 5.8)

=1
Beobachtung. Fiiri € N, A € &7 () gilt
P (Ax Qi) = Bi(A)
Sei
€= {Ax Q1 x Qo x 1 ieN, Ae 7D}
€ ist eine Algebramito(¢') = <.

Satz 5.9 (Ionescu-Tulcea!). Es gibt genau ein WmafS P auf (), o), das
P(A x X Qj) = Py(A) firAed™ keN
j=k+1

erfiillt.

Bewers. Eindeutigkeit v/
Definiere P auf € via (5.4) : ist wohldefiniert, 7sz Inhalt (mit P(2) = 1)).
Zeige: Seien Ay 2 Ay 2 ---, A, € € mita := inf, oy P(A,,) > 0,s0gilt N, A, # &
O.E.sei A, = A” x Qi1 x Qpyo X - mit einem A/ € 7 (™) setze

n

P (Wos -+ -y Wi ) ::( () ﬁj)((wg,...,wm),A;) fiirn > m, w; € Q).

Jj=m+1

Fiir n = m lese das triviale Produkt als ,Identititskern®, d.h.

P (Wo, -+« W) = 1A;n((w0, o ,wm))

'Cassius Ionescu-Tulcea, 1923—2021
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Es gilt

n+l
hm,n+1(w07' '7wm): ( Hj)((woa"wwm)?AvllJrl)
j=m+1
+1
S( ’%j)((wOa---?wm)?A;szn+1)
j=m+1
(@ #)((@or - rwm)s AL) = (0, ),
j=m+1
also
P (Wos -+ oy wm) N iI>1f B (Wos - - Wi ) =t hn(wWo, -+« W)
und
fhm dP,, = inf fhm,n dPy, = inf P,(A}) = inf P(A,) > 0.
Qox--XQm B Qox-+-xQm ) i
Zeige:

es gibt (&, W1, Wa, ... ) € Q mit hy, (Do, D1, ...,0n) 2a¥Vm (5-5)

induktiv nach m:

m=0:v/
Seien &y, Wt . . . , W, gewidhlt, so dass (5.5) (fiir dieses m) gilt:
/ hm+1(&70, e 7&7m7¢0m+1) /€m+1((@0, e ,@m), dmerl)
m+1
= ni?nf-;—l Qoo h’m+17n(w07 cee awma wm+1) '%m-%-l((wl); s awm)a dwm+1)
= inf hyn(@o, ..., 0m) = hin(@o, -+, 0m) 2 @
n>m+1

Nach Konstruktion ist
a< hm7m(a)’[),(:)’1, - ,EJm) = 1A;n(((:)’0,(:51, - ,ZJm)) fir allem € N,
somit -
(wo,ajl,...,) € m A, 0.
m=1

O
Korollar s.10 (Abzihlbar unendliches Produktmaf). Seien (€2;, 7, FP;), i € Ng Wrinme. Es gibt
genau ein WmafS P, geschrieben P = @2 Py, anf ) := X2 i, o = Q2 i mit

P(AOX"'XAnXQTHlX"'):ﬁPi(Ai) fl/ZVTLEN, AZGJZZ
i=0

(Wihle f{i((wo, e Wil1), ) = Pi(+) in Satz5.9.)

Korollar s.xx. S endl. oder abziblbar, 1 W’maf§ auf S, (Dzy)w.yes stochastische Matrix auf S. Es
gibt genau ein W’maf§ P auf ST+ mit

P({xo} x {x1} x{xz,} x SN) = laoPaowr Pon1,zn  flirn eN,zg, ... 2, €S
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s.2 Faltung

Definition s.12. Fiirmessbare f, g : R? — [0, oo]istdie Faltung f * g : R? — [0, 00| gegeben durch

(F9)@) = [ FWgla-y)X(dy), weR!

Fiir endliche Mafie ji, v auf (R4, B(R?)) ist die Faltung it * v gegeben durch

() (A) = [ v(A-2)p(ds), AcBRY)

Lemma s.a3. f + g : RY — [0, 00] ist messbar, es gelten [ x g = g * fund [(f * g)d\ =

([fdA)([gdA).

p* v =% ist ein endliches Maf§ mit (% v)(R?) = p(R4) v (R?).
Beweis. Dies folgt aus Satz s.2. O

Satzs.aq. 1) X,Y unabhiingige RA-wertige ZVn mit Dichte fx bzw. fy, so bat X +Y die Dichte
Ix * fy.

i7) = f AL v =g\ endliche MafSe auf R mit Dichten bzgl. dem d-dimensionalen Lebesgue-Mafs
Mosoistpuxv=(f*g)\l

Beweis. i)Seix e RY, A={(u,v) e RIxRY:u+0v<x}:
P(X+Y <z)=P((X,Y) € A)

o L ) P () () )2 (0 0)
= Lo (st et o v

- Ad f(_m_v] fx(u) Ad(du))fy(v) A (dv)

= fRd f(_m] fX(U—v)Ad(du)) fy (v) AX%(dv)
= /(‘_007:6] ( /Rd fx(u=v)fy(v) )\d(dv)) )\d(du) = f(_wym](fx % fy) d)\d

77) Analoge Rechnung O
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Kapitel 6
Zur bedingten Erwartung

Erinnerung 6.1. Sei (Q2,.%,P) W’raum, B € .# mitP(B) > 0.
P(AnB)

P(B)
heif$t die bedingte Wabrscheinlichkeit von A, gegeben B.

P(-| B) definiert durch diese Formel ein W’Maf auf (2, .# ) mit P(B | B) = 1, fiir Y € L1(IP)

P(A|B) = Ae F

ist
E[1gY]
P(B)
Bemerkung 6.2 (Diskreter Fall der bedingten Erwartung). X undY ZVn (aufeinem W’raum (€2, .7, P)),
Y € L1(IP), X nehme hochstens abzihlbar viele Werte 1, o, . . . an. Setze

E[Y | B] = f Y (w)P(dw | B) =

f(x)=E[Y |[{X =2}] firxe{r,zy...}
und E[Y | X ] := f(X).
Offenbar ist E[Y | X ] 0(X)-messbar (es ist eine Funktion von X) und fir A € o(X) gilt
E[Y14] =E[E[Y | X]14]

(klar fiir A = {X = 2;} und dann auch fiir A = {X € B} mit B ¢ {z1,22,... };jedes A € 0(X)
hat diese Form).

Wir betrachten im folgenden einen W’raum (2, %, P).

Definition 6.3. X € L}(P),¥ c .F Teil-o-Algebra. Eine reellwertige ZV Y heifSt (eine Version der)
bedingte(n) Erwartung von X gegeben ¢ (geschrieben E[ X | ¢]), wenn gilt

i) Y ist -messbar,
ii) E[Y]_A] = E[XlA] firalle Ae¥.
Bemerkung. Aquivalent kann ii) durch ii’) ersetzt werden:

i) E[Y-H]=E[X H] firallereellwertigen, beschr., ¥-messbaren ZV H.
Falls ¢ = 0(Z) fiir eine Zufallsvariable Z, so schreibt man oftauch E[ X | Z] :=E[X | 0(2)].
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Satz 6.4. Fiir X € LY(P) existiert B[ X | 9 | und ist eindeutig (bis auf P-f.s.-Gleichbeit).
Beweis von Satz 6.4 (Eindentigkeit). Seien'Y, Y bedingte Erwartungen.
E[Y - 1{Y>17}] =E[X - 1{Y>17}] = ]E[? : 1{Y>?}]7
asoB[(Y -Y) - 1y,5,] =0=P(Y > V) = 0;analog gilt P(Y > Y) = 0,als0 Y =V Pfs. [

Satz 6.s. I c L2(IP) abgeschlossener Unterraum. Zu X € L2(P) gibt es (bis auf P-f-s. Gleichbeit)
genaw ein'Y € F mit

§ 1Y = Xl = inf {JW - X[l W e )
i) B[(X = Y)Z] =0 fiiralle Z ¢ #
Y ist (die Aquivalenzklasse) der orthogonalen Projektion von X auf H, auch Proj ,, (X ) geschrichen.
Beweis. WihleY,, € 7 mit
|| X —YnHzn_)—:oa =inf {||W - X|jp: W e 2}
Esist

1 1
1 = Yallg + X = Yiullp = 21X = 5 (Vo + Vo), + 2[5 (Ve = Yo,

1
wegen lim [|X =Y, 3 = lim [|IX Y[ = o? < liminf[|X - 2(¥;,+ Y,o)|[: folge

limsup ||Y,, = Y|z = 0,

d.h. (V) ¢ L2(P) ist Cauchy-Folge.

2
DemnachgibtesY € £2(P) mitY,, Z® Y (£%(P) ist vollstindig, Satz3.25). Wihle (mit Bem. 3.23
und Lemma 3.24) Teilfolge (1), mitY = l}im Y, P-fs., dannist Y € 5 mit

o’ <E[(X -Y)’] < iminf E[(X - Y,)*] = o®
Sei Z € 7, fiirt € Rist
E[(X - (Y -tZ))*| > E[(X - Y)?]
(nach Wahl von Y), also
AE[(X -Y)Z]|+*E[Z%]>0 firallet €R,
was E[(X - Y)Z] = 0 erzwingt.

(Ubrigens: Fiir Y € 2 gilt i) <> i7).)
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Zur Eindeutigkeit: Y erfiille ebenfalls 7), es ist
2

(x - %(m ) (%(X YY)+ %(X 7))

< (X-Y)+ %(X -Y)?,

N | —

die Ungleichung ist strikt auf {Y # Y}
Wire P(Y #Y) > 0, so wire

RCI 1 o 11
E[(X - SO+ 7)) |< SE[(X =)+ SE[(X -T)?] = Ja+sa=a,
ein Widerspruch, da (Y +Y)/2 € . O

Beweis von Satz 6.4 (Existenz). Seizunichst X € L2(P),
I = {Y € L2(P) : Y ist %—messbar} c L*(P)

ist ein abgeschlossener Unterraum, Y := Proj ,, (X) (nach Satz 6.5) leistet das Gewtinschte.

Beachte:
X>0 = Y:=E[X|¥9]>0 fs,

denndannist 0 < E[X1yc1] = E[Y1yo0y].
Seinun X € L1(P), X >0:

Y, =E[XAn|9] » Y (20) (fs)

n—o00

(X An € L2(P), nutze dann obige Monotonie-Eigenschaft, um E[ X An | 4] <E[X A(n+1) | ¥]
f.s. zu sehen), fir A € ¢ gilt

E[X14] = lim E[(X An)14] = lim E[Y,14] = E[Y14]

(mit monotoner Konvergenz).

Fiir allgemeines X € L£1(IP) leistet
Y :=E[X"|¥9]-E[X |¥]
das Gewtinschte. ]
Satz 6.6. XY € L1(P), Y c F Teil-o-Algebra.
i) E[aX +bY | 9] = aE[X | 9]+ BE[Y | G] fs. fiira,be R (Lineariti)
i) X <Y fs. = E[X |9 <E[Y | 9] fs. (Monotonic)
iii) [E[X | 91| <E[|X||Z]fs. (Dreiecksungleichung)
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iv) Esgelte E[| XY |] < 00 und Y sei G-messbar, dann ist
E[XY |9]=Y -E[X |¥] fs.,
insbesondere ist B[Y |9 =Y fs.  ( Herausziehen von Bekanntem*)
v) Sind 0(X) und G unabbingig, so ist B[ X |9 =E[X ]| fs.  (Verbalten bei Unabhiingigkeit)
vi) ' ¢ G Teil-o-Algebra, so ist
E[E[X |9]|¥9'] =E[X |¥'] fs.,
(,Turmeigenschaft®) insbesondere ist

E[E[X |#]] = E[X]

vii) 0< X,, # X fis. fiirn — oo, s0 gilt

E[X,|¥9] » E[X|¥9] Ffs undin L' (P)

n—o0

(monotone Konvergenz)
viii) X, reelle ZVn mit | X,,| <Y ¥V nund X,, - X fs., so gilt
E[X, |¥] n_}—;OIE[X |G fs. und in L' (P)
(dominierte Konvergenz)

Beweis. (Die folgenden Gleichungen, etc. gelten jeweils f.s., auch wenn wir dies in der Notation nicht
explizit machen.)

£)aE[X | 9]+ bE[Y | 4] ist 4-messb., und fiir A € ¥ gilt
E[14(aB[X | %]+ bE[Y | 9])| = aB[1.E[X |4]] + BE[14E[Y | 4]
=aE[14X]+bE[14Y] =E[14(aX +bY)]

it) A= {E[X | 4] >E[Y |¥4]} €% und

0<E[14 (Y - X)] =E[14(E[Y | 9] -E[X | ¥])] <0,
>0fs.
also P(A) = 0.
#i) |[E[X | ]| 2[E[X* | %] -E[X~ | 4]| <E[X* | 4]+ E[X " |9]2E[|X||¥]

iv) Seien zunichst X, Y > 0,Y;, := 27| 2"Y | An (2 Y).



Fir A € ¥4 ist

E[14YE[X |¢]] = lim E[1,Y,E[X | ¢]]
n2"

k
= lim ]E[lA > 2—nl{yn:k/2n}E[X | g]]

n—-oo k=0

n2™"

2
= lim 3" B[ 1anqy,-k/om X |

oo £ 2"

= lim E[14Y, X | =E[14Y X]

Fir den allg. Fall zerlege X = X* - X,V =Y* - Y-, verwende 7).
p)Fiir A e 9 gilt E[1,X] = E[14]E[X] = E[14E[X]]

vi)Sei A e’
E[1.E[X | %]] = E[14X] = E[1,E[X | 4']]

dh.E[X | 9'] erfiille die Def. von E[E[ X |¢]|¥"].
Zum Zusatz: Stetsist E[ X | {@, Q}] = E[X]
vii) B[ X, | 4] ist (f.s.) nicht-fallend in n nach 77),

E[[ELX |4]-E[X.|¥]|] Z?E[EUX - X,/ |9]] YE[1X - X.]] — 0

asoE[ X, | 9] - E[X |¥4]in L1(P).
Weiterhin: Fiir monotone Folgen von ZVn impliziert £!(IP)-Konvergenz f.s.-Konvergenz: Seien

Zn 7 Zund Z - Z, in LY(P),dannauch Z,, » Z = sup,,, Z,, stochastisch, IP’( MNinsn {|Zm -Z|<
6}) =P(Z-e<Z,) —p-oo 1, somit

P(UN {|Zn-2l<e}) =1 firjedese > 0.

n m2n

0ii1) 0 < Z, 1= SUp, 5y, [ Xm — X[ (£ 2Y), Z,, N\ O fis. fiir n — oo.

E[[ELX | 9] - E[X, | 9]|| CE[E[X - X.]|#]]| YE[1X - X.]] <E[Z.] — 0.

n—00

also E[X,, | 9] - E[X | 9] in L1 (IP). Weiter ist
E[ lim E[Z, | %]] <liminfE[Z,] = 0

dh.E[Z,|¥] - 0fs., somit

[E[X | %] -ELX, | ]| <E[|X - X,||9] <E[Z,|9]] —0 s



Satz 6.7 (Jensen’sche Ungleichung fiir die bedingte Erwartung). X € L}(P), k: R - R u {+00}
konvex, dann gilt

E[k(X)|9] > k(E[X |9]) fs

Beweis. Die Behauptung ist offenbar erfiillt (mit Satz 6.6, 7)), wenn k affin-linear ist, d.h. k(z) =
ax + b mit gewissen a, b € R.

Sei nun £ konvex und nicht von dieser Form. Man kann die Funktion % als das Supremum ihrer
Sttitzgeraden schreiben, d.h.

k(z) =sup{ax+b:(a,b) € S} mitS:={(a,b) eR*:ay+b<k(y)VyeR}

und es gilt auch ((a,b) — ax + b ist stetig fiir jedes z € R und da k keine Gerade ist, kann man zu
(a,b) € S gewisse (ay,, byy,) € S N Q2 finden mit a,, - a, by, - bfirm — oo)

k(x) =sup{az +b: (a,b) € S nQ?}.
Sei (G, by, )nen eine Aufzihlung von S n Q2 fiir jedes n gilt
E[k(X)|¥]>ElanX +b,|¥] = a,E[X | 4] +b, fs.

(mit Satz 6.6, 7z) und 7)), daher auch (man muss oben nur abzihlbar viele Ausnahmemengen betrach-
ten)

E[k(X)|¥]>sup{a,E[X |¥4]+b,:neN} =k(E[X |¥]) Fs.

Bemerkung 6.8. XY reelle ZVn mit gemeinsamer Dichte fx y, d.h.

P((X,Y) e A) = fA Fxy (2,y) A% (d(z,y))  fiir A e B(R?),

Y e L1(P).
Seifirx e R
fx(x) ::fny(a: y) A(dy) die Marginaldichte von X,
fXY( >y)
x AMdy)1 sy (2)50-
p(x) = fy @) W x@»o
Dann gilt
E[V]o(X)] = () £s
denn fiir B € B(R) ist

E[1ixeme(X)] = [ 18(@)p(@)fx (@) A(dr)
- [ [ t@)yfxr (@ m)A\dy) A(da)

B fRz Lp(x)yfxy(z,y) A2 (d(z,y)) = E[l{XGB}Y]‘
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Bericht 6.9. (Zu reguliren Versionen bedingter Verteilungen) Wenn Y = 1 fiir ein Ereignis B € <7,
so schreibt man gelegentlich auch P(B | ¢) = E[Y | ¢]. Man muss allerdings etwas vorsichtig
sein bei der Interpretation von P(- | ) als ein (zufilliges) Maf, da i.A. tiberabzihlbar viele B in
Frage kommen und damit die Kompatibilitit der in der Definition der bedingten Erwartung implizit
vorkommenden Nullmengen (vgl. Def. 6.3) wenigstens a priori unklar bleibt.

In ,gutartigen® Fillen ist eine konsistente Wahl moglich, das Stichwort dazu lautet ,regulire be-
dingte Verteilung einer Zufallsvariable”. Wir skizzieren hier knapp den reellwertigen Fall:

Sei X reellwertige ZV (auf einem W’raum (2, #,P)), 4 c % Teil-o-Algebra. Dann gibt es
einen stochastischen Kern £ x ¢ von (£2,%) nach (R, B(R)) mit

kxig(w, B) = E[Lxepy | 4] (w) fs.fiiralle B € B(R),
d.h. (vgl. Def. 5.4)

fiir jedes B € B(R) istw = K xjw(w, B) eine Version von E[l{XeB} |§¢] und
fiir jedes w ist K xjz (w, -) ein W’mafl auf (R, B(R)).

Die Hauptidee besteht darin, das gewiinschte Maf £ x| (w, ) auf R anhand seiner Verteilungs-
funktion zu charakeerisieren (vgl. Satz 1.27), die zielfithrende Beobachtung ist dann, dass eine Vertei-
lungsfunktion (wegen der Monotonie) bereits durch ihre Werte an abzihlbar vielen Stellen festgelegt
ist. Man betrachtet also B = (—o0, ], € Q und setzt

FT = ]E[]_(_OOJ.](X) | g]
Dann gilt (mit den Eigenschaften der bedingten Erwartung aus Satz 6.6) wie gewtinscht P-f.s.: F. <
Fo farr <r',(r,r'€Q), im F, .1 = F, firr e Q, lim F, =1, lim F}, =0.

Wegen der Abzihlbarkeit von Q gibtes N € .# mit P(IV) = 0, so dass obiges fiir w € 2\ N und
alle 7, 7" € Q gilt. Dann definiert

7o inf{F,:r>s,reQ}, weQ\N,
. I, weN,

wobei F' irgendeine Verteilungsfunktion ist, die (zufillige) Verteilungsfunktion von kx g. Details
finden sich beispielsweise in [KI, Kap. 8.3, speziell Satz 8.28].

Man kann dieses Argument relativ leicht erweitern auf die Situation, dass der Wertebereich ( E, #)
von X ein sogenannter Standard-Borel-Raum ist (auch der Name Borel’scher Raum ist tiblich), d.h.
wenn es ein A € B(IR) und eine Bijektion ¢ : E' — A gibt, so dass ¢ und ¢! jeweils messbar sind
(dannsind (E, %) und (A, B(A)) isomorph als messbare Riume). Dann ist nimlich X’ := ¢ o X
eine reellwertige ZV, und die Argumentation oben greift (vgl. auch [KI, Satz 8.36]).

Schliellich kann man zeigen, dass jeder separable und vollstindige metrische Raum E, versehen
mit seiner Borel-o-Algebra, ein Standard-Borel-Raum ist (siche z.B. L.C.G. Rogers, D. Williams, Dzf-
fusions, Markov processes and martingales, Bd. 1, Ch. I1.82; L. Breiman, Probability, Appendix 7). Sol-
che Wertebereiche heiflen polnische Riume, sie spielen in der allgemeinen Theorie der Stochastik eine
wichtige Rolle (beispielsweise sind R? oder C'([0, 1]) mit Supremumsnorm polnisch).
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Kapitel 7
Martingale (in diskreter Zeit)

Martingale' sind (u.a.) eine mathematische Formalisierung des Begriffs des fairen Spiels und der Vor-
stellung, dass man dabei nicht auf systematische Weise gewinnen kann.

Wir betrachten sozusagen zum ,,Appetit-Anregen® folgendes Beispiel:

Beispiel 7.1. Betrachte eine faire Miinzwurftolge, d.h. seien Wy, W5, ... unabhingig und identisch
uniform verteilt auf { K, Z}. Sei

R:= mln{k eN: (Wk7Wk+17Wk+27Wk+3) = (Zv K) ZaK)}

Zum Zeitpunkt R + 3 kdnnen wir sehen, dass das Muster (Z, K, Z, K') zum ersten Mal ,fertig" ist
(12 + 3 ist eine sog. Stoppzeit, siche Def. 7.11 unten).

Um E[ R] zu bestimmen stellen wir uns ein ,faires Casino“ vor:

Setze vor dem ¢-ten Wurf = Euro, erhalte 22 Euro oder 0 Euro je nach Ausgang (und jeder mégliche
Ausgang hat W’keit 1/2). Spieler 4 steigt in Runde 7 in das Spiel ein und setzt einen Euro auf Z. Falls
er gewinnt, setzt er in Runde 7 + 1 zwei Euro auf K. Gewinnt er wieder, setzt er in Runde 7 + 2 vier
Euro auf Z. Sollte er wieder gewinnen, setzt er in Runde ¢ + 3 acht Euro auf K. Gewinnt er auch
dieses Spiel, hort er auf. Sei nun Xj; ,, der Gewinn des i-ten Spielers nach der n-ten Runde und

Xn = zn: Xi,n
=1

der Gesamtgewinn aller Spieler nach Runde n. Aufgrund der ,Fairness® sollte gelten
0=E[Xo] =E[X,] =E[Xgss].  (¥)

(Wir werden die Theorie hinter (*) entwickeln, siche Korollar 7.19 unten.)

Zum Zeitpunkt R + 3 hat Spieler R einen Gewinn von 15 Euro, Spieler R + 2 hat einen Gewinn
von 3 Euro und die anderen R + 1 Spieler, die bisher mitgespielt haben, haben einen Gewinn von -1
Euro, das heif$t

Xri3=15+3-(R+1).

'Zur farbigen Geschichte des Begriffs Martingal siche beispielsweise den Artikel von Roger Mansuy, The origins of
the word “martingale”, Electronic Journal for History of Probability and Statistics, Vol. 5 no. 1, (2009), http://www.
jehps.net.
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() liefert
0=E[Xpes] = E[R - 17],

und damit E[R] = 17.

7.1 Grundlegendes

Im Folgenden sei (2, .#, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 7.2. Eine Familie (.%,,),-01,... von (Teil-) o-Algebren mit

goon

Foc FcFyc...c F

geee

Bemerkung 7.3. i) Interpretation:.%, enthilt diejenigen Ereignisse, die bis zum Zeitpunkt n ent-
schieden sind.

ii) Ist X = (X, )n=0,,. eine Familie von Zufallsvariablen (ein sog. stochastischer Prozess), so ist

Fn=0(X1,...X,), neNjeine Filtration (die von X erzeugte Filtration).

Definition 7.4. Essei X = (X,,), ein stochastischer Prozess und (.%,,),, eine Filtration. X heif3t
adaptiert (an (.F,,),,), wenn X,, %, -messbar ist fiir alle n € N,

Definition 7.5. Essei X = (X,,), ein (reellwertiger) stochastischer Prozess und (.%,),, eine Filtra-
tion. X heiflt ein Martingal (bzgl. (#,,),, unter P), wenn gilt:

i) X istadaptiert (an (%, ),).
ii) X,, € L1(P) fiir n € N,.
iii) E[X 41 | %] = X, fs. fiir jedes n € N,

Falls in iii) E[ X4 | #n] 2 X, gilt, so heilt X ein Submartingal. Falls E[ X441 | 7, ] < X, gilt, so
heifSt X ein Supermartingal.

Bemerkung 7.6. Induktiv folgt fiir ein Martingal X
E[ X, | #n] = X, fs. fiiralle 0 <m < n.
(bzw. ,>“ fiir ein Sub- und ,<* fiir ein Supermartingal.

Beispiel 7.7. i) SeienY], Y5, ... unabhingige, reelle Zufallsvariablen mitY;, € £}(P) und E[Y},] =
Ofiirallen € N.Sei Sp := 0und S, := Y1+Ys+...+Y,, = S,,_1+Y,, fiirn € N. Dannist (S}, ),, ein
Martingal bezgl. (.%,,),, mit %, = 0(S1,...5,) = 0(Y1,...Y,),n € N(und %, = {@,Q}),
denn S,, € L1(P) als Summe von £!(IP)-Variablen und es gilt

E[Sps1 | Zu] = E[Sn + You1 | Zu] = E[Su | ] + E[Yi1 | F] = Sy £s.

=S fs. =E[Yp+1]=0fs.
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ii) Polyas Urne: Eine Urne enthalte anfangs s > 0 schwarze und w > 0 weifle Kugeln. Ziehe jeweils
eine Kugel rein zufillig und lege sie zusammen mit einer neuen Kugel der selben Farbe zuriick.
Sei X, die Anzahl weifler Kugeln nach n Ziigen und A,, := fu’jrn der Anteil weifler Kugeln in

der Urne. Dann ist (A,,),, ein Martingal bzgl. .%,, = 0(Ay, ..., A,), denn auf { X, = k} gilt

k k+1 w+s+n-k k
E[AnJrl'yn]: : + .
s+w+n s+w+n+1 Ss+tw+n s+tw+n+1
B k k:+1+w+s+n—k:_A
Cs+w+n w+s+n+1 o

=1

Definition 7.8. Sei (-#,),, eine Filtration. Ein stochastischer Prozess (C,, ), heildt previsibel (bzgl.
(:%1)n), auch vorhersagbar, wenn C,, .%,,_;-messbar ist fiir jedes n € N (Cj spielt hier keine Rolle).

Definition 7.9. Sei (X}, ),, adaptiert und (C,,),, previsibel bzgl. (:#, ). Setze
(CeX)o:=0, (CoX)pi=> Cn(Xp—Xn1), neN. (7.1)
m=1

Der Prozess C' @ X = ((C' ® X),,)nen, heiflt (diskretes) stochastisches Integral von C beziiglich X.
C' o X ist (offenbar) adaptiert.

Spielinterpretation: C' e X ist ein akkumulierter Gewinnprozess fiir einen Spieler, der in der m-ten

Runde jeweils C,,,-fachen Einsatz setzt.

Lemma 7.x0. Es sei (X,,),, ein Martingal und (C,,),, ein previsibler Prozess bzgl. (:F,,)n. Es gelte
mindestens eine der folgenden drei Bedingungen

2) (Cy)y ist lokal beschrinkt, d.b. es gibt Konstanten c,, mit |Cy| < ¢, fs. fiir allen € N.
i) (X, = Xn-1)n 25t lokal beschréiinkt und C,, € L1 (P) fiir allen € N.
i17) X, Cp, € L2(P) fiir alle n € Ny,

Dann ist C @ X ein Martingal. Ist C,, > 0 fiir alle n € No und X ein Sub- bzw. Supermartingal, so
auch C' o X,

Beweis. 1), ii) oder iii) garantieren, dass Cy, (X, — Xp-1) € LY(IP), denn fiir iii) gilt mit der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung

E[|Con (X = X[ € (B[CE])2 (B[(Xon - Xpi1)?])2 < 00,
Also gilt

E[(C o X)n1 | Fn] = E[Corit (Xos1 — X)) | Zu] +E[(C 0 X) | Z] = (C 0 X)), £s.

=Cp+1'E[Xp+1-Xn|Fn]=0fs. =(CeX)p fs.

~

"~ g
=0
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Definition 7.11. Sei (.%,),, eine Filtration. Eine Zufallsvariable 7" mit Werten in Ny U {co} heif3t
eine (%, )n-)Stoppzeit, wenn {T' < n} € F, fiir alle n € Ny gilt. Fiir eine Stoppzeit T 75z

Fr={AeF|An{T <n}e.Z, firallen e N}

eine o-Algebra, sie heifit die (0-Algebra der) T-Vergangenbeit.

Interpretation: .%7 enthilt diejenigen Ereignisse, die sich zu dem (zufilligen) Zeitpunke 7" entschei-

den lassen.

Bemerkung 7.a2. T ist genau dann eine Stoppzeit, wenn {1' =n} € %, fur alle n € Ny, denn
{T=n}={T<n}n{T<n-1}"

Beispiel 7.13. i) Jede Konstante ¢y ist eine Stoppzeit.
ii) Essei (X}, ), ein adaptierter stochastischer Prozess mit Werten in (£, %) und K € Z. Dann ist
T:=inf{neNy| X, ¢ K}

(mit Interpretation inf & = 00) eine Stoppzeit, denn {T" < n} = 6 {XmeK}eF,.
m=0

Bemerkung. L :=sup {n € Ny | X, € K'} istim Allgemeinen keine Stoppzeit.
Lemma 7.14. Sind o, T Stoppzeiten, so sind auch 0 AT, 0V T und o + T Stoppzeiten.
Beweis. Sein € Ny. Es gilt
{ovr<n}={o<nin{r<n}e?, {onr<n}={o<nju{r<n}eZ,.

Also sind 0 A 7 und o Vv 7 Stoppzeiten. Dann sind auch o A n und 7 A n Stoppzeiten, also gilt
insbesondere fiirm < n: {oc An <m}, {7 An<m}e.%, c Z,. Dannsind

0"2=U/\n+1{g>n}, 7! 2=7’/\n+1{7->n}
Fn-messbar, also ist auch 0’ + 7/ %, -messbar. Somit gilt
{o+7<n}={c"+7" <n} e,
also ist auch o + 7 eine Stoppzeit. O
Bemerkung. o — 7 ist im Allgemeinen keine Stoppzeit.
Lemma 7.x5. Sind o, T Stoppzeiten mit o < T, dann gilt F, c F .

Beweis. Sei A€ F,undneNy. Da{r <n}c{o<n},gilt

An{r<n}=(An{o<n})n{r<n}eZ,.
—_—
€Fn
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Beobachtung 7.16. Sei (.%,,),, eine Filtration, T eine Stoppzeit mit 7" < oo fis. und (X, ), ein ad-
aptierter stochastischer Prozess mit Werten in (£, %). Dann ist X7 = Xp(,)(w) eine Fp-messbare
Zufallsvariable und X (7) = (XTST))neNO = (X7 an )nen, ein adaptierter stochastischer Prozess.

Beweis. Sei B € A. Dann ist

(XreBY=J{T=nX,¢B}c7,
n=0

eFncF

also ist X7 .% -messbar. Ebenso gilt

{XreB}n{T<n}=J{T =k X, eB}cF,
k=0

eF

also ist X7 .-%#p-messbar.
Weiter ist XT(LT) = X7y, messbar bzgl. Fr,, ¢ F,, d.h. (XV(LT) )n ist adaptiert. O

Bemerkung 7.17. (X,ST) )n ist auch adaptiert an . Z (1) := (P, )
Lemma 7.18. Sei T eine Stoppzeit. Ist (X)), ein (Sub- / Super-) Martingal, so auch (XT(LT) V-

Beweis. Sei Cy, = lirspy,n € N. (C), ist previsibel, denn {T'>n} = {T'<n-1}" ¢ Z,_,.
Schreibe

TAn

XT/\n = XO + Z (Xm - Xm—l) = XO + Z ]-{TZm}(Xm - Xm—l) = (C b X)n + XO-
m=1 m=1

Damit folgt die Behauptung aus Lemma 7.10. O]

Korollar 7.x9. Sez X ein Supermartingal und T eine Stoppzeit. Es gelte mindestens eine der folgenden
Bedingungen

) T ist beschrinkt.

i7) X ist beschréinkt, d.h. sup,, | Xn| < ¢ fos. fiir ein c € Ry, und T < oo fs.
i17) E[T'] < oo und sup,, | Xn — Xn-1| < ¢ fis. fiirein c € R,.
Dann gilt E| X1 <E[Xo]. (Im Falle eines Martingals gilt Gleichbeit.)

Beweis. Angenommen 7) gilt, dann existiert ein m € N mit 7" < m. Nach Lemma 7.18 ist (X7an)n

ein Supermartingal, also gilt
E[Xo] = E[X7r0] > E[X7pm] = E[X7].

Giltz), soist E[ X7 ] = lim E[Xpam,] < E[X(] mit dem Satz von der dominierten Konvergenz
(Satz 3.13).

Gilt 777), dann folgt T' < oo f.s. und X7y, —— Xp fis.
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Es gilt
sup | Xram| < sup (|X0| +(T Am) -c) < | Xo| + €T

mENQ m€N0
Da | Xo| + ¢TI € L1(IP), ist dies eine integrable Majorante fiir X7, und es folgt wiederum mit dem
Satz von der dominierten Konvergenz (Satz 3.13)

E[X7] = lim E[Xz.m] 2 E[Xo].

m—> 00

]

Nochmal zu Beispiel 7.1. An dieser Stelle haben wir genug Theorie entwickelt, um Beispiel 7.1 ,,ri-
goros” behandeln zu kénnen:
R + 3 und X dort erfiillen die Bedingung 77z) von Korollar 7.19: Es gilt

P(R > 41{3) < P((W4j+17 W4j+27 W4j+37 W4j+4) # (Z7 K, Z, K) fir = J=0,1,... k- 1)
- (1-(/2)")’
somit E[R] = Y2 P(R>7r) < 0o, zudem | X, - X, 1| < 1+2+4+8=15.

7.2 Martingalkonvergenzsatz

Sei (X,)y, ein adaptierter, reellwertiger Prozess und —oo < @ < b < .

le) 0O

oo

Abbildung 7.1: Aufkreuzungen

Setze ) := 1 x,<q) und fiir n > 1 rekursiv (sieche auch Abbildung 7.1)
Cn = 1{Cn71=1, Xn715b} + :I-{C'»,kl:()7 Xn71<a}'

(Cp)n ist previsibel. Sei weiter

ab) . W
UT(L ) = I; : ]‘{Ck:L Cr+1=0}
=1
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die Anzahl der abgeschlossenen Aufkreuzungen von unter a nach tiber b bis zur Zeit n. Uéa’b) ist

Fn-messbar. Setze Y := C' @ X, so gilt
Y, > (b-a)US - (X, - a)".

Lemma 7.20 (Doobs* Aufkreuzungslemma). Sei X ein Supermartingal. Dann gilt fiir allen € N

E[U"P] < ﬁE[(Xn —a)7].

Beweds. Nach Lemma 7.10ist Y = C' X ein Supermartingal. Also gilt
0=E[Yo] 2E[Y,] > (b- a)]E[Uy(La’b)] -E[(X,-a)7].
]

Satz 7.21 (Doobs (Super-) Martingalkonvergenzsatz). Ist (X, ),, ein Supermartingal mitsup, E[ X ;] <
00, dann gibt es ein X o € LY (P) mit X,, > X fos.

Beweis. Seia < b. Es gilt U,(La’b) A Uéf b) - sup,,, U,S,f *) hach Konstruktion. Da

E[US] = lim B[US"] < sup L R[(X, - a)] <sup %(E[X;L] +af) < oo
n - a

n—o00 n b-a

ist Uéf’b) < oo f.s. Fiir

Oup = {limiann < a} N {limsuan > b} c {Uﬁf’b) = oo}

n—oo n—oo

giltalso P(O, ) = 0. Damit folgt

IP’( liminf X, < limsuan) =P| UJ Ous|=0.

n—oo
n—-oo a/<b

a,beQ
Mit X, := limsup, X, giltalso X,, > X f.s. Es bleibt X, € L1(IP) zu zeigen. Es gilt:

Fatou
E[X,]=E[liminf X] < liminfE[X]< oo

n—0o0 n—oo

nach Voraussetzung und

E[X%]=E[liminf X;'] <liminf E[ X'] = lim inf (E[ X, |+E[X,,]) < E[X]+sup E[ X, ] < oo.

n—o0 n—oo n—00

O

Bemerkung 7.22. 1. Die analoge Aussage von Satz 7.21 gilt fiir ein Submartingal (X,), mit
sup,, E[ X;] < oo.

2. In der Situation von Satz 7.21 liegt im Allgemeinen keine £!-Konvergenz vor, insbesondere ist
E[X«] # lim,,,o E[X},] mdglich, betrachte zum Beispiel die symmetrische gewdhnliche Irrfahrt
startend in 1, gestoppt bei Erreichen der o.

*Joseph L. Doob, 1910-2004

74



7.3 Gleichgradig integrierbare Martingale und optionales Stop-
pen

Satz 7.23. Sei (X)), ein gleichgradig integrierbares Supermartingal. Dann existiert X o € L1(P)
mit X, = Xoo fos. und in LY (P). Es gilt
E[ X | #n] < X, fos. fiir allen € N.

(Analog gilt E[ X o | F,] > Xy, falls (X,)n ein gleichgradig integrierbares Submartingal, und
E[Xw | Z0] = Xy falls (X)), ein gleichgradig integrierbares Martingal.)

Beweis. Die Existenz von X, mit X,, - X, f.s. folgt aus Satz 7.21. Aufgrund der gleichgradigen
Integrierbarkeit gilt E[|.X,, - Xoo|] —— 0. Weiter gilt fiir n > m:

E[E[Xw | Zn] - E[X, | Zin]l] = E[[E[Xw - Xo, | Znll] € E[E[|Xoo — Xa| | Zin]]
= E[|Xeo - X,[] — 0

und damit ist

E[(E[Xw | Zn] - Xin)*] < E[(E[Xow | Zn] - E[ X, | Zon]) | +E[(E[X, | Fn] -Xin)*].

Alsogilt E[ X | Z,,] < X, £is. ]

Satz 7.24. Sei Y € LY(P) und (%)), eine Filtration. Sei o, := 0(F,,n € N)und X,, = E[Y |
Fn . Dann ist (X,,)n, ein gleichgradig integrierbares Martingal und es gilt

Xy —— Xoo =E[Y | Zo]| fs undin L'(P).

Lemma7.25. Y € LY(P) und F,, ¢ F o-Algebren, dann ist (E[Y | %,,|)nen gleichgradig integrier-
bar.

Beweis. Es existiert (mit Bem. 3.30 und Satz 3.33) ein h: [0, 00 ) — [0, 00 ) konvex und monoton wach-
send mit @ —— cound E[A(]Y])] < oo.

Es gilt mit der (bedingten) Jensen-Ungleichung (Satz 6.7)
sup E[A([E[Y | Z,]1)] < sup E[E[A(]Y]) | Z,]] = E[A(]Y])] < co.

]

Beweis von Satz 7.24. (X,,)y, ist ein Martingal und nach Lemma 7.25 gleichgradig integrierbar. Nach
Satz 7.23 gilt
X, — Xo =limsup X,, fs.undin L' (P),

n—oo m— oo

X oo ist Foo-messbar.

Es bleibt X, = E[Y | # | zu zeigen. Ohne Einschrinkung sei Y > 0 (ansonsten betrachte Y+,
Y~ separat). Insbesondere ist dann X, > 0 f.s.
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Fir A € Z, sind 11 (A) = E[Xoo14] und pio(A) := E[Y'14] endliche Mafle auf (2, Z., P).
Sei A € #,, ¢ Fo.Danngilt

pn(A) =E[Xoo14] = lim E[X,14] "2" E[Y14] = i2(A).
Da U ey Zm, €in schnittstabiler Erzeuger von %, ist, folgt i1 = jto mit Satz 1.18. O
Bemerkung 7.26. Fiir ein gleichgradig integrierbares Martingal (X, ),, gilt
E[Xo | Z,] = X, fiirallen € N.
Solche Martingale heiflen Doob’sche Martingale.

Lemma 7.27. Sei (X,,),, ein Supermartingal und T eine Stoppzeit mit T < m fs. fiir ein m € N.
Dann ist X7 € LY(P) und es gilt E[ X, | Fr] < X7 fos. Im Falle eines Martingals gilt Gleichbeit.

Beweis. Nach Lemma 7.18 ist (X7, ), ein Supermartingal. Es gile X7 € L1(P), denn X1 = X7,
f.s. Fur A € Fp gilt

Mz

E[(Xn14] = Y E[Xnlan(ron)] <

n=0 R — n
eFn

E[Xnlanrny ] =E [(Z an{Tzn}) 1A] =E[X714].
0 n=0

]

Lemma 7.28. It (X,,),, ein gleichgradig integrierbares Martingal, so ist { X1 | T Stoppzeit} gleich-
gradig integrierbar.

Beweis. Da(X,,),, gleichgradig integrierbar ist, existiert (mit Satz3.33) ein h: [0, 00) — [0, 00 ) konvex
und monoton wachsend mit @ —— ocound E[A(|X,|)] = M < 0. Sei T eine Stoppzeit und
n € N. Es gilt

]E[h(|XT|)1{TSn}] = E[h(|XT/\n|)1{TSn}] 7:27E[h(|E[Xn | ﬁT/\n]Dl{Tgn}]
<E[R(E[Xul | ZranD)Lireny] = E[E[R(X0]) Lireny | Fran]]
<M.

Mit n — oo folgt E[h(|XT|)1{T<OO}] < M, das heif3t

sup E[h(|X7])] £2M < oo.
T Stoppzeit

]

Satz 7.29 (optional-sampling-Theorem). Es sei (X,,),, ein gleichgradig integrierbares Martingal,
Xoo = Um X, und T eine Stoppzeit. Dann ist Xp € LY(P) und es gilt B[ X, | 7] = Xr fos. Ins-
besondere gilt B[ X1 = E[ X | = E[Xo|. Isz S eine Stoppzeit mit S < T, so gilt E[ X1 | Fs] = Xg
fs.
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Beweis. Nach Satz 7.24 gilt E[ X o | %, ] = X, £5. und nach Lemma 7.27 ist
E[Xm | ﬁT/\m] = XT/\m f.S.

Also ist
E[Xew | Zram] = E[E[Xw | Zn] | Fram] = Xram fs.
Seinun A € Zp. Dannist An{T <m} € Fppp,dennfirn e Nogilt An{T <m}n{T <n} =
An{T <mnAn} e Fpn, € F,. Somitgilt
]E[Xoo ]-Am{Tgm}:I = E[E[Xoo]-Aﬁ{Tgm} | ng/\m]]
= B[ X7amLangeny | = E[ X711 anirem) |. (7.2)

Sei ohne Einschrinkung X o, > 0 (sonst betrachte X7, X separat). m — oo in (7.2) mit mono-
toner Konvergenz liefert

E[Xeolan(reoo}] = E[X7Lanr<co} ].
(Alternativ: Verwende dominierte Konvergenz, das erspart die Zerlegung in Positiv- und Negativteil.)

Nach Definition gilt aber auch
E[Xoolan(r-oo}] = E[X1Lan(7-cc} ],
dh E[Xowla] =E[X714].
Sei S < T eine Stoppzeit. Dann ist g ¢ Fp, also gilt
B[Xr | Fs) - E[E[Xuc | 1] | Fs] ~E[Xa| Fs] = X5 fs
O
Bemerkung und Definition 7.30. Sei (X, ),, ein adaptierter Prozess mit X,, € L}(IP) fiir n € N,

Dannist X,, = M,, + A,, mit

My:=Xo, M, =Xo+ Y (X -E[X} | Fi1]),
k=1

AO = 0, An = Z(E[Xk |yk_1]—Xk_1).

k=1
wobei (M,,),, ein Martingal und (A,,),, previsibel ist. Die Darstellung X = M + A als Summe ei-
nes Martingals M und eines previsiblen Prozesses A mit Ay = 0 heifSt Doob-Zerlegunyg, sie ist f.s.
eindeutig.

(X,,)n ist genau dann ein Super- bzw. Submartingal, wenn (A, ),, nicht-wachsend bzw. nicht-
fallend ist.

Beweis. Wir zeigen nur die Eindeutigkeit. Angenommen X = M + A = M’ + A’. Sei
M, =M, -M.=A" - A,.
Dann ist (Mn)n ein previsibles Martingal mit My = 0. Alsoist M,, = My = 0 f:s., denn
M, =E[M, | .F,_1] = M, fs.
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Satz 7.31. Sei (X,,),, ein gleichgradig integrierbares Supermartingal und seien S, T Stoppzeiten mit
S <T. Dann gilt E[ X7 | Fs] < Xg fos.

Beweis. Sei X, = M, + A,, die Doob-Zerlegung. Dann gilt A,, ~ A < 0. Esist
E[|An|] = ]E[_An] = E[Mn - Xn] = ]E[Mn - MO + XO - Xn] < ]E[|Xn| + EHXOH] < C

fiir alle n mit einer geeigneten Konstante C' < oo.

Somit ist (A,,),, gleichgradig integrierbar und damit auch (M,,),, = (X, — A, )n. Also gilt
E[XT | Lg.s] = E[MT | yg] +E[AT | ys] < MS +E[AS | ngs] = Ms + AS = Xs.

[ —
=Mg fs.

7.4 L?-Martingale

Bemerkung 7.32. Sei (X,,),, ein Martingal und ¢:R — R konvex, sodass E[¢(X,,)] fiir alle n

existiert. Dann ist (¢(X,,)),, ein Submartingal, denn

Elo(Xni1) | Fn] 2 ¢ (E[Xni | F0]) = 0(Xn).

Die Aussage gilt ebenso, wenn (X, ),, ein Submartingal und ¢ konvex und nicht fallend ist.

Bericht 7.33. Eine Funktion f:R — R heifdt harmonisch, wenn sie die Mittelwerteigenschaft besitzt:

1 T+a
[@) =5 [ wydy VoeRa>0
a Jz-a
(man fordert auch, dass f lokal beschrinkt und messbar ist, so dass die Integrale stets existieren).
f:R — R heildt subbarmonisch, wenn f(x) < 21 ora ., f() dy und superbarmonisch, wenn

f(x)> £ [ f(y)dy firallex e R,a > 0.

Man kann zeigen: Auf R sind genau die konvexen Funktionen subharmonisch, zusammen mit
Bemerkung 7.32 motiviert dies den Namen Submartingal (und entsprechend auch den Namen Su-

permartingal).

Beobachtung 7.34. Sei (X,,),, ein quadratintegrables Martingal, d.h. X,, € £L2(P) fiir allen € N.
Dann gilt E[ (X}, - X;)(X; - X,,,)] = 0fiiralle 0 <m <[ <k, denn
E[(Xk = X0)(Xi = X;)] = E[E[(Xy - X0)(Xi - Xn) | A1)
= ]E[(Xl m) (B[Xk | 7] - )]
= E[(X; - Xin)(X; - Xi)] = E[0] = 0.

Erinnerung (vgl. Beob. 3.27). | X |, := \/E[X?] ist eine Norm und (X,Y’) := E[XY] ist ein Ska-
larproduke, £2(P) ist ein Hilbertraum (wenn man PP-f.s.-Gleichheit ,herausfaktorisiert®).

Man spricht Beob. 7.34 auch aus als: ,Martingalinkremente Giber disjunkte Zeitintervalle sind ortho-
gonal.“
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Lemma und Definition 7.3s5. Sez (X,,),, ¢in quadratintegrables Martingal.
An = Z E[(Xk - Xk_1)2 | g\k—l]
k=1

ist der eindeutig bestimmte previsible Progess mit Ay = 0, sodass (X2 — Ay, )y, ein Martingal ist. Man
schreibt auch ((X)n)n = (An)n. (X) beifSt quadratische Variation von X. (In der Literatur werden
auch folgende Namen verwendet: Wachsender Prozess, previsible quadratische Variation, Spitzklam-

merprozess von X.)

Beweis. Es gilt:

E[X?H-l - An+1 | yn] = IE:|:()(n+1 - Xn)2 + 2()(n+1 - Xn)Xn + X721 - An+1 | yn]
= IE‘:'[()(n+1 - Xn)2 | yn] - An+1 +XZ + 2XnE[Xn+1 - Xn | yn]

——An -0

S X2 A,

Die Eindeutigkeit folgt aus der Eindeutigkeit der Doob-Zerlegung (Bem. und Def. 7.30). ]

Insbesondere gilt also:

E[X2] = E[X3] + E[{X),] = E[XZ] + gxﬁz[m X))

und
SPE[X2] <o = supE[(X),] < .

Satz 7.36. Sei (M,,),, ein L2-Martingal. Dann gilt:
i) {{M)e < <>o}fcJ {lim M, exz'stz'ert} .
i) Wenn |M,, — M,,_1| < ¢ fiir alle n fiir ein ¢ < 0o, so gilt auch

{lim M, exz'stz'ert} i {{M)o < 00} .

n—oo

117) {(M)oo = oo}fé {(]\]\j—;n — 0}.

Bemerkung 7.37. iii) impliziert das Starke Gesetz der grofien Zahlen fir M,, =Y, +... + Y, mit Y]
unabhingig und identisch verteilt mit E[Y; ] = 0 und Var[Y; ] < oo.

Lemma 7.38 (Kroneckers Lemma). Sez (), ¢ R mit s;, = Zflzl Ty = Seo € R.L20 < b, # o0,
dann gilt 3~ ¥y bz, — 0.
n n—oo
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Beweis von Satz 7.36. Seik € R*.
Sk = inf {n € No | <M>n+1 > k}

ist eine Stoppzeit. Nach Lemma 7.18 und Lemma 7.35 ist (M7, 5~ (M ),ns, )n ein Martingal, also
gilt
sup E[ M2

n/\Sk

1= E[Mo] +sup E[{M)uns,] < oo,

<k
dasheiflt (M;1s, ) ist L2-beschrinkt. Also existiertlim,, M, g, f.s.fiirjedesk € R*. Esgile {(M)o < 00} =
U {Sk = oo} und U {Sk = o0, lim,, M,, s, existiert} c {lim,, M, existiert}, damit gilt 7).
keN keN

Sei K > 0. Tk :=inf {n € Ny | |M,,| > K} ist eine Stoppzeit und es gilt

E[ My, gy ~(M)unty ] = E[MG].

n
—_——
<(K+c)?

Also folgt mit monotoner Konvergenz
E[{M)7, ] =supE[{M)prr, ] <E[MZ] + (K +¢)? < oo.

Demnach ist (M), < oo f.s. und es gilt

P {lim M, existiert} N{{M)e = 0}

n—oo

cUgen{Tr=00}

<2 (U (Tic = o) 1 (M) = 0} (D} <20} ) -0

KeN
Also giltiz).
Weiter sei TR
W= =2 L (14 (M) e M),.
Y T - (s ) o)
Nach Lemma 7.10 ist (W}, ),, ein Martingal und es gilt
1 (M)y = (M)na
E[(W,, - W,_1)?| Zp1] = ———=E[(M,, - M,_1)* | Z,1] = -
[( 1) | 1] (1 N (M)n)2 [( 1) | 1] (1 i <M>n)2
(M) +1) - ((M)na+1) 1 1
T (T (M)A + (M) 1+(M),.y  1+(M),
Also gilt
(W)eo = lim (W)y < limsup ]zV: ( ! - L ) <1
N0 Nooo pog ML+ (M) 1+(M), /"
und somit W,, - W, fs. nach i). Wihle nun b,, = 1 + (M),, und x,, = % in Lemma 7.38,
dann folgt Zz:l bkxk = Zz:l Mk - Mk—l = Mn - M(), d.h. ZZZ) gilt. O]
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Im Folgenden sei (X, ), ein stochastischer Prozess mit Werten in R und
X = max Xy, [X[7 = max [ XG.
Lemma 7.39. Sei (X,,),, ¢in Submartingal und X\ > 0. Dann gilt
AP(X > \) <E[Xp1ixoon ] <E[[ XL ]| (SE[X]]).
Beweis. SeiT :=inf {k € Ny | X}, > A} A n. T ist eine beschrinkte Stoppzeit und es gilt mit Korol-
lar 7.19

E[an{X;;z)\}] + E[an{X;;O\}] =E[X,] 7219 E[X7] = E[XTl{X;;zA}] + E[XTI{X;;</\}]

> AP(X; > A) + E[ X, 1 xean -

[
Satz 7.40 (Doobs LP-Ungleichungen). Sez (X,,),, ein Martingal oder ein nichtnegatives Submartin-
gal.

i) Firp > lund X\ > 0 gilt N’P(|X|;, > X)) <E[|X,.[7].

i) Firp > 1git E[1X,p] <E[(X[:)7) < (32) E[X.P)

Bemerkung. Fiir ein £2-Martingal gestattet dies, E[ (|.X |2 )?] durch E[(X'),, ] zu kontrollieren, denn
E[X2] =E[X2] +E[(X),].

Beweis von Satz 7.40.

(| X, [P), ist ein Submartingal, also folgt die Aussage durch Anwenden von
Lemma 7.39 auf (| X,,|P).

ii) Seic> 0. Esgilt:

| X1} Ac c
E[(|X]|:Ac)P]=E [[0 pAP d)\] =E [[ p)xpfll{\xmzx} d)\]

Fubml[ PAIP(X]E 2 A) d,\</ pAP” 1 E[| X1 qxp50 ] dA

i) [ |- 1E[|Xn|<|X|;;Ac>p-1]
=

Holder " p-1 1
< ——FE[(IX[;, A o)f] 7 E[|X,]7.
Fiir ¢ — oo folgt mit monotoner Konvergenz

E[(1X]7)] Spp E[(|X];)7] B[ X,P]

und durch Umstellen und Potenzieren dieser Ungleichung erhilt man

BT < (25 ) BUXP

3=
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Korollar 7.41 (cine Form der Kolmogorov-Ungleichung, vgl. Satz 4.8). X, X5, -+ € L2(PP) un-
abhéingig, E[ X, ] =0, S, := X1 + -+ X,, (So := 0). Es gilt fiirx >0
c Var[Sn]‘

> l‘2

P(max{|Sk|: 1<k <n}>2)
Beweis. (\Sy,)y, ist ein Martingal (siche Bsp. 7.7, 1)), Satz 7.40, 7) liefert

2
P(max{|S|: 1<k <n}>z)< ]EEC—“Z”].

7.5 Zum Satz von Radon-Nikodym

Sei (S, &) ein messbarer Raum, 1, v Mafle auf (S, .@7). v ist absolut stetig beziiglich y, geschrieben
v << 1, wenn fur jedes A € o7 gilt

w(A)y=0 = v(A)=0.
Wenn v eine Dichte beziiglich y besitze (v = hj, also v(A) = [ 14hdp miteinem b : S - R,
messbar, vgl. Def. 3.16), so gilt oftenbar v << pu.

Satz 7.42 (Eine Form des Satzes von Radon-Nikodym3). Sez (S, o) separabler messbarer Raum (d.b.
of =0(Ay, As, ...) ist abziblbar erzeugt), ji, v endliche MafSe anf (S, /) mit v << p. Dann gibt es
einh >0, h e LY(p) mitv = hy.

Beweis. O.E.sei u(S),v(S) > 0, dann sind P(+) := u(-)/u(S), Q) = v(-)/v(S) Wmalle auf
(S,47) mit () << P und es gentigt zu zeigen, dass () = X P fiirein X € L}(P).

Wir beobachten zunichst:
fiire >0gibtesd >0mit P(B)<d = Q(B)<e ()
Wenn (*) nicht gilte, so gibe es B,, € &7 und ein £ > 0 mit

P(B,)<2" neN,  infQ(B,) > e

Dann gilte fiir C' := limsup,,_,, B, = N U By, einerseits P(C') = 0 mit Borel-Cantelli, anderer-

n m2n

seits wegen inf ey Q( Umsn Bm) > g auch Q(C') > g im Widerspruch zu () «< P.

Sei
ﬁn = O'(Al, Ce 7An) = {le, - '7Cn,mn}

(mit S = U Cpg, O # @), fiir w € S setze

Q(Cn,k)
Xo(w) = { P@u “€ Cppund P(Cp i) > 0,
0, we Cppund P(Cyy) = 0.

*Johann Radon, 1887-1956; Otton Nikodym, 1887-1974
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X, > 0ist #,-messbar, X, € L1(P) mit Ep[ X, ] = 1 und fiir B € %, (d.h. B = UJ;c; Cy, fiir ein
Jc{l,...,my,})ist

Ep[X,15] =Y Ep[X,1c,,]=>.Q(Cy; ) = Q(B),

jed jed
d.h. X, ist die Dichte von )| #, bzgl. P|z,.

Offenbar st (%, ), eine Filtration, fiir B’ € .Z,, (¢ Fp11)istEp[X,111p/] = Q(B') = Ep[ X, 15/]
nach obigem, d.h.
EP[XTH-l | ﬁn] = Xy (fs)

(X,)n istalso ein nicht-negatives (P-)Martingal.

Zeige: { X,,, n € N} ist gleichgradig (P-)integrierbar.
Zu e > 0 wihle § > 0 gemif (), setze M := 1/6, dann gilt fiir jedes n € N

1

P(X, > M) < —Ep[X,] =0,

mit (*) also

Ep[Xnlix,om] = Q(X, > M) <e.

Mit Satz 7.23 gibtes Xoo € L1 (P) mitEp[Xo] =1und X, =E, [ X | #,] > X fis.und in
L1(P).
X, leistet das Gewiinschte: Das WmaBl Q(A) = Ep[Xoo14], A € o erfiille

Q(B) =Ep[Xolp] =Ep[X,15] = Q(B) falls B € .%, fircinn e N,
dh. Q = Q aufU,, %, (und dies ist ein N-stabiler Erzeuger von 7). Mit Satz 1.18 folgt () = Q. O

Bericht 7.43. 1. Man nenntdie Dichte h von v = hpibeziiglich 1t auch die Radon-Nikodym-Ableitung
(von v beztiglich £1) und notiert dies auch als g—; =h.

2. Satz7.42 gilt genauso, wenn o und v o-endlich sind (zetlege S’ = (J, Sk, so dass pu(.Sk ), ¥ (Sk) < oo,
dlg, v

dlsku )

Auch auf die Forderung, dass &7 einen abzihlbaren Erzeuger besitzt, kann man verzichten, siche

z.B. [Wi, Ch. 14.13].

dann gibt es jeweils
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Kapitel 8

Zum zentralen Grenzwertsatz

8.1 Zu charakteristischen Funktionen und schwacher Konver-

genz

Definition 8.1. 1 endliches Maf auf (R, B(R)), die Funktion
0:R=>C, o(t)= [ e p(dw) ( = fcos(tx)u(da:) +1 [Sin(tx)u(dx))
R R R

(mit ¢ = v/~1 der imaginiren Einheit) heif$t die charakteristische Funktion von pv (man schreibt oft
auch ¢ = ¢, um die Abhingigkeit von f1 zu betonen).

Fiir cine recllwertige ZV X (definiert auf cinem W’raum (€2, %, P)) heifit
ox R—=>C, ox(t)= E[e“X]
die charakteristische Funktion von X (d.h. formal o x = ¢ (x)).
Lemma 8.2. Sei p = px die charakteristische Funktion einer reellen ZV X. Es gilt
) lo()] < p(0) =1
11) «p ist gleichmdfSig stetig anf R
) o x(t) = px(t)
v) @axp(t) = epx(at) fiira,beR
v) X undY unabhiingige reelle ZVa = @x.y (t) = ox(t)py ()
Beweis. Wir notieren j1:= Z(X).
) Lol [ e u(dn) = [ 1u(dr) = u(®) =1

eit:ﬂ

84



77) Seie > 0. Wihle 0 < M < oo mit ,u([—M, M]C) <e/4und § > 0 so klein, dass
sup{|eiy -1y eR, |yl < 5} < &/2,dannist fiir t1, t5 € R mit [t; — to| < §/ M

\w(tl)—w(h)lS/ﬂ%leitlm—eitzx\u(dx)=A\eitQE\'\ei(tl‘tQ)w—1\u(dw)

. 19 g
g2f 1u(d +f i2)e 1| )y (de) < 25 + Sp([-M, M]) <
R VICD) [_M,M]Ie | i(dz) <27+ S ])<e

i#) ¢ x(1) = E[¢ Y] = B[eTX] = B[] = 3 (1)

(zerlege die Erwartungswerte jeweils in Real- und Imaginirteil)
l'v) Es ist SDaXer(t) — E[eit(aX+b)] — eith[eitaX)] — e“bcpx(at)

U) <PX+Y(t) — E[eit(X+Y)] — E[eitXeitY] — E[eitX] . ]E[ez‘tX] = px (t)(py (t),
da der Erwartungswert fiir Produkte unabhingiger ZVn faktorisiert. O]

Beispiel 8.3. 1. @5, (1) =1
2. PBer,(t) =pe +1-p

3. PBin,,, (1) = (pe“ +1 —p)n

A
A—it

4. SOEXP,\ (t) = A eitr)\e—kw dx =

5. Fiir Z ~ N1 ist oz(t) = exp(—t?/2), ein etwas Jhemdsirmeliges Argument dafiir ist

1 co 9
t =—f et e 2 dyg:
0= )
e} 1
_ —t2/2f 1 ig\2 -
=e exp r—it))dr=e
oo Om ( 3 ( ))

(man kann den Integranden in der zweiten Zeile als die ,,Dichte einer Normalverteilung mit
Erwartungswert 7t interpretieren, die Identitit kann z.B. mittels Cauchy’schem Integralsatz

bewiesen werden).

Ein ,unanschauliches®, aber ,rein reelles Argument: Es ist

1 o 1 o
wz(t) = Nor _[Oo e 2 = T [oo cos(tx)e ™ 2 dx

(wegen Symmetrie ist [ sin(tx)e *"/2dz = 0), also

1 o0 1 o
Py () = E [Oo - Sin(tx)e_“'z/Q dx = —E /:oo tCOS(tx)e_xQ/z dr = —tpz(t)

85



wobei wir fiir die erste Gleichheit unter dem Integral ableiten (man Gberzeugt sich, dass die
Voraussetzungen von Satz 3.36 erfiillt sind) und fiir die zweite Gleichheit partielle Integration
verwenden (beachte (d/dx) e=2°/2 = —ze~2"/2). Somit

jt(#?z(t)@t 12) = oy (1)e + g (t)te 1 = 0

d.h. fiir jedes ¢ € Rist oz (t)et”/2 = p(0)el = 1.

Satz 8.4. (1 endliches MafS mit Verteidlungsfunktion F,, (d.h. F,(z) = p((—oo, x]) ) und charakteri-
stischer Funktion ,,, dann gilt fiir —oo < a < b < oo

) 1 T e-ita _ o—ith

tim o= [ (1) de = p((0.6)) + g {a)) + a( (D)

1
= §(Fu(b) +F,(b-)) - §(Fu(a) +F,(a-))  (81)
Korollar 8.s. Insbesondere gilt fiir endliche MafSe i, i anf R
p=p <<=  Qu=¢p

denn p,, = o impliziert mit Satz 8.4, dass u((a,b)) = /’I((a,b))ﬁ‘iralle a,be C={reR:
pw({z}) =n({x}) =0} und R \ C ist hichstens abziblbar.

Beweis von Satz 8.4. FirT > 0 sei

T p-ita _ p-ith T op-ita _ gt T
Ip:= / —pu(t)dt = f / ————e"™ u(dx) dt = / / fap(t,z) pu(dx)dt
-T it -7 JR it -T JR™

mit
e —ita _ e —ith b ) .
fab(t .QT) — ” eztz — [ 6—zty dy B eztx
] a

(somit | fu (£, 2)| <b—aund [ [ |fas(t, 2)| p(dz) dt < 2T(b - a)u(R) < oo).
Mit dem Satz von Fubini (vgl. Satz 5.2) folgt

T git(z—a) _ pit(z-b) N
I = f f _ dt p(dz) = f Jap(T, ) p(dx) (8.2)
R J-T i R

wobei

T eit(z-a) _ pit(z-b)

aslT )= ./T it at
_ ichos(t(x a))—cos(t(a: b))d fTsm(t(:zt a)) sm(t(x b))

T

o0+ 2—/‘Tsm t(x - a)) gt — 2fTsm(t(x b))

denn fiir festes x € Rist ¢ — ( cos(t(z —a)) — cos(t(x - b)))/t eine ungerade Funktion von ¢ und
t —sin(t(z - a))/t, t = sin(t(x - b))/t sind gerade Funktionen.
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Mit
1, y>0
, . v sin(t) y
sign(y) =40, y=0 und Si(y) := /0 — dt firy>0
-1, y<0

(man nennt Si(+) auch den ,Integralsinus®) ergibt sich daraus mit Substitution

fan(T, ) = 2sign(z — a) Si (T|a: - a|) - 2sign(x - b) Si (T|:z: - b|) (8.3)
Es gilt
Si(y) — 5 (8.4

damit folgt aus (8.3)
sup ‘fa,b(T,x)| =(C<oo
R

T>0,xe

und fir z € Rgilt

0, fallsz<aoderx>b
J?;,b(T, ) sl U fallsx = aoderxz =b (8.5)

27 sonst,d.h.fallsa <z <b

Somit folgt die Behauptung (8.1) aus (8.2) und (8.3) zusammen mit dem Satz von der dominierten
Konvergenz (vgl. Satz 3.13).

Behauptung (8.4), das Limesverhalten von Si(-), ist eine Aussage aus der Analysis, siche z.B. [Du]
oder [Wi, Exercise E.16.1]. Hier der Vollstindigkeit halber ein knappes Argument:
Fira > O ist

/a sin(x) dx:fafooe_mysm(x) dydxzfoo[ae—wysin(x) dz dy
A o Jo o Jo

(beachte, dass [, [ [e¥sin(z)|dydz = [)'|sin(z)| ;" e dydx = [ |sin(z)|/zdz < oo
gilt, da (0, 00) 3 2 ~ sin(z)|/x beschrinkt ist; daher ist die Anwendung des Satzes von Fubini
gerechtfertigt). Weiter ist

a -TY —TY Q1 r=a 1 —ay
f e sin(x) dr = [ _ etveos(w) +ye v sin(z) ] = — (cos(a) + sin(a))e—
0 1492 =0 1+ y? 1492
e 1 Yy=00 s
fo ) dy = [arctan(y)]y:(] =5
[T costa) + sin(@))- =g dy <2 [ eva 2
a) +sin(a < e =—
0 1+92 Y 0 Y a
und insgesamt
[, |2
0 T 2 a
Mit a — oo folgt (8.4). ]
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Lemma 8.6. Sei X reelle ZV mit B[ X | = i, E[ X?] = 0% < o0, soist

1
ox(t) =1+itp— 592152 +e(t)t? (8.6)
wobei
t
()] < E[LG'|X|3 A |X|2] — 0 (8.7)

Beweis. Fury e Rist
. y .
e’ — (1 +1iy — %yQ) = / 1% (y - 5)*ds =t R(y)
0

Einerseits ist

W1, . . [yl 1 rll
B < [ 5 =) ds =5 [ (l-s)'ds =5 [ s ds= 2P

andererseits ist mit partieller Integration

y . = y y ‘
fo ie"(y - s)*ds = [e’s(y—s)z]s:g—fo e®2(y-s)(-1)ds = /(; 2(y—5)(e”—1)ds
[ ——
=—y?=— [ 2(y-s) ds

auch

1 Y. s 2 Y is Yy 9
|R(y)|=§ fo ie"(y —s)°ds SA (y—8)|e —1‘ds£2f0 (y—s)ds =y

und insgesamt

1
[R(y)| < Glul Ay
Setzen wir y = t.X ein und bilden Erwartungswerte, so folgt
‘E[e“x] ~E[1+itX - %ﬂXZ]‘ <E[|R(tX)|] < t2E[%||X|3 A |X|2]
Il

Satz 8.7. Seien i, n € N WmafSe auf (R, B(R)) mit zugeborigen Verteilungsfunktionen F,, und
zugehorigen charakteristischen Funktionen oy, es gelte fiirt € R

en(t) — ¢(t) (8.8)

fiir eine gewisse Funktion o : R — C, die stetig in t = 0 ist. Dann ist p die charakteristische Funktion
eines (eindeutig bestimmten) WmafSes |t auf R und die Verteilungfunktion F von | erfiillt

Fo(x) — F(x) fiirjeden Stetigkeitspunkt x von F (8.9)
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Satz 8.8. Seien i, n € N WmafSe auf (R, B(R)) mit zugehirigen Verteilungsfunktionen F,,. Dann
gibt es eine Teilfolge ny, /1 00 und eine nichr-fallende, rechisstetige Funktion F R — [0, 1] mar

F,, (x) e F(z) fiirjeden Stetigkeitspunkt x von F (8.10)
Wenn zudem gilt
lim sup (F,(-M)+1-F,(M))=0 (8.11)
% neN

so ist F die Verteilungsfunktion eines WmafSes o anf (R, B(R)).

Bewers. Wir zeigen zunichst mittels eines Diagonalfolgenarguments, dass (8.10) fiir x € Q erreicht
werden kann: Sei Q = {q1, ¢z, . .. } eine Aufzihlung.

* Offenbarist (Fn(ql ) )nEN c [0, 1] relativkompake, wihle eine Folge (111 1 ) key € Nmitmy 7 oo

00, 50 dass gilt limy 0 Fr, , (q1) =t H(q1).

. (le’k(qQ))keN c [0, 1]ist relativkompake, wihle eine Folge (72, ) ke € {11, m1,2,m1 3, . . .
Mit Mo g oo 00, 50 dass gilt limy oo Fipy ) (q2) =0 H(g2) (und nach Konstruktion gilt
auch limy oo Finy, (q1) = H(q1)).

* Wir iterieren diesen Gedanken: Im j-ten Schritt wurde eine Folge (17 ) key mit m 1/ ooo
oo gewihlt, so dass gilt

%L%Fm]k(QZ):H(QZ) fir 6:172773

Da auch (ij,k (ge))ken € [0,1] relativkompake ist, kdnnen wir eine Folge (741 )ken C

{mj1,m;2,m;js,...} wihlenmitm, 1 /oo 00,s0dasszusitzlich giltlimy,_, o Fojas (gjs1) =

H(Qj+1), etc.

* Wir setzen ny, := my, i, so gilt
I}im F..(q)=H(q)€[0,1] firqgeQ
und die Funktion H : Q — [0, 1] ist nicht-fallend (denn dies gilt fiir jeden Approximanden).

Setze nun
F(x) :=inf {H(q) :qeQ,q> :U} firreR (8.12)

Nach Konstruktion ist F': R — [0, 1] nicht-fallend, zudem zsz F rechtstetig: Sei z € R, zue > 0 gibt
es nach Definition ein qq = qo(z,€) € Q N (z,00) mit F(z) < H(qo) < F(z) + . Fiiry € [x,qo)
ist daher F'(z) < F(y) < H(qo) < F(z) +e.

Wir priifen, dass fiir dieses F' die Behauptung (8.10) gilt: Sei z € Rund ¢ € Q n (z, 00), so gilt

limsup F,, (x) <limsup F,,, (¢) = H(q)
k—oo

k—oo
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Nehmen wir auf der rechten Seite das Infimum iiber alle ¢ € Q N (, 00), dann folgt (stets)

limsup F,,, () < F(x)

k—o0

Sei nun x ein Stetigkeitspunkt von F' (beachte, dass I als beschrinkte, nicht-fallende Funktion
hochstens abzihlbar viele Unstetigkeitsstellen haben kann), d.h. zu e > 0 gibtes h = h(x, ) > 0 mit
F(z) < F(z-h)+e.Wihleqe Qn (z - h,x), so folgt

hiriglfF"k(x) > “iﬁi,?ank(Q) =H(q)>F(x-h)>F(x)-¢

mit e | 0 ergibt sich (8.10).

Wenn zusitzlich (8.11) gilt, so gibt es zu jedem € > 0 ein M = M (&) mit
F(-M)<e und F(M)>21-¢

d.h. es gilt
lim F(z)=0 und lim F(z)=1

r—>—00

und Fist tatsichlich die Verteilungsfunktion eines W’maf3es (vgl. Erinnerung 1.26 und Satzr.27). [

Lemma und Definition 8.9. Seien ji,,,n € N und o W’mafe auf (R, B(R)) mit zugehirigen Ver-
teidlungsfunktionen F,, bzw. F. Dann sind dquivalent

i) F,(x) — F (z) fiir jeden Stetigkeitspunkt x von F

1) f gdp, — f gdp  firjede stetige und beschrinkte Funktion g anf R

Man sagt dann, dass die Folge |1, schwach gegen |v konvergiert und schreibt dies auch als
o == oder Hn — 2

Bericht. Die Bezeichnung ,schwache Konvergenz® fiir den Sachverhalt aus Definition 8.9 ist in der
Stochastik iiblich, in der Funktionalanalysis wiirde man dies eher als ,schwach-*-Konvergenz* be-
zeichnen.

Sprechweise 8.10. Seien X, X, X», ... reelle Zufallsvariablen (die nicht notwendigerweise alle auf
demselben Wahrscheinlichkeitsraum definiert sein missen). Man sagt, die Folge X, konvergiert in
Verteilung gegen X, wenn L(X,) - L(X) giltund notiertdiesauchals X, £, X oder X, 4 x

n—oo n—00
oder X,, — X.

Gelegentlich schreibt man auch X, 4, p bzw. X, ==, wenn p1 = L(X) und X unspezifi-
ziert bleibt.

Beweis von Lemma 8.9. Wir zeigen nur ,z) = 77) (nur diese Richtung wird hier im weiteren Verlauf
benotigt): Sei U ~ Unif[g 13, setze

X, =inf{reR:F,(x)>U}, neN
X:=inf{zxeR: F(x)>U}
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dann gilt
X~ pn,neN und X ~p

Mit D = {F'(x), F'(x-) : x ist Unstetigkeitsstelle von F'} u {0, 1} gilt
{U¢ D} c{X, > X firn - oo}

und da F" hochstens abzihlbar viele Unstetigkeitsstellen hat, ist D abzihlbar und P(U € D) = 0.
Folglich gilt X,, - X fast sicher und fiir g € C,(R) ist

fgdun— [9(X)] — E[g(X)] = fgdu

mit dem Satz von der dominierten Konvergenz.

Fir die Umkehrung ,47) = 7) approximimiert man Indikatorfunktionen von Halbintervallen
auf R geeignet durch stetige Funktionen, siche die (Lehrbuch-)Literatur. [

Beweis von Satz 8.7. Zeige: Die F, erfiillen Bedingung (8.11) aus Satz 8.8: Esist fiirn e Nund t € R

On(t) + on(-t) = /ﬂ% 2cos(tx) pn(dr) € [-2,2]

und daher auch (%) + p(-t) € [-2,2].
Stetigkeit von ¢ in 0 bedeutet

Wes0:30>0: Yiwithl|t| <0 : |1—go(t)‘<z
Fixiere € > 0, es gibt ein § > 0 mit
1 9 €
0§—f 2~ () — (1)) dt < =
< [ e - e(-n)de<

demnach folgt aus Annahme (8.8) und dominierter Konvergenz, dass es ein ny = ng(e,9) gibt, so
dass fiir n > ny gilt

> %[05 (2= u(t) - pu(—t)) dt

1 b itx 1 b itx
:5[6([1@1_6 ,un(da:))dt:‘/Rg[(sl—e dt p, (dz)

(verwende den Satz von Fubini fiir das letzte Gleichheitszeichen). Weiter ist

" cos(tx sin(tx)t=0 sin(dz *
5/1 G gt =2 f (t)dt— -| (S(t )]t =2(1- 5(93 ))22(1-é)

folglich fur n > ng

€>/2 m pm dx) > / Cossagh 1t (dz) = pn ({2 : 2| > 2/6})
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Wihle M € (0, 00) mit

dann gilt insgesamt mit M := M’ v 2/§

sup pun ([-M, M%) <€

neN
da € beliebig klein gewdhlt werden kann, folgt Bedingung (8.11) aus Satz 8.8.
Wir kénnen nun mit Satz 8.8 eine Teilfolge s, # 0o und ein W’mafd i mit Verteilungsfunktion
F wihlen, so dass
F,, (x) = F(z) fiirjeden Stetigkeitspunkt x von F
Mit Lemma 8.9 gilt dann auch

f g djitn, e f gdp  fir jede stetige und beschrinkte Funktion

insbesondere gilt @, (t) = [ € u(dzx) = ¢, (t) fiirjedes t, d.h. ¢ = ..
Falls (8.9) nicht gilte, so miisste es einen Stetigkeitspunkt z von F), ein € > 0 und eine (andere)
Teilfolge m; ~ oo mit

j—>o0

|Frj) - F(z)| 2 fiiralle j

geben und wir kdnnen wiederum mit Satz 8.8 (ggfs. durch Ubergang zu einer Teilteilfolge) annehmen,

dass es ein W’maf 77 auf R mit Verteilungsfunktion F' gibt, so dass
Fo,(z) — F(x) fiir jeden Stetigkeitspunkt z von F°
Jj—o0

und mit Lemma 8.9 gilte dann auch ¢, (t) — @z (t). Damit wire aber ¢,, = ¢ nach Vorausset-

zung, mit Korollar 8.5 also /i = 1z und insbesondere F = F, was einen Widerspruch ergibe. ]

8.2 Zentraler Grenzwertsatz (in R!)

Satz 8.1x (,,Zentraler Grenzwertsatz*). Seien X1, Xo, ... u.i.v. reelle ZVn € L? mit 0 = Var[ X;] €
(0, 00), dann gilt fiir —oo < a < b < oo

X +-+X,-nE[X
LAt nE[ ﬂgb):P(aSZSb) mit Z ~ Ny 1.

lim P(a <

n—>00

no?

Mit Sprechweise 8.10 ist die Aussage von Satz 8.11, dass die Folge der (normierten und standardisierten)
Partialsummen (X + -+ X, - nE[ X, ])/Vno? in Verteilung gegen die Standardnormalverteilung

konvergiert.

Beweis. Wir kénnen im Folgenden o.E. E[ X ] = 0, Var[ X ] = 1 annchmen, ansonsten betrachten

wir

% o XioElX)]
Var[ X/ ]
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Die ZV

hat charakteristische Funktion
it
vn

mit Lemma 8.6 also fiir jedes ¢ € R (wobei |e(n~1/%t)| - 0 mit n — oo)

(0= (06w 0) =B [T 1750 -

12 12 -1/2¢
e G0

v ()= (1= 5+ —5—) = exp(~*/2)

und die Behauptung folgt aus Satz 8.7.
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