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1. Aufgabe a) Unter Py, € © = (0, 00) seien X1, ..., X,, unabhiingig und uniform verteilt auf (0, ). Zei-
gen Sie: Dieses Modell hat monotone Likelihood-Quotienten beziiglich der Statistik 7' := max{ X7, ..., X,}.

b) Unter Py, ¢ € © = R sei X Cauchy-verteilt mit Lageparameter 9, d.h. die Dichte beziiglich des Lebesgue-

MaSBes ist 71 (1 + (z— 19)2)71. Zeigen Sie: Es gibt keine Statistik 7', beziiglich der dieses Modell monotone
Likelihood-Quotienten besitzt.

2. Aufgabe In einer Urne befinden sich N Kugeln, darunter eine unbekannte Anzahl ¢ € {0,1,..., N}
weife, die iibrigen sind schwarz. Sei ¢¥g € {1,..., N}, a € (0,1). Sie mochten die Nullhypothese Hy : ¢ > Yo
gegen die Alternative H; : ¥ < ¥y anhand der Beobachtung von n Ziigen ohne Zuriicklegen testen. Geben
Sie einen gleichméfig besten Test zum Niveau « an.

Sei N = 1000, %9 = 750, a = 0.01. Wie gro3 muss n mindestens sein, damit die Macht des Tests bei
jedem ¥ < 700 mindestens 0.99 betragt?

(Hinweis: Zeigen Sie, dass die Likelihood-Quotienten als Funktion der Anzahl beobachteter schwarzer Kugeln
monoton wachsen.)

3. Aufgabe Nehmen wir an, der Gehalt X (in pg/L) an Patulin (einem Schimmelpilzgift, das in verfaultem
Obst vorkommt) in Flaschen einer bestimmten Sorte Apfelsaft sei normalverteilt mit unbekanntem Mittelwert
m und unbekannter Varianz v. Vor Versand einer Lieferung testet der Produzent die Hypothesen

Hy:m<mg gegen Hi:m >my

mit einem 7T-Test zum Niveau a = 0.01 mit einer Stichprobe der Grofie n = 5, wobei mg = 50 der von der
WHO empfohlene Grenzwert ist. Die Charge wird nur ausgeliefert, wenn der Test Hy nicht verwirft.
Eine Verbraucherorganisation testet mit demselben n und « mittels eines 7-Tests

Hl:m>my gegen Hi:m <my

mit dem Schwellwert m; = 40 und fordert, nur solche Chargen zum Verkauf zuzulassen, fiir die ihr Test HY
ablehnt.

a) Beschreiben Sie inhaltlich die méglichen Fehlentscheidungen der beiden Tests. Plotten Sie (beispielsweise
mit dem R-Befehl curve) die Giitefunktionen der beiden Tests als Funktion von m fiir v = 5 und v = 10.

b) In einer Stichprobe der Grofie n = 5 wurde ein empirischer Mittelwert von T = 52.5 und eine korrigierte
Stichprobenvarianz von v* = 8.7 beobachtet. Zu welchem Ergebnis kommen die beiden Tests jeweils?

c) Wie grof3 miisste n sein, so dass bei beobachtetem (Z,v*) = (52.5,8.7) in einer Stichprobe der Gréfie n
sich die Antwort aus b) dndert?

4. Aufgabe (zweiseitiger x?-Test) Wir betrachten im Gauf’schen Produktmodell mit unbekanntem
Mittelwert m € R und unbekannter Varianz v > 0 das zweiseitige Testproblem Hy : v = vg gegen Hy : v # vp.
Ein naheliegender Vorschlag ist folgender Test (V* sei die korrigierte Stichprobenvarianz):
n—1
Vo
(mit ¢q, co, die in Abhéngigkeit von dem gewiinschten Niveau o gewihlt werden).

V* < ¢9, sonst verwerfe H

akzeptiere Hy, wenn c¢; <

a) Bestimmen Sie die Giitefunktion dieses Tests bei gegebenem n, ¢1,ce. Wie mufl man zu gegebenem
Niveau « € (0,1) die Schwellwerte ¢1, co wihlen, so dass der resultierende Test unverfiilscht ist? Liefert die
,haive“ Wahl «a n—1
V* < Cl) = 5 = P(m,vo) (U—V* > Cl)
0

n—1

c1,Cco so dass P(WUO)(

einen unverfilschten Test?
(Hinweis: betrachten Sie die Ableitung der Giitefunktion an der Stelle v = vy.)
SUDPeR >0 p((ziil_’v)(Xl, o Xn)

b)* Betrachten Sie einen auf dem Likelihood-Quotienten R := 0
SUP,,cRr p(mwo)(Xl, ooy Xn)

beruhenden Test ¢ = 1;p~.}. Wie pafit er zu a)?




