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Aufgabe 3.1

a) Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen, ob sie injektiv, surjektiv oder bijektiv
sind. (Begriinden Sie Ihre Antwort!)

f:R—=R g:R— R? h:R% - R?
f@)=20-3  gl@)=(1,20-3)  h(z1,22) = (23,2}).

b) Bestimmen Sie, welche der folgenden Kompositionen von Funktionen existieren, und
geben Sie fiir diese Kompositionen die Vorschrift fiir F; explizit an:

Fy:=fog, Fy:=gof, Fy:=hof, Fy:=goh, Fs:=hog, Fs:=hoh.

c) Falls Fj existiert, beschreiben Sie die Bildmenge von Fj.

Aufgabe 3.2 Essei f:R— R, z— %m

a) Begriinden Sie, warum f eine Funktion ist.

b) Berechnen Sie f(R) und f(A), wobei A={x e R|—1 <z <1} ist.

c¢) Berechnen Sie f~({1}) und f~!(B), wobei B = {z € R|0 <z < 1} ist.
d) Ist f injektiv, surjektiv, bijektiv? (Mit Begriindung!)

Aufgabe 3.3 Beweisen Sie die folgenden Aussagen mit vollsténdiger Induktion.

a) n? — 1 ist fiir alle ungerade 3 < n € N durch 8 teilbar.

. 1 1
E I > 9
b) 2 m—1)m 1 - fiir alle n > 2

1 1
C n<l4+—+4+---+—Tfiirallen &€N.

Aufgabe 3.4 Dreieckszahlen >

(o] (el e]
O oo [elNele]

(i) Betrachten Sie die sogenannten Dreieckszahlen D,,: D; =1, Dy =3, D3=6, ...
Zeigen Sie, dass D,, = Sn(n + 1) ist.

(i) Berechnen Sie 13, 13 + 23, 13 4+ 23 + 33, etc. Stellen Sie eine Vermutung iiber das
Verhéltnis der Summen 12 + - - - + n3 zu den Zahlen D,, auf.

(iii) Beweisen Sie Ihre Vermutung mit vollsténdiger Induktion.
Aufgabe” 3.5 Welche der folgenden Relationen sind Funktionen von A nach B?
(i) A=B=1{2,4,6}, R ={(2,2),(4,4),(2,6)}.
(i) A=B=R, R = {(z,y) € R? |z =4?}.
(i) A=B =R, R={(z,y) € R?|y =2?}.

Bestimmen Sie Definitionsmenge und Wertemenge der Funktionen.
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Aufgabe” 3.6 Gegeben sei die Abbildung
f:{-2,0,1,2,3} = {-16,-1,0,1,4,16,81,256} durch z s z*.

Bestimmen Sie die folgenden Mengen:

f({oa 3})’ f({*zv 2})7 f_l({*l&o’ 16})> f_l({*la 4’ 256})a f_l({*L 1781})'

Aufgabe” 3.7 Essei A = {z € R| — 2 < 2 < 2} und sei die Funktion f : A — R gegeben
durch f(z) =

(i) Bestimmen Sie f~! ({2}) und f~!(B), wobei B = {z € R|z > i}.
(ii) Bestimmen Sie die Wertemenge f(A).
(iii) Ist f injektiv, surjektiv, bijektiv?
Aufgabe” 3.8 Es scien zwei Funktionen gegeben

fR—>R g:R— R?
N I z = (1,22).

Bestimmen Sie, welche der Kompositionen existieren, und geben Sie fiir diese Komposi-
tionen die Funktionsvorschrift explizit an:

fog, gof, fof, gog.

Aufgabe” 3.9 Zeigen Sie: v/3 ¢ Q. Zeigen Sie allgemein fiir eine Primzahl p, dass
VP ¢ Q. (Hinweis: Benutzen Sie Existenz und Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung.)

Aufgabe” 3.10 Beweisen Sie die folgenden Identitéiten:

— n
(x—1 Z = 2" — 1, insbesondere » 2% =2(2" - 1).
k=0 k=1

n

b)Z;k_ undz2k: n—:2

k=1

Aufgabe® 3.11 Induktion
a) Zeigen Sie, dass 2n® + 4n fiir alle n € N durch 6 teilbar ist.

b) In der Vorlesung wurde die folgende Formel bewiesen:
2, 92 2 1
1°4+2°4+ ... +n° = 6n(n+1)(2n+1).

Konnen Sie aber, ohne diese Formel zu benutzen, zeigen, dass n(n + 1)(2n + 1)
tatséchlich fiir alle n € N durch 6 teilbar ist?

c) Ermitteln Sie die Anzahl d,, der Diagonalen (Verbindungsstrecken zwischen zwei
Ecken, die keine Kanten sind) in einem ebenen n-Eck fiir n > 4. Beweisen Sie Thre
gefundene Formel.

Aufgaben und Aufgabenteile mit # werden nicht korrigiert und miissen nicht abgegeben werden.



