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1. Bosonische Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren (12 Punkte)
(a) (2 Punkte) Sei

|N1, N2, . . .〉 ≡
∞∏

k=1

1√
Nk!

(a†
k)Nk |0〉

ein Basiszustand in der Besetzungszahldarstellung für Bosonen. Die Wirkung der
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren auf diese Zustände ist gegeben durch

â†
k|N1, N2, . . . , Nk, . . . 〉 =

√
Nk + 1 |N1, N2, . . . , Nk + 1, . . . 〉 ,

âk|N1, N2, . . . , Nk, . . . 〉 =
√
Nk |N1, N2, . . . , Nk − 1, . . . 〉 .

Leiten Sie daraus die Vertauschungsrelation [âk, â
†
l ] = δkl her.

(b) (4 Punkte) Berechnen Sie folgende Kommutatoren (N̂k = â†
kâk, N̂ = ∑

k N̂k):

i. [N̂k, âl] ii. [N̂k, â
†
l ] iii. [N̂, âl] iv. [N̂, â†

l ]

(c) (6 Punkte) In der selben Notation wie in Teilaufgabe (a), zeigen Sie, dass der
Zustand

|φ〉 = exp
( ∞∑

k=1
φkâ

†
k

)
|0〉, φk ∈ C

wie folgt in der Basis der Fock-Zustände entwickelt werden kann,

|φ〉 =
∑

N1,N2,...

(∏
k

1√
Nk!

φNk
k

)
|N1, N2, . . . 〉 .

Zeigen Sie, dass
âk|φ〉 = φk|φ〉 ∀k .
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2. Fermionische Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren (18 Punkte)
(a) (3 Punkte) Leiten Sie aus den Antivertauschungsregeln für âk, â†

k

{âk, âk′} = {â†
k, â

†
k′} = 0 , {âk, â

†
k′} = δk,k′

die Eigenschaft
N̂k(N̂k − 1) = 0

für N̂k ≡ â†
kâk her. Zeigen Sie, dass in einem beliebigen Zustand |ψ〉 von N

Fermionen für den Erwartungswert der Besetzungszahlen Nk = 〈ψ|â†
kâk|ψ〉 die

Ungleichungen 0 ≤ Nk ≤ 1 gelten.
(b) (4 Punkte) Berechnen Sie folgende Kommutatoren (N̂k = â†

kâk, N̂ = ∑
k N̂k):

i. [N̂k, âl] ii. [N̂k, â
†
l ] iii. [N̂, âl] iv. [N̂, â†

l ]

(c) (3 Punkte) Zeigen Sie, dass für fermionische Feldoperatoren

{φ̂(~x), φ̂(~y)} = {φ̂†(~x)), φ̂†(~y)} = 0 , {φ̂(~x), φ̂†(~y)} = δ(3)(~x− ~y)

die folgende Beziehung gilt,

φ̂†(~x)φ̂†(~y)φ̂(~y)φ̂(~x)φ̂†(~x1)φ̂†(~x2)φ̂†(~x3)φ̂†(~x4)|0〉
= f(~x, ~y; ~x1 . . . ~x4)φ̂†(~x1)φ̂†(~x2)φ̂†(~x3)φ̂†(~x4)|0〉

und geben Sie die Funktion f an.
(d) (4 Punkte) Zeigen Sie dass der Operator

V̂ = 1
2

∫
d3x d3y V (~x− ~y)φ̂†(~x)φ̂†(~y)φ̂(~y)φ̂(~x)

in der Besetzungszahldarstellung für Fermionen auf den Zustand

|ψ〉 =
∫

d3x1 . . . d3xNψ(~x1, . . . , ~xN)φ̂†(~x1) . . . φ̂†(~xN)|0〉

wie folgt wirkt,

V̂ |ψ〉 = 1
2

N∑
i,j=1
i 6=j

∫
d3x1 . . . d3xNV (~xi − ~xj)ψ(~x1, . . . , ~xN)φ̂†(~x1) . . . φ̂†(~xN)|0〉 .

(e) (4 Punkte) Sei

Ĥ = Ĥ0 + V̂ Ĥ0 =
∫

d3x φ̂†(~x)
(
− ~2

2m ∆ +U(~x)
)
φ̂(~x)

der Hamiltonoperator in der Besetzungszahldarstellung. U sei ein externes Po-
tential und V das Paarwechselwirkungspotential aus Teilaufgabe (d). Zeigen Sie,
dass die Schrödinger Gleichung i~∂t|ψt〉 = Ĥ|ψt〉 genau dann erfüllt ist, wenn
die Wellenfunktion ψ(~x1, . . . , ~xN ; t) der Ortsraum-Schrödingergleichung

i~∂tψ(~x1, . . . , ~xN ; t) =

 N∑
j=1

(
− ~2

2m ∆j +U(~xj)
)

+ 1
2

N∑
i,j=1
i 6=j

V (~xi − ~xj)

ψ(~x1, . . . , ~xN ; t)

genügt.
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