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1. Elektronen in einem endlichen Volumen (15 Punkte)
In dieser Aufgabe sollen die Beitrége zum Hamilton-Operator eines in einem endlichen
kubischen Volumen mit Seitenldnge L eingeschlossenen Gases von N Elektronen in
der Besetzungszahldarstellung untersucht werden. Als Basiszustande konnen die auf
das Volumen L? normierten ebenen Wellen |k) mit
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Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren seien mit &2 und &E bezeichnet, insbeson-

zu quantisierten Impulsen p'= hk = v € 73 verwendet werden. Die zugehorigen

dere gilt {a, k,} = 0. Der Spinfreiheitsgrad wird nicht berticksichtigt.
(a) (3 Punkte) Zeigen Sie, dass
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(b) (5 Punkte) In der Ortsdarstellung ist der Operator ‘kinetische Energie’ des

Elektrongases 7' = le N Az . Zeigen Sie, dass der entsprechende Opera-
tor in der BesetZungszahldarstellung in der folgenden Form geschrieben werden
kann: .
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(¢) (7 Punkte) Die Wechselwirkung der Elektronen untereinander hangt nur vom
Abstand |Z; — Z;| ab und ist in der Ortsdarstellung gegeben durch
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Leiten Sie die folgende in der Besetzungszahldarstellung giiltige Form her:
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2. Para-Helium (15 Punkte)

In dieser Aufgabe betrachten wir die Grundzustandsenergie des Elektrononpaares in
einem Helium-Atom mit unendlich schwerem Kern. Der entsprechende Zwei-Elektronen-
Hamiltonoperator ist gegeben durch H = Hy + AH mit
() _ Ze* ()’ _ ze ¢
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Zustande, in denen die Spins der Elektronen anti-parallel ausgerichtet sind (S = 0,
Spinsingulett) werden als Para-Helium bezeichnet. Bei paralleler Ausrichtung (S = 1,
Spintriplett) spricht man von Ortho-Helium.

(a) (13 Punkte) Berechnen Sie die Korrektur zur Grundzustandsenergie von Para-
Helium in erster Ordnung Stérungstheorie beziiglich der Storung AH. Alle auf-
tretenden Integrale sind von Hand zu 16sen.

(b) (2 Punkte) Berechnen Sie den numerischen Wert der Korrektur.
Hinweise:

Die normierte Ortswellenfunktion des Grundzustandes fur das Ein-Elektron-Atom
mit unendlich schwerem Kern mit Kernladungszahl Z und Hamiltonoperator
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wobei ap der Bohrsche Radius ist. Nutzen Sie zur Auswertung der auftretenden
Integrale die Multipolentwicklung der Abstandsfunktion
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mit 7. = min(ry, 7o) und ro = max(rl,rg) sowie die Orthogonalitatsrelation der

Kugelfachenfunktionen

[ AQY500(6,0)Yim(6,6) = Guibm

Zur Losung auftretender Integrale ist es hilfreich,
1
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in Kombination mit der obigen Orthogonalitédtsrelation anzuwenden.
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