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1. Holstein-Primakoff-Transformation (15 Punkte)
Im Heisenberg-Modell wird ein Ferromagnet durch ein kubisches Gitter von Teilchen
mit Spin S beschrieben, welche über den Spin mit ihren nächsten Nachbarn wechsel-
wirken. Der entsprechende Hamilton-Operator ist

Ĥ = −J
∑
〈k,l〉

~̂
Sk · ~̂Sl

wobei k und l Gitterpositionen bezeichnen und die Summe über Paare nächster Nach-
barn läuft. ~̂Sl ist der Spin-Operator für ein Teilchen an der Position l und J ist die
Austauschenergie. Mit der Holstein-Primakoff-Transformation,

Ŝ+
l =

√
2S − n̂l âl , Ŝ−l = â†l

√
2S − n̂l , Ŝzl = S − n̂l , (1)

mit Ŝ±l = Ŝxl ± iŜyl und n̂l = â†l âl, können die Spin-Operatoren durch bosonische
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren â†l und âl ausgedrückt werden. Im Folgen-
den arbeiten wir mit natürlichen Einheiten (~ = c = 1).
(a) (4 Punkte) Zeigen Sie, dass die in (1) definierten Operatoren die Spin-Algebra

erfüllen, d.h. dass [Ŝak , Ŝbl ] = iδklε
abcŜcl , a, b, c ∈ {x, y, z}.

(b) (4 Punkte) Zeigen Sie, dass Ĥ bis zur zweiten Ordnung in â†l and âl wie folgt
geschrieben werden kann:

Ĥ = E0 + JS
∑
〈k,l〉

[(
â†l − â

†
k

) (
âl − âk

)]
, E0 = −

∑
〈k,l〉

JS2 .

(c) (5 Punkte) Diagonalisieren Sie den Hamilton-Operator mit Hilfe der Fourier-
transformation der Bose-Operatoren

â†l = 1√
N

∑
~p

e−i ~p·~xl â†~p , âl = 1√
N

∑
~p

ei ~p·~xl â~p ,
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wobei N die Anzahl der Gitterpunkte ist. Nutzen Sie dazu die Orthogonalitäts-
relation

1
N

∑
l

ei(~p−~q )·~xl = δ~p ~q

und schreiben Sie die Summe über benachbarte Gitterpositionen wie folgt um:
∑
〈l,k〉

f(~xl, ~xk) = 1
2
∑
l

∑
~δ

f(~xl, ~xl + ~δ ) ,

wobei die Vektoren ~δ zu den nächsten Nachbarn zeigen. Randeffekte können
vernachlässigt werden.

(d) (2 Punkte) Die Operatoren â†~p und â~p erzeugen bzw. vernichten Spinwellen
mit Impuls ~p. Diese werden auch als Magnonen bezeichnet. Bestimmen Sie die
Dispersionsrelation der Magnonen.

2. Elektromagnetismus (15 Punkte)
In Lorentz-Heaviside-Einheiten mit c = 1 nehmen die Maxwell-Gleichungen die fol-
gende Form an.

~∇ · ~E = ρ, ~∇× ~B = ∂ ~E

∂t
+~j, ~∇ · ~B = 0, ~∇× ~E = −∂

~B

∂t

Mithilfe eines anti-symmetrischen Tensors F µν = −F νµ lassen sich diese explizit in
Lorentz-kovarianter Form schreiben:

F i0 = Ei , F ij = −
3∑

k=1
εijkBk .

Benutzen Sie die Minkowski-Metrik ηµν = diag(1,−1,−1,−1), µ, ν ∈ {0, 1, 2, 3}.
(a) (5 Punkte) Zeigen Sie, dass

∂µF
µν = Jν und ∂ [µFρσ] = 0

die Maxwell-Gleichungen reproduzieren, wobei Jν = (ρ,~j ), ∂µ = ( ∂
∂t
, ~∇), und

[...] die totale Antisymmetrisierung bezüglich der Indizes bezeichnet.
(b) (5 Punkte) Benutzen Sie die Transformationseigenschaften des Tensors F µν

um zu zeigen, wie das elektrische Feld ~E unter Lorentz-Boosts entlang der x-
Achse transformiert.

(c) (5 Punkte) Die elektromagnetische Viererkraft fµ auf ein Teilchen mit Ladung
e und Masse m ist gegeben durch

fµ = dpµ
dτ = eF µ

ν

dxν
dτ ,

wobei τ die Eigenzeit ist und pµ = (E, ~p ). Zeigen Sie, dass diese die Lorentzkraft

d~p
dt = e

(
~E + ~v × ~B

)
reproduziert. Was beschreibt die Null-Komponente der Gleichung?
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