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1. Rutherford-Streuung (10 Punkte)

Um sich mit dem Begriff des differentiellen Wirkungsquerschnitts vertraut zu ma-
chen betrachten Sie in dieser Aufgabe einen klassischen Streuprozess: die Rutherford-
Streuung. Bei diesem Streuexperiment werden Teilchen einer Sorte in einem homo-
genen Strahl entlang der z-Achse auf ein im Koordinatenursprung fixiertes Teilchen
(einer beliebigen anderen Sorte) geschossen. Die beiden Teilchen wechselwirken dabei
miteinander iiber ein repulsives Potential der Form

V(r)=

%, wobei a > 0 und r = ||,

so dass ein eingehendes Teilchen mit Abstand s zur z-Achse um den Streuwinkel 6
abgelenkt wird. Fir die Wechselwirkung gilt, dass V(r — oo) = 0. Daher kénnen
Sie annehmen, dass sich die einfallenden Teilchen mit zunehmendem Abstand vor
und nach dem Streuprozess wechselwirkungsfrei bewegen. Ein Maf fiir die Verteilung
nach dem Streuprozess ist der sogennante differenzielle Wirkungsquerschnitt

do Anzahl der gestreuten Teilchen pro Zeit und Raumwinkel
dQ Anzahl einfallender Teilchen pro Zeit und Flache
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(a) (3 Punkte) Leiten Sie unter Beriicksichtigung der Teilchenzahlerhaltung einen
Zusammenhang zwischen eingehendem und ausgehendem Strahl her und bestim-
men Sie daraus den differentiellen Wirkungsquerschnitt. Das Ergebnis lautet:

ds
do

dcr_ s

dQ ~ sind

Begriinden Sie, warum man den Betrag der Ableitung bilden muss.

(b) (7 Punkte) Leiten Sie mit Hilfe von Energie- und Drehimpulserhaltung den
berithmten Rutherfordschen Wirkungsquerschnitt

do _ (a)2 it ?

o~ \aE) " 2

her, wobei F die Energie eines jeden einfallenden Teilchens ist. Machen Sie

sich dabei zunutze, dass wir einen klassischen Prozess betrachten und sich die
einzelnen Teilchen daher auf vorgeschriebenen Bahnen bewegen.

2. Zeitentwicklungsoperator (20 Punkte)
Im Schrodingerbild sind die quantenmechanischen Zustande zeitabhéngig. Befindet
sich ein System zum Zeitpunkt ¢, im Zustand |1, to), so ist der entsprechende Zustand
zum Zeitpunkt ¢ > ¢y (falls im Zeitraum [to,t] keine Messung durchgefithrt wird)
gegeben durch

|¢’ t> = U(t7 t0)|¢7 2(:0> )
wobei U (t,to) der sogenannte Zeitentwicklungsoperator ist.

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie folgende Eigenschaften des Zeitentwicklungsoperators:

't to)

(tOv )

(b) (4 Punkte) Leiten Sie aus der Schrodingergleichung ik |i,t) = H(t) [y, t)
mit explizit zeitabhéngigem Hamiltonoperator eine Differenzialgleichung fiir den
Zeitentwicklungsoperator her und zeigen Sie, dass diese zusammen mit der An-
fangsbedingung @ auf folgende Integralgleichung fiihrt.

i. Ulty,to) =1 iii. UT(t,ty) =
U

U-
(t.to) = U(t, Ut to) iv. Ut tg) =U"

t
N 1 N N
U(t,tg) =1+ ,—h/dt’H(t’)U(t’,to) (1)
i
(c) (5 Punkte) Zeigen Sie, dass durch Tteration auf die von Neumann’sche

Reihe fihrt:

U(t,to):1+ZU” (t,to),

U™ (t,t0) = <—) /dtl/dtg.. /dt H(t)H(ts) - H(t,).

(t>t1 >to>. ity >t0)

Beachten Sie, dass zeitabhédngige Hamiltonoperatoren zu verschiedenen Zeit-
punkten nicht notwendigerweise kommutieren.
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(d) (3 Punkte) Wir fithren nun den Dyson’schen Zeitordnungsoperator ein,

(t))B(ty) fiir ty >ty
(tg)A(t1> far to > 1.

TMmm@ﬂ:{g

Zeigen Sie, dass

/dt1 /cht2 (t)H /dtl /dt2 H(ty)] .

(e) (5 Punkte) Mit der ensprechenden Verallgemeinerung von (2)) auf N Operato-
ren erhalt man

= [t [T A - Ay

Zeigen Sie, dass sich der Zeitentwickungsoperator somit in der folgenden, kom-
pakten Form schreiben lésst.

ot
~ 7 ~
U(t,ty) = Texp (— dt'H(t’))
ht()/

(f) (1 Punkt) Wie sicht der Zeitentwicklungsoperator fir die Spezialfille eines
zeitunabhéangigen Hamiltonoperators und eines Hamiltonoperators mit [H (t), H (t')] =
0 aus?



