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1. Verständnisfragen (3 Punkte)
(a) (1 Punkt) Was ist der Fock-Raum und wie wird dieser konstruiert?
(b) (1 Punkt) Erläutern Sie den Begriff des Feldoperators. Welche Vertauschungs-

relationen erfüllt dieser im fermionischen bzw. im bosonischen Fall?
(c) (1 Punkt) Warum schlägt die Interpretation der Klein-Gordon-Gleichung als

quantenmechanische Ein-Teilchen-Theorie fehl?

In der (Quanten-)Feldtheorie wird häufig im Lagrangeformalismus gearbeitet. Dieser bie-
tet den Vorteil, dass er sich in manifest lorentzinvarianter Form schreiben lässt. In Feld-
theorien ist die Lagrangefunktion L durch das räumliche Integral der Lagrangedichte L
gegeben, L =

∫
d3xL, welche ihrerseits ein Funktional der Felder oder Feldoperatoren

und deren Ableitungen ist.

2. Euler-Lagrange-Gleichungen (5 Punkte)
Die Wirkung S ist definiert als das Zeitintegral der Lagrangefunktion,

S =
∫

dt L =
∫

d4xL .

Das Prinzip der stationären Wirkung besagt, dass die Felder, von denen die Wirkung
abhängt, eine Konfiguration einnehmen, in der die Wirkung stationär ist. Das heißt,
die Wirkung muss invariant (δS = 0) unter Feldvariationen der Form φ→ φ+δφ sein,
wobei δφ ein beliebiges Feld ist. Betrachten Sie den Fall, dass die Lagrangedichte ein
Funktional von nur einem einzelnen Feld φ und dessen Ableitung ist, L = L[φ, ∂µφ],
und zeigen Sie, dass die Forderung δS = 0 auf die folgende Bewegungsgleichung für
φ führt:

∂L
∂φ
− ∂µ

∂L
∂(∂µφ) = 0 .

Sie können annehmen, dass Randterme verschwinden.
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3. Einige Euler-Lagrange-Gleichungen (14 Punkte)
Geben Sie für jede der folgenden Lagrangedichten die zugehörigen Feldgleichungen
an.
Hinweis: ∂Xµ

∂Xν = δµν und XµX
µ = ηµνX

µXν

(a) (3 Punkte)

Lφ4 = 1
2
(
∂µφ(x)

)(
∂µφ(x)

)
− m2

2 φ(x)2 − λ

4! φ(x)4

für φ(x) ∈ R , m > 0 , λ > 0 .
(b) (3 Punkte)

Lφ3 =
(
∂µφa(x)

)(
∂µφa(x)

)
− φa(x)Mabφb(x)− gΓabcφa(x)φb(x)φc(x)

für φa(x) ∈ R, 1 ≤ a ≤ N , M und Γ jeweils reell und symmetrisch.
(c) (3 Punkte)

Lem = −1
4
(
∂µAν(x)− ∂νAµ(x)

)(
∂µAν(x)− ∂νAµ(x)

)
für Aµ(x) ∈ R .

(d) (5 Punkte)

Lsem = Lem +
(
∂µφ(x) + ieAµ(x)φ(x)

)∗ (
∂µφ(x) + ieAµ(x)φ(x)

)
für φ(x) ∈ C , Aµ(x) ∈ R , e > 0 .

4. Maxwellgleichungen (4 Punkte)
Der Feldstärketensor F µν ist definiert als F µν = ∂µAν − ∂νAµ.
(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass sich die in 3. (d) hergeleitete Bewegungsgleichung

für Aµ in der Form ∂µF
µν = jν schreiben lässt. Wie muss dazu die Viererstrom-

dichte jµ definiert werden?
(b) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass der Feldstärketensor die Bianchiidentität ∂λFµν +

∂µFνλ + ∂νFλµ = 0 erfüllt. Zeigen Sie weiterhin, dass dies zur Maxwellgleichung
∂[µFνλ] = 0 führt.

5. Hamiltondichte (14 Punkte)
In Feldtheorien ist die Hamiltonfunktion durch das räumliche Integral der entspre-
chenden Hamiltondichte H gegeben, H =

∫
d3xH. Letztere ist ein Funktional der

Felder φ und der zugehörigen konjugierten Impulse π und hängt mit der Lagrange-
dichte über eine Legendretransformation zusammen:

H[φ, π] = π φ̇[φ, π]− L[φ, φ̇[φ, π]] , π = ∂L[φ, φ̇]
∂φ̇

.

Bestimmen Sie für die Lagrangedichten aus Aufgabe 3 die zugehörigen Hamitlondich-
ten.
Hinweis: φ steht hier für ein allgemeines Feld und kann auch Indizes tragen (z.B. φa
oder Aµ). Der zugehörige konjugierte Impuls trägt dann die selben Indizes.
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