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Deskriptive Statistik

Nichteiertragende Weibchen am 6. Sept. '88, n=215
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Zwei und mehr Dichtepolygone in einem Plot
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Beispiel:
Vergleich von mehreren Gruppen
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Der Boxplot

Boxplot, einfache Ausfiihrung
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Der Boxplot

Boxplot, einfache Ausfiihrung

25% 25% 25% 25%

°© @ 9P @SE P
T R

A A T
MTin 1. Quartil ! 3. Quartil
Median Max

25

Carapaxlange [mm]

8/107



Der Boxplot

Boxplot, Standardausfiihrung
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Der Boxplot

Boxplot, Standardausfiihrung
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Der Boxplot

Boxplot, Standardausfiihrung
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Der Boxplot

Boxplot, Profiausstattung
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Der Boxplot

Boxplot, Profiausstattung
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Deskriptive Statistik

Es ist oft moglich,
das Wesentliche
an einer Stichprobe

mit ein paar Zahlen
zusammenzufassen.
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Deskriptive Statistik

Wesentlich:

1. Wie grof3?

2. Wie variabel?
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Wesentlich:

1. Wie grof3?
Lageparameter
2. Wie variabel?
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Wesentlich:

1. Wie grof3?
Lageparameter
2. Wie variabel?

Streuungsparameter
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Deskriptive Statistik

Eine Moglichkeit
kennen wir schon
aus dem Boxplot:
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Lageparameter
Der Median
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Lageparameter
Der Median

Streuungsparameter
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Lageparameter
Der Median

Streuungsparameter
Der Quartilabstand (Q; — Q)
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Deskriptive Statistik

Der Median:

die Halfte der Beobachtungen sind kleiner,
die Halfte sind grof3er.
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Deskriptive Statistik

Der Median:

die Halfte der Beobachtungen sind kleiner,
die Halfte sind grof3er.

Der Median ist
das 50%-Quantil
der Daten.
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Die Quartile

Das erste Quartil, Qy:
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Die Quartile

Das erste Quartil, Qy:
ein Viertel der Beobachtungen
sind kleiner,
drei Viertel sind grof3er.
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Die Quartile

Das erste Quartil, Qy:
ein Viertel der Beobachtungen
sind kleiner,
drei Viertel sind grof3er.

Q) ist das
25%-Quantil
der Daten.
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Die Quartile

Das dritte Quartil, Qs:
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Die Quartile

Das dritte Quartil, Qx:
drei Viertel der Beobachtungen
sind kleiner,
ein Viertel sind grof3er.
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Die Quartile

Das dritte Quartil, Qx:
drei Viertel der Beobachtungen
sind kleiner,
ein Viertel sind grof3er.

Q% ist das
75%-Quantil
der Daten.
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Deskriptive Statistik

Am haufigsten werden benutzt:

Lageparameter
Der Mittelwert x
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Deskriptive Statistik

Am haufigsten werden benutzt:

Lageparameter
Der Mittelwert x

Streuungsparameter
Die Standardabweichung s
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Deskriptive Statistik

Der Mittelwert
(engl. mean)
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Deskriptive Statistik

NOTATION:

Wenn die Beobachtungen
X1,X2,X3,...,Xn
heil3en,
schreibt man oft

X
fir den Mittelwert.
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DEFINITION:

Mittelwert

Summe der Messwerte

Anzahl der Messwerte
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DEFINITION:

Mittelwert

Summe
Anzanhl
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DEFINITION:

Der Mittelwert von x4, xo, . . ., X, als Formel:
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DEFINITION:

Der Mittelwert von x4, xo, . . ., X, als Formel:

X = (Xg+Xo+---+X5)/n
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DEFINITION:

Der Mittelwert von xy, Xo,

X = (X1 + X0+

..., Xp als Formel:

4 Xp)/n
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Geometrische Bedeutung
des Mittelwerts:

Der Schwerpunkt
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Die Standardabweichung
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Die Standardabweichung

Wie weit weicht
eine typische Beobachtung
vom
Mittelwert
ab ?
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Deskriptive Statistik

Die Standardabweichung o (“sigma”)
ist ein
etwas komisches
gewichtetes Mittel
der Abweichungsbetrage
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Deskriptive Statistik

Die Standardabweichung o (“sigma”)
ist ein
etwas komisches
gewichtetes Mittel
der Abweichungsbetrage

und zwar

o= \/Summe(Abweichungenz)/n
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Die Standardabweichung von X1, Xo, ..., X,
als Formel:
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Die Standardabweichung von X1, Xo, ..., X,
als Formel:
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Deskriptive Statistik

Die Standardabweichung von X1, Xo, ..., X,
als Formel:

i~
o2 =15~ (x; — X)? heiBt Varianz.
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Faustregel fur die Standardabweichung

Bei ungefahr glockenférmigen (also eingipfligen und
symmetrischen) Verteilungen liegen ca. 2/3 der Verteilung
zwischen X — o und X + o.
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Standardabweichung der Carapaxlangen
nichteiertragender Weibchen vom 6.9.88
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Standardabweichung der Carapaxlangen
nichteiertragender Weibchen vom 6.9.88

Nichteiertragende Weibchen
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Hier liegt der Anteil zwischen X — o und X + o bei 72%.
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Varianz der Carapaxlangen
nichteiertragender Weibchen vom 6.9.88

Alle Carapaxlangen im Meer: X = (Xi, Xz, ..., Xn).
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26/107



Varianz der Carapaxlangen
nichteiertragender Weibchen vom 6.9.88

Alle Carapaxlangen im Meer: X = (Xi, Xz, ..., Xn).
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Varianz der Carapaxlangen
nichteiertragender Weibchen vom 6.9.88

Alle Carapaxlangen im Meer: X = (Xi, Xz, ..., Xn).
Carapaxlangen in unserer Stichprobe: & = (5. S5, .. .. Sn=215)
Stichprobenvarianz:

rfl\)

215
Z ~0,0768

3\—*

Konnen wir 0,0768 als Schatzwert flr die Varianz o% in der
ganzen Population verwenden?
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Varianz der Carapaxlangen
nichteiertragender Weibchen vom 6.9.88

Alle Carapaxlangen im Meer: X = (Xi, Xz, ..., Xn).
Carapaxlangen in unserer Stichprobe: S = (81 So, ..., Sn—215)
Stichprobenvarianz:

rfl\)

215
Z ~0,0768

3\—*

Konnen wir 0,0768 als Schatzwert flr die Varianz o% in der
ganzen Population verwenden?
Ja, konnen wir machen.
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Varianz der Carapaxlangen
nichteiertragender Weibchen vom 6.9.88

Alle Carapaxlangen im Meer: X = (Xi, Xz, ..., Xn).
Carapaxlangen in unserer Stichprobe: S = (81 So, ..., Sn—215)
Stichprobenvarianz:

215
Z ~0,0768

3\—*

Konnen wir 0,0768 als Schatzwert fir die Varianz o% in der
ganzen Population verwenden?

Ja, kdnnen wir machen. Allerdings ist 0 im Durchschnitt um
den Faktor 2! (= 214/215 ~ 0,995) kleiner als o3,
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Varianzbegriffe

Varianz in der Population: 0% = £ S°7 (X; — X)?
Stichprobenvarianz: 02 = 1 S°7 (S; — S)?

~n

korrigierte Stichprobenvarinanz:

2 n 2
S = —o0o
n—1 S
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Varianzbegriffe

Varianz in der Population: o%

1

Stichprobenvarianz: 0% = 1
korrigierte Stichprobenvarinanz:

ot
>Li(Si— S)?

_ 7)2

n
82 = —n_1a§

n 1 )

" n—-1'n 2 (Si=9)
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Varianzbegriffe

Varianz in der Population: 0% = £ S°7 (X; — X)?

Stichprobenvarianz: 02 = 1 S°7 (S; — S)?

~n

korrigierte Stichprobenvarinanz:

2 n 2
S = —o0o
n—1 S

__n .1.Z(Si_§)2

n—1 n 4
i=1

= 1 Z(Sl_g)Z

n—1

Mit “Standardabweichung von S” ist meistens das korrigierte s
gemeint.
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Definition (Varianz, Kovarianz und Korrelation)
Die Varianz einer R-wertigen ZufallsgroBe X ist

VarX = o% = E [(X — EX)?].

ox = v/ Var X ist die Standardabweichung.
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Die Varianz einer R-wertigen ZufallsgroBe X ist

VarX = o% = E [(X — EX)?].

ox = v/ Var X ist die Standardabweichung.
Ist Y eine weitere reellwertige Zufallsvariable, so ist

Cov(X,Y) =E[(X —EX)- (Y -~ EY)]

die Kovarianzvon X und Y.
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Definition (Varianz, Kovarianz und Korrelation)
Die Varianz einer R-wertigen ZufallsgroBe X ist

VarX = o% = E [(X — EX)?].

ox = v/ Var X ist die Standardabweichung.
Ist Y eine weitere reellwertige Zufallsvariable, so ist

Cov(X,Y) =E[(X —EX)- (Y -~ EY)]

die Kovarianzvon X und Y.
Die Korrelation von X und Y ist

Cov(X,Y)

Ox 0y

Cor(X, Y) =
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ox — 0.95, Oy = 0.92
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ox — 0.95, Oy = 0.92
Cov(X,Y) = —0.06
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ox =0.95, 0y =0.92 ox=113,0y =12
Cov(X, Y) = —0.06
Cor(X, Y) = —0.069
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ox =0.95, 0y =0.92 ox=113,0y =12
Cov(X,Y)=-0.06 Cov(X,Y)=-1.26
Cor(X,Y) = —0.069
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ox =114,0y=0.78

ox =113, 0y = 1.2
Cov(X,Y) = —1.26
Cor(X,Y) = —0.92
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ox =114,0y=0.78 ox =113,0y =12
Cov(X,Y)=0.78 Cov(X,Y)=-1.26
Cor(X,Y) =0.71 Cor(X,Y)=-0.92
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ox =114,0y=0.78
Cov(X,Y)=0.78
Cor(X,Y) =0.71
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ox =114,0y=0.78 ox =1.03, 0y =0.32
Cov(X,Y)=0.78
Cor(X,Y) =0.71
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ox =114,0y=0.78 ox =1.03, 0y =0.32
Cov(X,Y)=0.78 Cov(X,Y)=10.32
Cor(X,Y) =0.71
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inhasts
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ox =0.91,0y=10.88 ox =1.03,0y =0.32
Cov(X,Y)=0.32
Cor(X,Y)=0.95
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ox =0.91,0y=10.88 ox =1.03,0y =0.32
Cov(X,Y)=0 Cov(X,Y)=10.32
Cor(X,Y)=0 Cor(X,Y)=0.95
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Standardfehler und t-Tests

10 Stichproben vom Umfang 16 und die
zugehorigen Stichprobenmittel
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Standardfehler und t-Tests

Verteilung der Stichprobenmittelwerte
(Stichprobenumfang n = 16)

8 - Population Stichprobenmittel
Mittelwert=0.117 Mittelwert=0.117
Standardabw.=0.026 Standardabw.= 0.0065
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Standardfehler und t-Tests

Die allgemeine Regel

Die Standardabweichung
des Mittelwerts einer Stichprobe vom
Umfang n
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Standardfehler und t-Tests

Die allgemeine Regel

Die Standardabweichung
des Mittelwerts einer Stichprobe vom
Umfang n
ist
1/v/n

mal

der Standardabweichung

der Population.
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Standardfehler und t-Tests

Die Standardabweichung der Population
bezeichnet man mit
o
(sigma).
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Standardfehler und t-Tests

Die Standardabweichung der Population
bezeichnet man mit
o
(sigma).

Die Regel schreibt man haufig so:

_ 1
o(X) = %O'(X)
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Standardfehler und t-Tests

In der Praxis ist
o)
unbekannt.
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Standardfehler und t-Tests

In der Praxis ist
0}
unbekannt.

Es wird durch
die Stichproben-Standardabweichung S
geschatzt:
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In der Praxis ist
o)
unbekannt.

Es wird durch
die Stichproben-Standardabweichung S
geschatzt:

o =17
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Standardfehler und t-Tests

In der Praxis ist
o)
unbekannt.

Es wird durch
die Stichproben-Standardabweichung S
geschatzt:

o~ S
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Standardfehler und t-Tests

s/v/n
(die geschatzte
Standardabweichung
von X)
nennt man den
Standardfehler.
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Standardfehler und t-Tests

s/v/n
(die geschatzte
Standardabweichung
von X)
nennt man den
Standardfehler.

(Englisch: standard error of the mean,
standard error, SEM)
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Standardfehler und t-Tests

Wir haben gesehen:

Auch wenn die Verteilung von
x mehrgipfelig
&
asymmetrisch
ist
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Standardfehler und t-Tests

Hypothethische Transpirationsratenverteilung

Dichte

15
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Transpiration (ml/(Tag*cm”2))
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Standardfehler und t-Tests

ist die Verteilung von
X
trotzdem
(annd@hernd)
eingipfelig
&
symmetrisch

(wenn der Stichprobenumfang n nur grof3 genug ist)
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Standardfehler und t-Tests

Hypothethische Transpirationsratenverteilung

Stichprobenmittel
(n=16)

Dichte

0O 10 20 30 40 50 60

Population

0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16 0.18 0.20

Transpiration (ml/(Tag*cm”2))
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Standardfehler und t-Tests

Die Verteilung von x
hat annahernd
eine ganz bestimmte Form:

die Normalverteilung.
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Standardfehler und t-Tests

Dichte der Normalverteilung
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Dichte der Normalverteilung
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Dichte der Normalverteilung

AY7831976K1

ZEHN DEUTSCHE MARK

Die Normalverteilungsdichte heisst
auch GauB’'sche Glockenkurve
(nach Carl Friedrich Gauf3, 1777-1855)
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Wichtige Folgerung

Wir betrachten das Intervall
X—s/Vn X+s/V/n

Ll
X
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Wichtige Folgerung

Mit Wahrscheinlichkeit ca. 2/3
liegt 1« innerhalb dieses Intervalls

7—§/ﬁ/_ Xﬂ?/ﬁ

X
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Wichtige Folgerung

Mit Wahrscheinlichkeit ca. 2/3
liegt 1« innerhalb dieses Intervalls

- s/f/ &Hs/f

N4

Mit Wahrscheinlichkeit ca. 1/3
liegt 1« ausserhalb des Intervalls

43/107



Standardfehler und t-Tests

Demnach:

Es kommt durchaus vor, dass x
von /i
um mehr als
s/+/n abweicht.
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Standardfehler und t-Tests

@ Nehmen wir an, eine Population hat Mittelwert ;. und
Standardabweichung o.
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Standardfehler und t-Tests

@ Nehmen wir an, eine Population hat Mittelwert ;. und
Standardabweichung o.

@ Aus dieser Population ziehen wir eine Zufallsstichprobe
vom Umfang n, mit Stichprobenmittelwert x.

@ X ist eine ZufallsgroBRe
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@ X ist eine ZufallsgroBRe
mit Mittelwert ;. und Standardabweichung o/+/n.

@ Man schatzt die Standardabweichung von X mit s/+/n.
@ s/y/nnennt man den Standardfehler.

45/107



Standardfehler und t-Tests

@ Nehmen wir an, eine Population hat Mittelwert ;. und
Standardabweichung o.

@ Aus dieser Population ziehen wir eine Zufallsstichprobe
vom Umfang n, mit Stichprobenmittelwert x.

@ X ist eine ZufallsgroBRe
mit Mittelwert ;. und Standardabweichung o/+/n.

@ Man schatzt die Standardabweichung von X mit s/+/n.
@ s/y/nnennt man den Standardfehler.

@ Schwankungen in x von der GréBe s//n kommen haufig
Vor.
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Standardfehler und t-Tests

@ Nehmen wir an, eine Population hat Mittelwert ;. und
Standardabweichung o.

@ Aus dieser Population ziehen wir eine Zufallsstichprobe
vom Umfang n, mit Stichprobenmittelwert x.

@ X ist eine ZufallsgroBRe
mit Mittelwert ;. und Standardabweichung o/+/n.

@ Man schatzt die Standardabweichung von X mit s/+/n.
@ s/y/nnennt man den Standardfehler.

@ Schwankungen in x von der GréBe s//n kommen haufig
Vor.
Solche Schwankungen sind ,nicht signifikant‘: sie kdbnnten
Zufall sein.
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Standardfehler und t-Tests

Allgemein qilt

Sind X, ..., X, unabhangig aus einer Normalverteilung mit
Mittelwert 1« gezogen und ist

1T < -
= 7 — 2
s J,H;(X/ Xy,

SO ist .
X—u

s/v/n

t-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden (df=degrees of freedom).
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Standardfehler und t-Tests

Allgemein qilt

Sind X, ..., X, unabhangig aus einer Normalverteilung mit
Mittelwert 1« gezogen und ist

1T < -
s J,H;(X/ Xy,

so ist _
X—u
s/v/n

t-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden (df=degrees of freedom).

Die t-Verteilung hei3t auch Student-Verteilung, da Gosset sie
unter diesem Pseudonym publiziert hat.
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Standardfehler und t-Tests

Wie (un)wahrscheinlich ist nun eine
so groBBe Abweichung wie 2.34 Standardfehler?

P(T = 2.34) =
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Standardfehler und t-Tests

Wie (un)wahrscheinlich ist nun eine
so groBBe Abweichung wie 2.34 Standardfehler?

P(T =2.34) =0
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Standardfehler und t-Tests

Wie (un)wahrscheinlich ist nun eine mindestens
so groBBe Abweichung wie 2.34 Standardfehler?

P(T=234)=0 Das bringt nichts!
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Standardfehler und t-Tests

Wie (un)wahrscheinlich ist nun eine
so groBBe Abweichung wie 2.34 Standardfehler?

P(T=234)=0 Das bringt nichts!

Zu berechnen ist P(T > 2.34), der sog. p-Wert.

= ~

0.3
I

density
0.2

0.1
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Standardfehler und t-Tests

Wie (un)wahrscheinlich ist nun eine
so groBBe Abweichung wie 2.34 Standardfehler?

P(T=234)=0 Das bringt nichts!

Zu berechnen ist P(T > 2.34), der sog. p-Wert.

3 ~
R Also der Gesamtinhalt der
magentafarbenen Flachen.
/// ‘\\\
4 2 0 2 :
-2.34 2.34
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Standardfehler und t-Tests

Wir halten fest:
p — Wert = 0.03254

48/107



Standardfehler und t-Tests

Wir halten fest:
p — Wert = 0.03254

d.h.: Wenn die Nullhypothese “alles nur Zufall”, also in diesem
Fall die Hypothese ;. = 0 gilt, dann ist eine mindestens so grof3e
Abweichung sehr unwahrscheinlich.
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Standardfehler und t-Tests
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d.h.: Wenn die Nullhypothese “alles nur Zufall”, also in diesem
Fall die Hypothese ;. = 0 gilt, dann ist eine mindestens so grof3e
Abweichung sehr unwahrscheinlich.

Wenn wir beschlieBen, dass wir die Nullhypothese immer
verwerfen, wenn der p-Wert unterhalb einem
Signifikanzniveau von 0.05 liegt, gilt:
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Standardfehler und t-Tests

Wir halten fest:
p — Wert = 0.03254

d.h.: Wenn die Nullhypothese “alles nur Zufall”, also in diesem
Fall die Hypothese ;. = 0 gilt, dann ist eine mindestens so grof3e
Abweichung sehr unwahrscheinlich.

Wenn wir beschlieBen, dass wir die Nullhypothese immer
verwerfen, wenn der p-Wert unterhalb einem
Signifikanzniveau von 0.05 liegt, gilt:

Falls die Nullhypothese zutrifft, ist die Wahrscheinlichkeit, dass
wir sie zu Unrecht verwerfen, lediglich 0.05.
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Standardfehler und t-Tests

Wenn wir uns auf ein Signifikanzniveau von « = 0.05 festlegen,
verwerfen wir die Nullhypothese also, wenn der {-Wert in den
roten Bereich fallt:

<
S}

0.2 0.3

density

0.1

_4 -2 0 2 4

(hier am Beispiel der t—Verteilung mit df= 16 Freiheitsgraden)
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Standardfehler und t-Tests

Welche t-Werte sind “auf dem 5%-Niveau” signifikant?

Anzahl Freiheitsgrade | [t| > ...
5 2.57

10 2.23

20 2.09

30 2.04

100 1.98

00 1.96
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Standardfehler und t-Tests

@ Wir mochten belegen, dass eine Abweichung in den Daten
vermutlich nicht allein auf Zufallsschwankung beruht.
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Standardfehler und t-Tests

@ Wir mochten belegen, dass eine Abweichung in den Daten
vermutlich nicht allein auf Zufallsschwankung beruht.

@ Dazu spezifizieren wir zunachst eine Nullhypothese Hy, d.h.
wir konkretisieren, was “allein auf Zufall beruhen” bedeutet.
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Standardfehler und t-Tests
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@ Dann versuchen wir zu zeigen: Wenn H, gilt, dann ist eine

Abweichung wie, die mindestens so grof3 sind wie die
beobachtete, sehr unwahrscheinlich.
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@ Dann versuchen wir zu zeigen: Wenn H, gilt, dann ist eine
Abweichung wie, die mindestens so grof3 sind wie die
beobachtete, sehr unwahrscheinlich.

@ Wenn uns das gelingt, verwerfen wir Hj.
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Standardfehler und t-Tests

@ Wir mochten belegen, dass eine Abweichung in den Daten
vermutlich nicht allein auf Zufallsschwankung beruht.

@ Dazu spezifizieren wir zunachst eine Nullhypothese Hy, d.h.
wir konkretisieren, was “allein auf Zufall beruhen” bedeutet.

@ Dann versuchen wir zu zeigen: Wenn H, gilt, dann ist eine
Abweichung wie, die mindestens so grof3 sind wie die
beobachtete, sehr unwahrscheinlich.

@ Wenn uns das gelingt, verwerfen wir Hj.

@ Was wir als Abweichung auffassen, sollten klar sein, bevor
wir die Daten sehen.
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Zweiseitig oder einseitig testen?

Wir beobachten einen Wert x, der deutlich gréBer als der

Ho-Erwartungswert 4 ist.

p-Wert=Pp, (| X — | = [x — pl)

p-Wert=Py (X > x)
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Reine Lehre des statistischen Testens

@ Formuliere eine Nullhypothese Hy, z.B. u = 0.
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Reine Lehre des statistischen Testens

@ Formuliere eine Nullhypothese Hy, z.B. u = 0.
@ Lege ein Signifikanzniveau « fest; Ublich ist o = 0.05.
@ Lege ein Ereignis A fest, so dass

IP)HO (.A) =«
(oder zumindest Py, (A) < a).
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Reine Lehre des statistischen Testens

@ Formuliere eine Nullhypothese Hy, z.B. u = 0.
@ Lege ein Signifikanzniveau « fest; Ublich ist o = 0.05.
@ Lege ein Ereignis A fest, so dass

IP)HO (.A) =

(oder zumindest Py (A) < ).
zB. A={X>q}oder A={|X—pu|>r}
allgemein: Hy = {p-Wert < o}
@ ERST DANN: Betrachte die Daten und tberprife, ob A
eintritt.
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Reine Lehre des statistischen Testens

(*]
(*]
4

Formuliere eine Nullhypothese Hy, z.B. u = 0.
Lege ein Signifikanzniveau « fest; Ublich ist « = 0.05.
Lege ein Ereignis A fest, so dass

PHO (.A) =

(oder zumindest Py (A) < ).
zB. A={X>q}oder A={|X—pu|>r}
allgemein: Hy = {p-Wert < o}
ERST DANN: Betrachte die Daten und tberprife, ob A
eintritt.
Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass Hy verworfen wird,
wenn Hy eigentlich richtig ist (“Fehler erster Art”) , lediglich
[0S
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Standardfehler und t-Tests

Verstof3e gegen die reine Lehre

“Beim zweiseitigen Testen kam ein p-Wert
von 0.06 raus. Also hab ich einseitig
getestet, da hat’s dann funktioniert.”
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Standardfehler und t-Tests

Verstof3e gegen die reine Lehre

“Beim zweiseitigen Testen kam ein p-Wert
von 0.06 raus. Also hab ich einseitig
getestet, da hat’s dann funktioniert.”

genauso problematisch:
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Standardfehler und t-Tests

Verstof3e gegen die reine Lehre

“Beim zweiseitigen Testen kam ein p-Wert
von 0.06 raus. Also hab ich einseitig
getestet, da hat’s dann funktioniert.”

genauso problematisch:

“Beim ersten Blick auf die Daten habe ich
sofort gesehen, dass x groBer ist als iy,
Also habe ich gleich einseitig getestet”
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Standardfehler und t-Tests

Wichtig
Die Entscheidung ob einseitig oder zweiseitig getestet wird darf

nicht von den konkreten Daten, die zum Test verwendet werden,
abhangen.
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Standardfehler und t-Tests

Wichtig
Die Entscheidung ob einseitig oder zweiseitig getestet wird darf
nicht von den konkreten Daten, die zum Test verwendet werden,
abhangen.

Allgemeiner: Ist A das Ereignis, dass zum Verwerfen von H
fihrt (falls es eintritt), so muss die Festlegung von H, stattfinden
bevor man in den Daten herumgeschnuffelt hat.
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Standardfehler und t-Tests

Die Wahl von A sollte von der Alternative H; abhangen, also flr
das, was wir eigentlich zeigen wollen, indem wir Hy durch einen

Test verwerfen. Es muss gelten:

]P)Ho (.A) =

und
Py, (A) = moglichst grof3,

56/107



Standardfehler und t-Tests

Die Wahl von A sollte von der Alternative H; abhangen, also flr
das, was wir eigentlich zeigen wollen, indem wir Hy durch einen
Test verwerfen. Es muss gelten:

]P)Ho (.A) =

und
Py, (A) = moglichst grof3,

damit die W’keit eines Fehlers zweiter Art, dass also Hy nicht
verworfen wird, obwohl H; zutrifft, moglichst klein.
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Beispiele

@ Wenn wir von Anfang an unsere Vermutung belegen
wollten, dass sich die Trauerschnapper bei grinem Licht
starker auf eine Richtung konzentrieren als bei blauem,
darfen wir einseitig testen.
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Beispiele

@ Wenn wir von Anfang an unsere Vermutung belegen
wollten, dass sich die Trauerschnapper bei grinem Licht
starker auf eine Richtung konzentrieren als bei blauem,
darfen wir einseitig testen.

@ Wenn dann aber noch so deutlich herauskommt, dass die
Richtungswahl bei blauem Licht deutlicher war, so ist das
dann nicht als signifikant zu betrachten.

57/107



Beispiele

@ Wenn wir von Anfang an unsere Vermutung belegen
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@ Wenn wir von Anfang an die Vermutung belegen wollten,
dass der Kork an der Nordseite des Baumes dicker war,
darfen wir einseitig testen.
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Beispiele

@ Wenn wir von Anfang an unsere Vermutung belegen
wollten, dass sich die Trauerschnapper bei grinem Licht
starker auf eine Richtung konzentrieren als bei blauem,
darfen wir einseitig testen.

@ Wenn dann aber noch so deutlich herauskommt, dass die
Richtungswahl bei blauem Licht deutlicher war, so ist das
dann nicht als signifikant zu betrachten.

@ Wenn wir von Anfang an die Vermutung belegen wollten,
dass der Kork an der Nordseite des Baumes dicker war,
darfen wir einseitig testen.

@ Wenn dann aber noch so deutlich heraauskommt, dass der
Kork im Westen dicker ist, ist das nicht mehr signifikant.

57/107



Standardfehler und t-Tests

Angenommen, Hy wird auf dem 5%-Niveau verworfen. Welche
Aussage gilt dann?

@ Die Nullhypothese ist falsch.
°
°
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Standardfehler und t-Tests

Angenommen, Hy wird auf dem 5%-Niveau verworfen. Welche
Aussage gilt dann?

@ Die-Nullhypothese-istfalseh-
@ Hy ist mit 95%-iger Wahrscheinlichkeit falsch.
°
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Standardfehler und t-Tests

Angenommen, Hy wird auf dem 5%-Niveau verworfen. Welche
Aussage gilt dann?

@ Die-Nullhypothese-istfalseh-
@ Hyistmit95%-iger-\Wahrseheinlichkeitfalseh-
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Standardfehler und t-Tests

Angenommen, Hy wird auf dem 5%-Niveau verworfen. Welche
Aussage gilt dann?

@ DieNullhypethese-istfalseh-

0 Hyistmit95%-iger-Wahrscheinlichkeitfalseh-

@ Falls die Nullhypothese wahr ist, beobachtet man ein so
extremes Ergebnis nur in 5% der Falle.
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Standardfehler und t-Tests

Angenommen, H, wird auf dem 5%-Niveau verworfen. Welche
Aussage gilt dann?

@ DieNullhypethese-istfalseh-
@ Hyistmit-95%-iger-Wahrseheinlichkeitfalseh-
@ Falls die Nullhypothese wahr ist, beobachtet man ein so

extremes Ergebnis nur in 5% der Falle. v
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Standardfehler und t-Tests

Angenommen, Hy konnte durch den Test nicht verworfen
werden. Welche Aussagen sind dann richtig?

@ Wir missen die Alternative H; verwerfen.
o
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Standardfehler und t-Tests

Angenommen, Hy konnte durch den Test nicht verworfen
werden. Welche Aussagen sind dann richtig?

@ Wir missen die Alternative H; verwerfen.

Q Hyist wahr.

@ H, ist wahrscheinlich wahr.

°

°

°
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Standardfehler und t-Tests

Angenommen, Hy konnte durch den Test nicht verworfen
werden. Welche Aussagen sind dann richtig?

O s e

0 Hyistwahr

@ Hyistwahrseheinlich-waht:

°

°

°
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Standardfehler und t-Tests

Angenommen, Hy konnte durch den Test nicht verworfen
werden. Welche Aussagen sind dann richtig?

o Wi o Al T for.

0 Hyistwahr

@ Hyistwahrseheinlich-wahr

@ Es ist ungefahrlich, davon auzugehen, dass H, zutrifft.

°

°
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Standardfehler und t-Tests

Angenommen, Hy konnte durch den Test nicht verworfen
werden. Welche Aussagen sind dann richtig?

O s e

0 Hyistwahr

@ Hyistwahrseheinlich-waht:

o Es-istungefdhrlich, davenauzugehendassHyzutrit:

°

°
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Standardfehler und t-Tests

Angenommen, H, konnte durch den Test nicht verworfen
werden. Welche Aussagen sind dann richtig?

o Wirmi ho Al L for
Q Hyist wahr.

o Hi hescheinticl .

o Esi ihrlich. d hen.d " e
@ Auch wenn H, zutrifft, ist es nicht sehr unwahrscheinlich,

dass unsere Teststatistik einen so extrem erscheinenden
Wert annimmit.
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Standardfehler und t-Tests
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Standardfehler und t-Tests

Angenommen, Hy konnte durch den Test nicht verworfen
werden. Welche Aussagen sind dann richtig?
o Wic i o Al L fors
o Hyristwahr
@ Hyistwahrseheinlich-wahr
@ Esist ungefahrlich, davon auzugehen. dass Hy zutrifft.
® Auch wenn H, zutrifft, ist es nicht sehr unwahrscheinlich,

dass unsere Teststatistik einen so extrem erscheinenden
Wert annimmt.\/

@ Die Nullhypothese ist in dieser Hinsicht mit den Daten
vertraglich.
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Standardfehler und t-Tests

Angenommen, H, konnte durch den Test nicht verworfen
werden. Welche Aussagen sind dann richtig?
o Wirmi o Al T for
0 Hyistwaht:
o Hi hescheinticl he
o Esi thrlichd hend ” eer
@ Auch wenn H, zutrifft, ist es nicht sehr unwahrscheinlich,

dass unsere Teststatistik einen so extrem erscheinenden
Wert annimmt.v”

@ Die Nullhypothese ist in dieser Hinsicht mit den Daten
vertréglich.\/
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Frage

Hipparion:
Laubfresser — Grasfresser
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Frage

Hipparion:
Laubfresser — Grasfresser

andere Nahrung — andere Zahne?
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Frage

Hipparion:
Laubfresser — Grasfresser

andere Nahrung — andere Zahne?

Messungen: mesiodistale Lange
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Standardfehler und t-Tests

H. africanum

H. libycum

EDEEE EEEDDDE o B
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mediodistale Ladnge [mm]

40
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Standardfehler und t-Tests

e Xa = 25.9
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Standardfehler und t-Tests

c Xp=25.9,5,=2.2
S| B SE '
8 | HqHeH BBBadeB o B
% | |
T X~ Sa Xa+5a
YL = 284, S =4.3
:E; | E |
o
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mediodistale Ladnge [mm]
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Standardfehler und t-Tests

e

g | |

5 — : E oooH o B

% (Rl

T X, + Staridardfehler

E :

=} | |
g_naaﬁanﬁ:aﬁu pooBaoo o
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Standardfehler und t-Tests

Wir beobachten (ns = 39, n, = 38):

Xa=259,8,=22
(unser Schatzwert fur die Streung von X4 ist also
fa=8sa/\/Na=2,2/y/Na = 0,36 (Standardfehler))
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X, =284,s, =43
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Standardfehler und t-Tests

Wir beobachten (ns = 39, n, = 38):

Xa=259,8,=22
(unser Schatzwert fur die Streung von X4 ist also
fa=sa//Na=2,2/\/na = 0,36 (Standardfehler)),

X, =284,s, =43
(unser Schatzwert fir die Streung von X, ist also

fL = SL/\/n»L = 4,3/\/’77 = 0370)

Ist die beobachtete Abweichung X, — x4 = 2,5 mit der
Nullhypothese vertraglich, dass p; = 1a?

62/107



Ungepaarter t-Test (mit Annahme gleicher Varianzen)

Die ,Bilderbuchsituation”: Wir haben zwei unabhangige
Stichproben
X155 X1,m,y und X215 -5 X2,

Die xy ; stammen aus einer Normalverteilung mit (unbekanntem)
Mittelwert 11 und (unbekannter) Varianz o2 > 0, die xo; aus einer
Normalverteilung mit (unbekanntem) Mittelwert p, und derselben
Varianz o2.
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Ungepaarter t-Test (mit Annahme gleicher Varianzen)

Die ,Bilderbuchsituation”: Wir haben zwei unabhangige
Stichproben
X155 X1,m,y und X215 -5 X2,

Die xy ; stammen aus einer Normalverteilung mit (unbekanntem)
Mittelwert 11 und (unbekannter) Varianz o2 > 0, die xo; aus einer
Normalverteilung mit (unbekanntem) Mittelwert p, und derselben
Varianz 2.

Seien

1 m 1 no
X1 = 72)(17” Xo = *sz,i
n n: =1

=1 2

die jeweiligen Stichprobenmittelwerte,

1 m 1 no
2 v\ o2 L v.\2
ST = n—1 ;(XL/ X1) , Sp = np—1 ;(Xg,, X2) R

die (korrigierten) Stichprobenvarianzen.
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Wir mochten die Hypothese Hy : .1 = o prifen.
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Wenn u1 = pp gilt, so sollte x; = X5 ,bis auf
Zufallsschwankungen® gelten, denn E[X1] = u1, E[X2] = pe.
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Wir mochten die Hypothese Hy : .1 = o prifen.
Wenn u1 = pp gilt, so sollte x; = X5 ,bis auf
Zufallsschwankungen® gelten, denn E[X1] = u1, E[X2] = pe.

Was ist die Skala der typischen Schwankungen von x; — X»?
Var(71 —72) = 02< ! + ! )

n "o

Problem (wie bereits im ein-Stichproben-Fall): Wir kennen o2 nicht.
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Wir mochten die Hypothese Hy : .1 = o prifen.
Wenn 11 = pp gilt, so sollte x; = X, ,bis auf
Zufallsschwankungen® gelten, denn E[x1] = w4, E[X2] =

Was ist die Skala der typischen Schwankungen von x; — X»?
Var(71 — 72) = (72<nl1 + nlg)
Problem (wie bereits im ein-Stichproben-Fall): Wir kennen o2 nicht.

Wir schatzen es im zwei-Stichproben-Fall durch die gepoolte
Stichprobenvarianz

ny —1)s? + (n —1)s5 :
32 = ( : n? ‘:‘ n2(—22 ) : ’71+f72 <Z(X1 ) Ii(le_)(2)>

und bilden die Teststatistik

X1 — Xo
= ——.
S./+ + L

m no
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Standardfehler und t-Tests

ungepaarter zwei-Stichproben t-Test

(mit der Annahme gleicher Varianzen)

Seien Xi,..., X,und Yy, ..., Y, unabhangige normalverteilte
Zufallsvariablen mit der selben Varianz 2. Als gepoolte
Stichprobenvarianz definieren wir

2_(n=1-F+(m-1)-&
P m+n-2 '

Unter der Nullhypothese gleicher Erwartungswerte px = 1, folgt

die Statistik L
X-Y

+

t=

3=

SI=

einer t-Verteilung mit n+ m — 2 mit Freiheitsgraden.
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Standardfehler und t-Tests

Im Hipparion-Beispiel war x; = 28,4, X4 = 25,9, s4 = 2,2,

Sa=4.3.
Wir finden t = 3,2, das 99,5%-Quantil der Student-Vert. mit 75

Freiheitsgraden ist 2,64.
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Im Hipparion-Beispiel war x; = 28,4, X4 = 25,9, s4 = 2,2,
Sa=4.3.

Wir finden t = 3,2, das 99,5%-Quantil der Student-Vert. mit 75
Freiheitsgraden ist 2,64.

Wir konnen die Nullhypothese ,die mittlere mesiodistale Lange
bei H. lybicum und bei H. africanum sind gleich“ zum
Signifikanzniveau 1% ablehnen.
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Standardfehler und t-Tests

Im Hipparion-Beispiel war x; = 28,4, X4 = 25,9, s4 = 2,2,
Sa=4.3.

Wir finden t = 3,2, das 99,5%-Quantil der Student-Vert. mit 75
Freiheitsgraden ist 2,64.

Wir konnen die Nullhypothese ,die mittlere mesiodistale Lange
bei H. lybicum und bei H. africanum sind gleich“ zum
Signifikanzniveau 1% ablehnen.

Méogliche Formulierung:

,Die mittlere mesiodistale Lange
war signifikant groBer (28,4 mm) bei H. libycum
als bei H. africanum (25,9 mm)
(t-Test, o = 0,01).°
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ldee der Rangsummentests

Beobachtungen:
X X1,Xo,..., Xm
Y : }/17}/27- --7}/n
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e Sortiere alle Beobachtungen der Gro3e nach.

e Bestimme die Range der m X-Werte unter allen
m + n Beobachtungen.

e Wenn die Nullhypothese zutrifft, sind die m
X-Range eine rein zuféallige Wahl aus
{1,2,...,m+ n}.
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ldee der Rangsummentests

Beobachtungen:
X X1,Xo,..., Xm
Y : }/17}/27- -->Yn

e Sortiere alle Beobachtungen der Gro3e nach.

e Bestimme die Range der m X-Werte unter allen
m + n Beobachtungen.

e Wenn die Nullhypothese zutrifft, sind die m
X-Range eine rein zuféallige Wahl aus
{1,2,...,m+ n}.

e Berechne die Summe der X-Range, prife, ob
dieser Wert untypisch grof3 oder klein.
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Wilcoxons Rangsummenstatistik

Beobachtungen:
X :X1,Xo,...,Xm
Y vi,Vo,.... Vn

'

Frank Wilcoxon,
1892-—1965

W = Summe der X-Range—(1+2+---+m)
heil3t
Wilcoxons Rangsummenstatistik
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Inhalt

Q Chi-Quadrat-Tests
@ \2-Test fir eine feste Verteilung
@ 2-Test auf Unabhangigkeit (oder Homogenitét)
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Chi-Quadrat-Tests XZ-Test fr eine feste Verteilung

e Chi-Quadrat-Tests
@ \2-Test fur eine feste Verteilung
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Chi-Quadrat-Tests XZ»Test fr eine feste Verteilung

Szenario:

@ Ein Experiment habe r mogliche Ausgange (z.B. r = 6 beim
Werfen eines Wirfels).
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@ Unter der Nullhypothese H, habe Ausgang /
Wahrscheinlichkeit p;.
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Chi-Quadrat-Tests XZ»Test fr eine feste Verteilung

Szenario:

@ Ein Experiment habe r mogliche Ausgange (z.B. r = 6 beim
Werfen eines Wirfels).

@ Unter der Nullhypothese H, habe Ausgang /
Wahrscheinlichkeit p;.

@ Unter n unabhangigen Wiederholungen des Experiments
beobachten wir B; mal Ausgang i. Unter H, erwarten wir
E; := E[B;j] = np; mal Augang i zu beobachten.

(*]

Frage: Geben die Beobachtungen Anlass, an der Nullhypothese
zu zweifeln?
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x*-Test flr eine feste Verteilung
Erwarte E; = np; mal Ausgang /, beoachte B; mal.
Geben diese Beobachtungen Anlass, an der Nullhypothese zu
zweifeln?
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Chi-Quadrat-Tests XZ»Test fr eine feste Verteilung

Erwarte E; = np; mal Ausgang /, beoachte B; mal.
Geben diese Beobachtungen Anlass, an der Nullhypothese zu

zweifeln?
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@ Berechne X2 = Z
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(B — E;)?
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Chi-Quadrat-Tests XZ»Test fr eine feste Verteilung

Erwarte E; = np; mal Ausgang /, beoachte B; mal.
Geben diese Beobachtungen Anlass, an der Nullhypothese zu

zweifeln?
Vorgehen:

. F)\2
@ Berechne X? = Z (B - E)°

: E;
]
@ X2 ist unter (approximativ, sofern n genligend grof3)
x2_;-verteilt (,Chi-Quadrat-verteilt mit r — 1
Freiheitsgraden®)
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x*-Test flr eine feste Verteilung
Erwarte E; = np; mal Ausgang /, beoachte B; mal.
Geben diese Beobachtungen Anlass, an der Nullhypothese zu

zweifeln?

Vorgehen:

@ Berechne X2 = Z

i

E;

(B — Ei)?

@ X2 ist unter (approximativ, sofern n genligend grof3)

x2_;-verteilt (,Chi-Quadrat-verteilt mit r — 1

Freiheitsgraden®)
@ Lehne H, zum Signifikanzniveau o ab, wenn X? > gy_,, wo
g1_. das (1 — a)-Quantil der y-Verteilung mit r — 1
Freiheitsgraden ist.

95%-Quantil der x2-Verteilung in Abhéngigkeit der Anzahl
Freiheitsgrade

F.g.

1

2

3

4

5

6

7

9

Quantil

3.84

5.99

7.81

9.49

11.07

12.59

14.07

15.51

16.92
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Beispiel: Unter 12.000 Wiirfen eines Wurfels beobachten wir folgende
Haufigkeiten der Augenzahlen:

il 1| 2| 3| 4] 5]
B, | 2014 | 2000 | 2017 | 1925 | 1998 | 2046
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Beispiel: Unter 12.000 Wiirfen eines Wirfels beobachten wir folgende
Haufigkeiten der Augenzahlen:

il 1| 2| 3| 4] 5]
B | 2014 | 2000 | 2017 | 1925 | 1998 | 2046

Ist der Wiirfel fair (Ho: p1 =+ = ps = 1/6)7?
Esist Ey =--- = Es =12.000 - 1/6 = 2000,

(2014 —2000)? | (2000 —2000)? , (2017 — 2000)?
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2000 2000 2000

X% =

= 4,115.
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Beispiel: Unter 12.000 Wiirfen eines Wirfels beobachten wir folgende
Haufigkeiten der Augenzahlen:

il 1| 2| 3| 4] 5]
B | 2014 | 2000 | 2017 | 1925 | 1998 | 2046

Ist der Wiirfel fair (Ho: p1 =+ = ps = 1/6)7?
Esist Ey =--- = Es =12.000 - 1/6 = 2000,

(2014 —2000)? | (2000 —2000)? , (2017 — 2000)?
2000 2000 2000
(1925 —2000)° (1998 —2000)° , (2046 — 2000)?
2000 2000 2000

X% =

= 4,115.

Das 95%-Quantil der x2-Verteilung mit 5 Freiheitsgraden ist 9,49 > 4,115, wir lehnen
Ho nicht ab (zum Signifikanzniveau 5%).
95%-Quantil der x2-Verteilung in Abh.keit d. Anz. Freiheitsgrade

F.g. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Quantil | 3.84 | 5.99 | 7.81 | 9.49 | 11.07 | 12.59 | 14.07 | 15.51 | 16.92 | 18.31
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Beispiel: Unter 12.000 Wiirfen eines Wirfels beobachten wir folgende
Haufigkeiten der Augenzahlen:

il 1| 2| 3| 4] 5]
B | 2014 | 2000 | 2017 | 1925 | 1998 | 2046

Ist der Wiirfel fair (Ho: p1 =+ = ps = 1/6)7?
Esist Ey =--- = Es =12.000 - 1/6 = 2000,

(2014 —2000)? | (2000 —2000)? , (2017 — 2000)?
2000 2000 2000
(1925 —2000)° (1998 —2000)° , (2046 — 2000)?
2000 2000 2000

X% =

=4115.

Das 95%-Quantil der x2-Verteilung mit 5 Freiheitsgraden ist 9,49 > 4,115, wir lehnen
Ho nicht ab (zum Signifikanzniveau 5%).
95%-Quantil der x2-Verteilung in Abh.keit d. Anz. Freiheitsgrade

F.g. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Quantil | 3.84 | 5.99 | 7.81 | 9.49 | 11.07 | 12.59 | 14.07 | 15.51 | 16.92 | 18.31

Bemerkung: x2([4,115, 00)) = 0,533, d.h. wir finden einen

p-Wert von 53%, der Test gibt keinen Anlass zu Zweifelan Hp.
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Chi-Quadrat-Tests x2-Test auf Unabhangigkeit (oder Homogenitat)

e Chi-Quadrat-Tests

@ 2-Test auf Unabhangigkeit (oder Homogenitét)
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x2-Test auf Unabhangigkeit (oder Homogenitat)
Beispiel: 48 Teilnehmer eines Management-Kurses entscheiden

Uber Beforderung:

Weiblich | Mannlich | Summe
Befordern 14 21 35
Ablegen 10 3 13
Summe 24 24 48
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Kann das Zufall sein? Testen wir H, : ,Geschlecht und
Beférderungsentscheidung sind unabhangig”.
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Chi-Quadrat-Tests x2-Test auf Unabhangigkeit (oder Homogenitat)

Beispiel: 48 Teilnehmer eines Management-Kurses entscheiden

Uber Beforderung:

Weiblich | Mannlich | Summe
Befordern 14 21 35
Ablegen 10 3 13
Summe 24 24 48

Kann das Zufall sein? Testen wir H, : ,Geschlecht und
Beférderungsentscheidung sind unabhangig”.

Anteil Weiblich=24/48=0.5, Anteil beférdert=35/48=0.73, also
erwartete Zahlen unter Hj:

Weiblich Mannlich Summe
Befordern | 17.5 (= 48 -2% -1%—2) 17.5 (= 48 '2%% -%) 35
Summe 24 24 48
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Chi-Quadrat-Tests x2-Test auf Unabhangigkeit (oder Homogenitat)

Hy : ,Geschlecht und Beférderungsentscheidung sind unabhangig®
Unter Hy erwartete Anzahlen:

Beobachtete Anzahlen:

Weiblich Mannlich Summe Weiblich Mannlich Summe
Beférdern 14 21 35 Befordern 175 175 35
Ablegen 10 3 13 Ablegen 6.5 6.5 13
Summe 24 24 48 Summe 24 24 48
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Chi-Quadrat-Tests x2-Test auf Unabhangigkeit (oder Homogenitat)

Hy : ,Geschlecht und Beférderungsentscheidung sind unabhangig®

Beobachtete Anzahlen: Unter Hy erwartete Anzahlen:
Weiblich Mannlich Summe Weiblich Mannlich Summe
Beférdern 14 21 35 Befordern 175 175 35
Ablegen 10 3 13 Ablegen 6.5 6.5 13
Summe 24 24 48 Summe 24 24 48

Die X?-Statistik ist

_ (17514 (21175 (10657 (3-65)

2
X 17.5 17.5 6.5 6.5

=5.17.
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Chi-Quadrat-Tests x2-Test auf Unabhangigkeit (oder Homogenitat)

Hy : ,Geschlecht und Beférderungsentscheidung sind unabhangig®

Beobachtete Anzahlen: Unter Hy erwartete Anzahlen:
Weiblich Mannlich Summe Weiblich Mannlich Summe
Beférdern 14 21 35 Befordern 175 175 35
Ablegen 10 3 13 Ablegen 6.5 6.5 13
Summe 24 24 48 Summe 24 24 48

Die X?-Statistik ist

_ (17514 (21175 (10657 (3-65)

175 175 6.5 65 >

X2

Unter Hy ist X? (approximativ) y2-verteilt mit einem Freiheitsgrad
(1=4—-1-1—-1=(2-1)-(2—1): 4 Zellen, ein Freiheitsgrad geht fur
die feste Gesamtsumme, einer fir das (prinzipiell) unbekannte
Geschlechterverhaltnis und einer flr die (prinzipiell) unbekannte

Beforderungswahrscheinlichkeit ,verloren®.
95%-Quantil der y?-Verteilung in Abh.keit d. Anz. Freiheitsgrade

F.g. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Quantil | 3.84 | 599 | 7.81 | 9.49 | 11.07 | 12.59 | 14.07 | 15.51 | 16.92 | 18.31

Wir kbnnen Hy zum Signifikanzniveau 5% ablehnen.
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Chi-Quadrat-Tests x2-Test auf Unabhangigkeit (oder Homogenitat)

Hy : ,Geschlecht und Beférderungsentscheidung sind unabhangig®

Beobachtete Anzahlen: Unter Hy erwartete Anzahlen:
Weiblich Mannlich Summe Weiblich Mannlich Summe
Beférdern 14 21 35 Befordern 175 175 35
Ablegen 10 3 13 Ablegen 6.5 6.5 13
Summe 24 24 48 Summe 24 24 48

Die X?-Statistik ist

_ (17514 (21175 (10657 (3-65)

175 175 6.5 65 >

X2

Unter Hy ist X? (approximativ) y2-verteilt mit einem Freiheitsgrad
(1=4—-1-1—-1=(2-1)-(2—1): 4 Zellen, ein Freiheitsgrad geht fur
die feste Gesamtsumme, einer fir das (prinzipiell) unbekannte
Geschlechterverhaltnis und einer flr die (prinzipiell) unbekannte

Beforderungswahrscheinlichkeit ,verloren®.
95%-Quantil der y?-Verteilung in Abh.keit d. Anz. Freiheitsgrade

F.g. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Quantil | 3.84 | 599 | 7.81 | 9.49 | 11.07 | 12.59 | 14.07 | 15.51 | 16.92 | 18.31

Wir kbnnen Hy zum Signifikanzniveau 5% ablehnen.
(Es ist x3([5.17,00)) = 0.023, d.h. wir finden einen p-Wert von
ca. 2%.)
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Chi-Quadrat-Tests x2-Test auf Unabhangigkeit (oder Homogenitat)

Chi-Quadrat-Test auf Unabhangigkeit, allgemeine Situation:

@ 2 Merkmale mit r bzw. s Auspragungen
(r x s-Kontingenztafel), n Beobachtungen

@ Bestimme erwartete Anzahlen unter H, als Produkt der
(normierten) Zeilen- und Spaltensummen

@ X2 ist unter Hy (approximativ) y2-verteilt mit
rs—1—(r—1)—(s—1)=(r—1)(s— 1) Freiheitsgraden.
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e Konfidenzintervalle
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Konfidenzintervalle

Wir beobachten in einer Stichprobe der Gr6Be n aus einer
Population X Exemplare mit einer gewissen Eigenschaft (z.B.
+St mannlich®) und mdéchten den (unbekannten) Anteil 6 dieser

Eigenschaft in der Gesamtpopulation schatzen.

79/107



Konfidenzintervalle

Wir beobachten in einer Stichprobe der Gr6Be n aus einer
Population X Exemplare mit einer gewissen Eigenschaft (z.B.
+St mannlich®) und mdéchten den (unbekannten) Anteil 6 dieser

Eigenschaft in der Gesamtpopulation schatzen.

Der offensichtliche Schatzer ist 6 := X

79/107



Konfidenzintervalle

Wir beobachten in einer Stichprobe der Gr6Be n aus einer
Population X Exemplare mit einer gewissen Eigenschaft (z.B.
+St mannlich®) und mdéchten den (unbekannten) Anteil 6 dieser

Eigenschaft in der Gesamtpopulation schatzen.

Der offensichtliche Schéatzer ist # := X
Frage: Wie verlaBlich ist die Schatzung?

79/107



Konfidenzintervalle

Wir beobachten in einer Stichprobe der Gr6Be n aus einer
Population X Exemplare mit einer gewissen Eigenschaft (z.B.
+St mannlich®) und mdéchten den (unbekannten) Anteil 6 dieser

Eigenschaft in der Gesamtpopulation schatzen.

Der offensichtliche Schatzer ist 6 := X

Frage: Wie verlaBlich ist die Schatzung?
Gewiinscht: Ein in Abhangigkeit von den Beobachtungen

konstruiertes (und moglichst kurzes) Intervall [§u, 50]
mit der Eigenschaft

P9<[§U,§o] Uberdeckt 9) >1 -«

far jede Wahl von 6.
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Konfidenzintervalle

Wir beobachten in einer Stichprobe der Gr6Be n aus einer
Population X Exemplare mit einer gewissen Eigenschaft (z.B.
+St mannlich®) und mdéchten den (unbekannten) Anteil 6 dieser

Eigenschaft in der Gesamtpopulation schatzen.

Der offensichtliche Schétzer ist § := X
Frage: Wie verlaBlich ist die Schatzung?
Gewiinscht: Ein in Abhangigkeit von den Beobachtungen

konstruiertes (und moglichst kurzes) Intervall [§u, 50]
mit der Eigenschaft

P9<[§U,§o] Uberdeckt 9) >1 -«

far jede Wahl von 6.

Ein solches Intervall hei3t ein Konfidenzintervall (zum
Irrtumsniveau «), engl. confidence interval.
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Konfidenzintervalle

FlOr gegebenes 0 ist X Binomial(n,0)-verteilt,
E[X] = n6, Var[X] = no(1 — ).

80/107



Konfidenzintervalle

FlOr gegebenes 0 ist X Binomial(n,0)-verteilt,
E[X] = n6, Var[X] = no(1 — ).
Flr (gendgend) grofBes nist X ungefahr normalverteilt
mit Mittelwert nf und Varianz nf(1 — 0)
(,zentraler Grenzwertsatz*):

5!)_ - Binomialgewichte (n=40, p=0.6)
c und Normalapproximation (rot)
o
5 g
Q o
<]
=
=
i 8
(0] o
o
O_ -
S T T T T T
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Konfidenzintervalle

FlOr gegebenes 0 ist X Binomial(n,0)-verteilt,
E[X] = n6, Var[X] = no(1 — ).
Flr (gendgend) grofBes nist X ungefahr normalverteilt
mit Mittelwert nf und Varianz nf(1 — 0)
(,zentraler Grenzwertsatz*):

5!)_ - Binomialgewichte (n=40, p=0.6)
c und Normalapproximation (rot)
o
5 g
Q o
<]
=
=
i 8
(0] o
o
O_ -
S T T T T T

0 10 20 30 40

X

SO is A:—ungeérnormaverei mit Mittelwert 6 un
Also ist 6 = X ( fahr) Iverteilt mit Mittelwert ¢ und

Varianz 16(1 — ) s



Konfidenzintervalle

§ = X ist (ungefahr) normalverteilt
mit Mittelwert 6 und Varianz 16(1 — 6):

6—0
19(1 -0

(mit standard-normalverteiltem 2)

Pe(aﬁ

Dichte der Standard-Normalverteilung

o

“
o

0.2

0.1

0.0

Sb)%P(aSZSb)
)

a

b
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Konfidenzintervalle

Man schétzt die (unbekannte) Streuung von p
durch \/1p(1 — p):
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Konfidenzintervalle

Man schatzt die (unbekannte) Streuung von p
durch \/1p(1 — p):

Wahle z1_,/2 so dass P(—zi_a/2 < Z < Z1_qs2) = 1 — o, dann ist

E \/7—p \/T}

P—Ziqpp—F7— D+ zi_ —a/

ein (approximatives) Konfidenzintervall fir p zum Niveau 1 — a.
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Konfidenzintervalle

Man schatzt die (unbekannte) Streuung von p
durch \/1p(1 — p):

Wahle z1_,/2 so dass P(—zi_a/2 < Z < Z1_qs2) = 1 — o, dann ist

E \/7—,0 \/T}

P—Ziqpp—F7— D+ zi_ —a/
ein (approximatives) Konfidenzintervall fir p zum Niveau 1 — a.
Zi_q/2 ist das (1 — «/2)-Quantil der Standardnormalverteilung,

flr die Praxis wichtig sind die Werte
2p975 = 1,96 (fUI" o= 0,05) und Zp995 = 2,58 (fur o = 0701)
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Konfidenzintervalle

In einem Fang von 53 Porzellankrabben waren 23 Weibchen
und 30 Mannchen, d.h. der Mannchenanteil in der Stichprobe
war 30/53 = 0,57.
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Konfidenzintervalle

In einem Fang von 53 Porzellankrabben waren 23 Weibchen
und 30 Mannchen, d.h. der Mannchenanteil in der Stichprobe
war 30/53 = 0,57.

(Approximatives) 95%-Konfidenzintervall far 6, den
Mannchenanteil in der Gesamtpopulation:
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Konfidenzintervalle

In einem Fang von 53 Porzellankrabben waren 23 Weibchen
und 30 Mannchen, d.h. der Mannchenanteil in der Stichprobe
war 30/53 = 0,57.

(Approximatives) 95%-Konfidenzintervall far 6, den
Mannchenanteil in der Gesamtpopulation:

30 (30/53)(23/53) 30 (30/53)(23/53)
| = [§—1.96\/ 5 ,§+1.96\/ o
— [0.43,0.70]

83/107



Konfidenzintervalle

Anmerkungen

{9 + Zi_a0 \(f } ist ein (approximatives) Konfidenzintervall fr
6 zum Irrtumsniveau a.
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Konfidenzintervalle

Anmerkungen

[§i Zi_qaj2 5%’5)] ist ein (approximatives) Konfidenzintervall fr
6 zum Irrtumsniveau a.
@ Fur die Gltigkeit der Approximation muss n genligend grof3

und # nicht zu nahe an 0 oder 1 sein. (Eine haufig zitierte
~Faustregel ist “nf(1 — ) > 9”.)
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Konfidenzintervalle

Anmerkungen

[§i Zi_qaj2 5%’5)] ist ein (approximatives) Konfidenzintervall fr
6 zum Irrtumsniveau a.

@ Fur die Gltigkeit der Approximation muss n genligend grof3
und # nicht zu nahe an 0 oder 1 sein. (Eine haufig zitierte
~Faustregel ist “nf(1 — ) > 9”.)

@ Die Philosophie der Konfidenzintervalle entstammt der
frequentistischen Interpretation der Statistik: Fiir jede Wabhl
des Parameters ¢ wiirden wir bei haufiger Wiederholung des
Experiments finden, dass in (ca.) (1 — «) - 100% der Félle das
(zufallige) Konfidenzintervall den ,wahren” (festen) Parameter
6 Uberdeckt.
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Konfidenzintervalle

Anmerkungen

[§i Zi_qaj2 5%’5)] ist ein (approximatives) Konfidenzintervall fr
6 zum Irrtumsniveau a.

@ Fur die Gltigkeit der Approximation muss n genligend grof3
und # nicht zu nahe an 0 oder 1 sein. (Eine haufig zitierte
~Faustregel ist “nf(1 — ) > 9”.)

@ Die Philosophie der Konfidenzintervalle entstammt der
frequentistischen Interpretation der Statistik: Fiir jede Wabhl
des Parameters ¢ wiirden wir bei haufiger Wiederholung des
Experiments finden, dass in (ca.) (1 — «) - 100% der Félle das
(zufallige) Konfidenzintervall den ,wahren” (festen) Parameter
6 Uberdeckt.

@ Formulierungen, die sich auf eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung des Parameters 6 beziehen
(beispielsweise: Wie-wahrscheinlich-istes;-dass-#-<-0,37),
sind in der frequentistischen Interpretation sinnlos.

(Dies ist in anders in der Bayesschen Interpretation.)
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Konfidenzintervalle

Student-Konfidenzintervall fir den Mittelwert
Sei a € (0,1) (oft « = 0.05), t,_1,1_a/2 das (1 — «/2)-Quantil der

Student-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden (d.h. fur
Student-(n — 1)-verteiltes T, 1 Qit P(Tph_1 < th_11-a2) =1 —a/2).
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Student-Konfidenzintervall fir den Mittelwert

Sei a € (0,1) (oft « = 0.05), t,_1,1_a/2 das (1 — a/2)-Quantil der
Student-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden (d.h. fur
Student-(n — 1)-verteiltes T, 1 Qit P(Tph_1 < th_11-a2) =1 —a/2).
Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass der wahre Mittelwert
von dem Intervall
_ s _ s
=X —th11-ap— X+ bth11_ap—
[ n—1,1 /Zﬁ' + -1, /2ﬁ}
Uberdeckt wird, (approximativ*) 1 — «.
I heif3t ein Konfidenzintervall fUr ;. zum Niveau 1 — « oder kurz
ein (1 — «)-Konfidenzintervall.
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Student-Konfidenzintervall fir den Mittelwert

Sei a € (0,1) (oft « = 0.05), t,_1,1_a/2 das (1 — a/2)-Quantil der
Student-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden (d.h. fur
Student-(n — 1)-verteiltes T, 1 Qit P(Tph_1 < th_11-a2) =1 —a/2).
Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass der wahre Mittelwert
von dem Intervall
_ s _ s
=X —th11-ap— X+ bth11_ap—
[ n—1,1 /Zﬁ' + -1, /2ﬁ}
Uberdeckt wird, (approximativ*) 1 — «.
I heif3t ein Konfidenzintervall fUr ;. zum Niveau 1 — « oder kurz
ein (1 — «)-Konfidenzintervall.

*
Die Aussage ist wortlich korrekt, wenn die Daten als normalverteilt angenommen werden dirfen, die Naherung ist
sehr gut und fur die Praxis ausreichend, wenn die Daten ungefahr symmetrisch und glockenférmig verteilt sind oder
n geniigend groB3.
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Konfidenzintervalle

Dualitat von Konfidenzintervallen und zweiseitigen Tests

Beispiel:

Stichprobe der GréBe n = 29, in der wir Stichprobenmittelwert

X = 3.28 und Stichprobenstreuung s = 0.9 beobachtet haben.
Konfidenzintervall fir den wahren Mittelwert 1 zum Irrtumsniveau

_ _ S
X~ 1005 X+ 1095 o] = [288,3.58]
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Konfidenzintervalle

Dualitat von Konfidenzintervallen und zweiseitigen Tests

Beispiel:

Stichprobe der GréBe n = 29, in der wir Stichprobenmittelwert

X = 3.28 und Stichprobenstreuung s = 0.9 beobachtet haben.
Konfidenzintervall fir den wahren Mittelwert 1 zum Irrtumsniveau
9% (t2g,0.975 = 2.048)

_ _ S
X~ 1005 X+ 1095 o] = [288,3.58]

Nehmen wir an, wir wollten (anhand derselben Beobachtungen)
die Nullhypothese ,u = 3.2° zum Signifikanzniveau 5% testen:
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Konfidenzintervalle

Dualitat von Konfidenzintervallen und zweiseitigen Tests

Beispiel:

Stichprobe der GréBe n = 29, in der wir Stichprobenmittelwert

X = 3.28 und Stichprobenstreuung s = 0.9 beobachtet haben.
Konfidenzintervall fir den wahren Mittelwert 1 zum Irrtumsniveau
9% (t2g,0.975 = 2.048)

_ _ S
X~ 1005 X+ 1095 o] = [288,3.58]

Nehmen wir an, wir wollten (anhand derselben Beobachtungen)
die Nullhypothese ,. = 3.2 zum Signifikanzniveau 5% testen:
X—p
Verwende den t-Test: t = —— =0.18
s/v/n
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Dualitat von Konfidenzintervallen und zweiseitigen Tests

Beispiel:

Stichprobe der GréBe n = 29, in der wir Stichprobenmittelwert

X = 3.28 und Stichprobenstreuung s = 0.9 beobachtet haben.
Konfidenzintervall fir den wahren Mittelwert 1 zum Irrtumsniveau
9% (t2g,0.975 = 2.048)

_ _ S
X~ 1005 X+ 1095 o] = [288,3.58]

Nehmen wir an, wir wollten (anhand derselben Beobachtungen)
die Nullhypothese ,. = 3.2 zum Signifikanzniveau 5% testen:
X—p
Verwende den t-Test: t = —— = 0.18,
s/v/n
[t] = 10.18| < g 0.975 = 2.048, d.h. wir wiirden die Nullhypothese
nicht verwerfen (der p-Wert ist 0.86 (= P,—32(|t| > 0.18))).
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@ Lineare Zusammenhange
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Erst mal ohne Zufallsschwankungen

Gefahrene Strecke bei 100km/h

400
I

Gemessene Fahrt-
strecke bei exakt 100
km/h

Fahrstrecke in km
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Fahrzeit in Stunden
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Erst mal ohne Zufallsschwankungen

Fahrstrecke in km

400

350

300

250

200

150

100

Gefahrene Strecke bei 100km/h

1.0

15

20 25 3.0

Fahrzeit in Stunden

35

4.0

Gemessene Fahrt-
strecke bei exakt 100
km/h
Zusammenhang:
Strecke s in km, Zeit t
in Stunden

km

s:100?-t

89/107



Lineare Regression Lineare Zusammenhénge

Problem und Lésung:
@ Problem: Strecke ist schwer zu messen.
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Problem und Lésung:
@ Problem: Strecke ist schwer zu messen.
@ Beobachtung: Zeit ist leicht zu messen (Blick auf Uhr)
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Lineare Regression Lineare Zusammenhénge

Problem und Lésung:
@ Problem: Strecke ist schwer zu messen.
@ Beobachtung: Zeit ist leicht zu messen (Blick auf Uhr)

@ Losung: Linearer Zusammenhang zwischen Strecke und
Zeit ermdglicht leichte Berechnung der Strecke (~~ Problem
gelbst)
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Lineare Regression Lineare Zusammenhénge

Englisch:  Grif-
fon Vulture
Gypus fulvus
Gansegeier

photo (c) by Jérg Hempel
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Lineare Regression Lineare Zusammenhénge

Beispiel: Herzfrequenz und Stoffwechselrate beim Gansegeier

@ Frage: Was ist die Stoffwechselrate bei Gansegeiern im
Alltag (zB im Flug)?
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Lineare Regression Lineare Zusammenhénge

Beispiel: Herzfrequenz und Stoffwechselrate beim Gansegeier

@ Frage: Was ist die Stoffwechselrate bei Gansegeiern im
Alltag (zB im Flug)?

@ Problem: Stoffwechselrate ist aufwandig zu messen
(eigentlich nur im Labor)
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Beispiel: Herzfrequenz und Stoffwechselrate beim Gansegeier

@ Frage: Was ist die Stoffwechselrate bei Gansegeiern im
Alltag (zB im Flug)?

@ Problem: Stoffwechselrate ist aufwandig zu messen
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@ Beobachtung: Herzfrequenz ist leicht zu messen.
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Lineare Regression Lineare Zusammenhénge

Beispiel: Herzfrequenz und Stoffwechselrate beim Gansegeier

@ Frage: Was ist die Stoffwechselrate bei Gansegeiern im
Alltag (zB im Flug)?

@ Problem: Stoffwechselrate ist aufwandig zu messen
(eigentlich nur im Labor)

@ Beobachtung: Herzfrequenz ist leicht zu messen.

@ Lésung: Nutze linearen Zusammenhang zwischen
Stoffwechselrate und Herzfrequenz.
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Lineare Regression Lineare Zusammenhénge

Beispiel: Herzfrequenz und Stoffwechselrate beim Gansegeier

@ Frage: Was ist die Stoffwechselrate bei Gansegeiern im
Alltag (zB im Flug)?

@ Problem: Stoffwechselrate ist aufwandig zu messen
(eigentlich nur im Labor)

@ Beobachtung: Herzfrequenz ist leicht zu messen.

@ Lésung: Nutze linearen Zusammenhang zwischen
Stoffwechselrate und Herzfrequenz.

@ Komplikation: Der lineare Zusammenhang ist nicht
deterministisch, sondern zufallsbehaftet auf Grund von
Messfehlern und da Stoffwechselrate von der ,Tagesform®
abhangt.
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Lineare Regression Lineare Zusammenhénge

Beispiel: Herzfrequenz und Stoffwechselrate beim Gansegeier

Frage: Was ist die Stoffwechselrate bei Gansegeiern im
Alltag (zB im Flug)?

Problem: Stoffwechselrate ist aufwandig zu messen
(eigentlich nur im Labor)

Beobachtung: Herzfrequenz ist leicht zu messen.

Lésung: Nutze linearen Zusammenhang zwischen
Stoffwechselrate und Herzfrequenz.

Komplikation: Der lineare Zusammenhang ist nicht
deterministisch, sondern zufallsbehaftet auf Grund von
Messfehlern und da Stoffwechselrate von der ,Tagesform®
abhangt.

Lineare Regression 10st diese Komplikation in Wohlgefallen
auf.
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Lineare Regression Lineare Zusammenhénge

Beispiel: Herzfrequenz und Stoffwechselrate beim Gansegeier

metabolic rate [J/(g*h)]

30

25

20

15

10

griffon vulture, 17.05.99, 16 degrees C

oo ©

00 8
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T T T T
60 70 80 920

heart beats [per minute]
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Lineare Regression Lineare Zusammenhénge

Beispiel: Herzfrequenz und Stoffwechselrate beim Gansegeier

metabolic rate [J/(g*h)]

30

25

griffon vulture, 17.05.99, 16 degrees C

T T T T T T
50 60 70 80 920 100

heart beats [per minute]
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Lineare Regression Lineare Zusammenhénge
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Lineare Regression Lineare Zusammenhénge

y=a+bx

a intércept

X1 Xo X3
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Lineare Regression Lineare Zusammenhénge
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Lineare Regression Lineare Zusammenhénge
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Lineare Zusammenhange

Lineare Regression
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Lineare Zusammenhange

Lineare Regression

Residuen
y; - (a+bx)

r.=
I
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Lineare Regression Lineare Zusammenhénge

Residuen

s ) r.=y; - (a+bx)

Wabhle die Gerade so, dass die Summe der quadrierten Residuen minimal wird!

2, 2 2
r1+r2+....+rn
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Lineare Regression Lineare Zusammenhénge

Definiere die Regressionsgerade
y=a+b-x
durch die Minimierung der Summe der quadrierten Residuen:

(a,b) =a rgmln (y,-—(aer-x,-))2

(a,b)

Dahinter steckt die Modellvorstellung, dass Werte a, b
existieren, so dass flr alle Datenpaare (x;, y;) gilt

yi=a+b-xi+ei,

wobei alle ¢; unabhangig und normalverteilt sind und alle
dieselbe Varianz o2 haben.
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Lineare Regression Lineare Zusammenhénge

Y

34
)2
Y3

Yn

gegebene Daten:

X
X1
X2
X3

Xn
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Lineare Regression Lineare Zusammenhénge

34
)2
Y3

Yn

Y

gegebene Daten:

X
X4
X2
X3

Xn

Modell: es gibt Zahlen
a, b, 02, so dass

)4
)2
Y3

Yn

a+b-
a+b-
a+b-

a+b-

X1+ €1
Xo + €2
X3 + €3

Xn+é€n
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Lineare Regression Lineare Zusammenhénge

gegebene Daten: Modell: es gibt Zahlen
a, b, 02, so dass
Y X
2 Xi yi = atb-xi+e
Vo Xo Yo = a+b-xe+ez
Vs X3 Y3 = a+b-x3+es3
Yn Xn Yn = a+b-x,+en

Dabei sind ¢4, &5, . . ., £, unabhangig ~ N (0, 02).
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Lineare Regression Lineare Zusammenhénge

gegebene Daten: Modell: es gibt Zahlen
a, b, 02, so dass
Y X
2 Xi yi = atb-xi+e
Vo Xo Yo = a+b-xe+ez
Vs X3 Y3 = a+b-x3+es3
Yn Xn Yn = a+b-x,+en

Dabei sind ¢4, &5, . . ., £, unabhangig ~ N (0, 02).
= Y1, Yo, ..., Y¥n sind unabhangig y; ~ N(a+ b - x;, 0?).
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Lineare Regression Lineare Zusammenhénge

gegebene Daten: Modell: es gibt Zahlen
a, b, 02, so dass
Y X
2 Xi yi = atb-xi+e
Vo Xo Yo = a+b-xe+ez
Vs X3 Y3 = a+b-x3+es3
Yn Xn Yn = a+b-x,+en

Dabei sind ¢4, &5, . . ., £, unabhangig ~ N (0, 02).
= Y1, Yo, ..., Y¥n sind unabhangig y; ~ N(a+ b - x;, 0?).

a, b, 0 sind unbekannt, aber nicht zufallig.
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Lineare Zusammenhnge
Wir schatzen a und b, indem wir

(a,b) :=argmin> (i — (a+ b- x;))? berechnen.
i
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Lineare Zusammenhnge
Wir schatzen a und b, indem wir

(4, b) := arg Enlbr; (vi—(a+b-x))? berechnen.
a

a und b sind gegeben durch

B:COV(X,y):Zi(yi_}_/) (X; — X) Zlyl (x; — X)
% >oi(xi — X)? S (% — X)?

und

Q>
Il
<1
|
o
x|
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Lineare Zusammenhnge
Wir schatzen a und b, indem wir

~

(a,b) :=arg Enlbr; (vi—(a+b-x))? berechnen.
a

a und b sind gegeben durch

B:COV(X,y):Zi(yi_}_/) (X; — X) Zlyl (x; — X)
% >oi(xi — X)? S (% — X)?

und )
a=y—-b-x.
Bitte merken:

Die Gerade y = &+ b - x geht genau durch den Schwerpunkt
der Punktwolke (xi, y1), (X2, ¥2), - - -, (Xn, Yn)-
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e Lineare Regression

@ (-Test fuer lineare Zusammenhange
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Lineare Regression t-Test fuer lineare Zusammenhange

Modell:
Y=a+b - X+¢ mit ¢ ~ N(0, 6%)
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Lineare Regression t-Test fuer lineare Zusammenhange

Modell:
Y=a+b - X+¢ mit ¢ ~ N(0, 6%)

Wie berechnet man die Signifikanz eines Zusammenhangs
zwischen dem erkldrenden Merkmal X und der ZielgréBe Y?
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Lineare Regression t-Test fuer lineare Zusammenhange

Modell:
Y=a+b - X+¢ mit ¢ ~ N(0, 6%)

Wie berechnet man die Signifikanz eines Zusammenhangs
zwischen dem erkldrenden Merkmal X und der ZielgréBe Y?

Anders formuliert: Mit welchem Test konnen wir der
Nullhypothese b = 0 zu Leibe riicken?
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Lineare Regression t-Test fuer lineare Zusammenhange

Modell:
Y=a+b - X+¢ mit ¢ ~ N(0, 6%)

Wie berechnet man die Signifikanz eines Zusammenhangs
zwischen dem erkldrenden Merkmal X und der ZielgréBe Y?

Anders formuliert: Mit welchem Test konnen wir der
Nullhypothese b = 0 zu Leibe riicken?

Wir haben b durch b geschétzt (und gehen jetzt mal von b # 0
aus). Kénnte das wahre b auch 0 sein?
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Lineare Regression t-Test fuer lineare Zusammenhange

Modell:
Y=a+b - X+¢ mit ¢ ~ N(0, 6%)

Wie berechnet man die Signifikanz eines Zusammenhangs
zwischen dem erkldrenden Merkmal X und der ZielgréBe Y?

Anders formuliert: Mit welchem Test konnen wir der
Nullhypothese b = 0 zu Leibe riicken?

Wir haben b durch b geschétzt (und gehen jetzt mal von b # 0
aus). Kénnte das wahre b auch 0 sein?

Wie groB ist der Standardfehler unserer Schatzung b?
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Lineare Regression t-Test fuer lineare Zusammenhange

yi=a+b-xi+e  mite ~ N(0,0%)
nicht zufallig: a, b, x;, 0 zufallig: ¢, y;
var(y;) = var(a+ b - x; + <) = var(e) = o?

und yi, yo, . .., ¥n Sind stochastisch unabhangig.
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Lineare Regression t-Test fuer lineare Zusammenhange

yi=a+b-xi+e  mite ~ N(0,0%)

nicht zufallig: a, b, x;, 0 zufallig: ¢, y;
var(y;) = var(a+ b - x; + ¢) = var(e) = o°
und yi, yo, . .., ¥n Sind stochastisch unabhangig.

2 YilXi = X)

2206 — X)?
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Lineare Regression t-Test fuer lineare Zusammenhange

yi=a+b-xi+e  mite ~ N(0,0%)
nicht zufallig: a, b, x;, o2 zufallig: e, y;
var(y;) = var(a+ b - x; + <) = var(e) = o?
und yi, yo, . .., ¥n Sind stochastisch unabhangig.

2 YilXi = X)

2206 — X)?

var(b) = var<Z;Yi(Xi—)_()) _ Vel(gz,(:;,}/fxé)_g));())

2206 = X)?

101/107



Lineare Regression t-Test fuer lineare Zusammenhange

yi=a+b-xi+e  mite ~ N(0,0%)
nicht zufallig: a, b, x;, 0 zufallig: ¢, y;
var(y;) = var(a+ b - x; + <) = var(e) = o?

und yi, yo, . .., ¥n Sind stochastisch unabhangig.

S %)
>0 — X
() — var (T X)) v (St 5)

(i — x)2)°
ivar(y) (xi—x)* o 3i(xi—X)°

(Zi(x —X)2)° (Ci(xi — %)2)°
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Lineare Regression t-Test fuer lineare Zusammenhange

yi=a+b-xi+e  mite ~ N(0,0%)
nicht zufallig: a, b, x;, 0 zufallig: ¢, y;
var(y;) = var(a+ b - x; + <) = var(e) = o?

und yi, yo, . .., ¥n Sind stochastisch unabhangig.

_ 2iYilxi—X)
>oi(xi —x)2
var(b) = var (%ﬁ)_{)’?) _var(Syi(x — X))

> - (5i(x — %))
_ Zvar(y,)( ‘)2 BTRD oY C

i(Xi — X)? (Xi(x — %)2)°

/z
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Lineare Regression t-Test fuer lineare Zusammenhange

Tatsachlich ist b Normalverteilt mit Mittelwert b und

w6t /S5
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Tatsachlich ist b Normalverteilt mit Mittelwert b und
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Problem: Wir kennen 2 nicht.
Wir schatzen o2 mit Hilfe der beobachten Residuenvarianz
durch

n(ab)
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Lineare Regression t-Test fuer lineare Zusammenhange

Tatsachlich ist b Normalverteilt mit Mittelwert b und

w6t /S5

Problem: Wir kennen 2 nicht.
Wir schatzen o2 mit Hilfe der beobachten Residuenvarianz
durch
oA 2
2. (y,-—a—b-x,-)
n-—2
Zu beachten ist, dass durch n — 2 geteilt wird. Das hat damit zu

tun, dass zwei Modellparameter a und b bereit geschatzt
wurden, und somit 2 Freiheitsgrade verloren gegangen sind.

=
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Lineare Regression t-Test fuer lineare Zusammenhange

var(b) = ¢? / > (i —X)?

Schéatze o2 durch
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Lineare Regression t-Test fuer lineare Zusammenhange

var(b / S0

Schéatze o2 durch

Dann ist .
b—b
s /I =X
Student-t-verteilt mit n — 2 Freiheitsgraden und wir kdnnen den
t-Test anwenden, um die Nullhypothese b = 0 zu testen.
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Lineare Regression t-Test fuer lineare Zusammenhange

var(b / S0

Schéatze o2 durch

Dann ist .
b—b
s /I =X
Student-t-verteilt mit n — 2 Freiheitsgraden und wir kdnnen den
t-Test anwenden, um die Nullhypothese b = 0 zu testen.
Verwerfe Hy: ,b = 0“ zum Signifikanzniveau «, wenn

> Q1—a/2, WO Gi—_q/2 das (1 — «/2)-Quantil der

>i(xi—X)?

Student-Verteilung mit n — 2 Freiheitsgraden ist:

103/107



t-Test fuer lineare Zusammenhange
Beispiel: Rothirsch (Cervus elaphus)

Theorie: Hirschkiihe kdnnen das Geschlecht ihrer Nachkommen
beeinflussen.
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t-Test fuer lineare Zusammenhange
Beispiel: Rothirsch (Cervus elaphus)

Theorie: Hirschkiihe kdnnen das Geschlecht ihrer Nachkommen
beeinflussen.

Unter dem Gesichtspunkt evolutionar stabiler Strategien ist zu
erwarten, dass schwache Tiere eher zu weiblichem und starke
Tiere eher zu mannlichem Nachwuchs tendieren.
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Lineare Regression t-Test fuer lineare Zusammenhange

y : Anteil mé&nnliche Nachkommen

e
—

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

0.0

0.2

0.4 0.6

x : Rang

0.8

1.0
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y : Anteil mé&nnliche Nachkommen

e
—

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

Es ist

X = 0.51

(mittl. Rang)
y=0.44

o | (mittl. Ant. mannl.
Nachk.)

02 =0.097

° | cov(x,y)=0.044

0.0

x : Rang

1.0
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Lineare Regression t-Test fuer lineare Zusammenhange

y : Anteil mé&nnliche Nachkommen

e
—

@
o

0.6

0.4

0.2

0.0

x : Rang

1.0

Es ist

X = 0.51

(mittl. Rang)

y =044

(mittl. Ant. mannl.
Nachk.)

= 0.097
cov(x,y)=0.044
b= 3% = 045
a
=0.44 -0.51-0.45
=0.21
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Im Rothirschkihe-Beispiel:

b—045 —_Ses  — 0067
b OS’W 0.0673,

also beobachten wir t =

b _e7
Sres/\/ ZI(XI*)-()z
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Lineare Regression t-Test fuer lineare Zusammenhange

Im Rothirschkihe-Beispiel:

b=045 ——S= __ — 0.0673,
b eI 0.0673

also beobachten wir t = — 29 _ g7
Sres/\/ Xzi(xi*)-()2

Einer Tabelle entnehmen wir: Das 99.95%-Quantil der
Student-Verteilung mit 50 Freiheitsgraden ist 3.496 (und das der
Student-Vert. mit 60 Freiheitsgraden ist 3.460).

Wir kdnnen also die Nullhypothese ,das wahre b = 0“ zum
Signifikanzniveau 0.1% ablehnen.
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Im Rothirschkihe-Beispiel:

b=045 ——S= __ — 0.0673,
b eI 0.0673

also beobachten wir t = — 29 _ g7
Sres/\/ 2:/()0*)-()2

Einer Tabelle entnehmen wir: Das 99.95%-Quantil der
Student-Verteilung mit 50 Freiheitsgraden ist 3.496 (und das der
Student-Vert. mit 60 Freiheitsgraden ist 3.460).

Wir konnen also die Nullhypothese ,das wahre b = 0“ zum
Signifikanzniveau 0.1% ablehnen.

Bemerkung: Das beweist nattrlich nicht, dass Hirschkihe das
Geschlecht ihrer Nachkommen willentlich bestimmen kénnen.
Es scheint eher plausibel anzunehmen, dass es Faktoren gibt, die den
Rang und die Geschlechterverteilung der Nachkommen zugleich
beeinflussen, siehe die Diskussion in dem zitierten Artikel von
T. H. Clutton-Brock et. al.
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Lineare Regression t-Test fuer lineare Zusammenhange

Viel Erfolg beim Lernen!
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