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Einfaktorielle Varianzanalyse und F-Test

@ Einfaktorielle Varianzanalyse und F-Test
@ Uber paarweise Vergleiche und multiples Testen

@ Vorgehen der Diskriminanzanalyse
@ (Mehrdimensionale) Normalverteilung

@ eine Variable
@ zwei Variable
@ zehn Dimensionen
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Grundidee der Varianzanalyse

Beobachtungswert

Wir beobachten unterschiedliche Gruppenmittelwerte:
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Einfaktorielle Varianzanalyse und F-Test

Grundidee der Varianzanalyse
Wir beobachten unterschiedliche Gruppenmittelwerte:
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Sind die beobachteten Unterschiede der Gruppenmittelwerte
ernst zu nehmen — oder kdnnte das alles Zufall sein?
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Sind die beobachteten Unterschiede der Gruppenmittelwerte
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Das hangt vom Verhaltnis der Variabilitat der
Gruppenmittelwerte und der Variabilitat der Beobachtungen
innerhalb der Gruppen ab:
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Sind die beobachteten Unterschiede der Gruppenmittelwerte
ernst zu nehmen — oder kdnnte das alles Zufall sein?

Das hangt vom Verhaltnis der Variabilitat der
Gruppenmittelwerte und der Variabilitat der Beobachtungen
innerhalb der Gruppen ab: die Varianzanalyse gibt eine

(quantitative) Antwort.
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Beispiel: Blutgerinnungszeiten

Blutgerinnungszeit bei Ratten unter 4 versch. Behandlungen

Gruppe | Beobachtung
1 62 60 63 59
2 63 67 71 64 65 66
3 68 66 71 67 68 68
4 56 62 60 61 63 64 63 59
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Beispiel: Blutgerinnungszeiten

Blutgerinnungszeit bei Ratten unter 4 versch. Behandlungen

Gruppe | Beobachtung
1 62 60 63 59
2 63 67 71 64 65 66
3 68 66 71 67 68 68
4 56 62 60 61 63 64 63 59

Globalmittelwert x.. = 64,
Gruppenmittelwerte x1. = 61, Xo. = 66, X3. = 68, X4. = 61.
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Beispiel: Blutgerinnungszeiten

Blutgerinnungszeit bei Ratten unter 4 versch. Behandlungen

Gruppe | Beobachtung
1 62 60 63 59
2 63 67 71 64 65 66
3 68 66 71 67 68 68
4 56 62 60 61 63 64 63 59

Globalmittelwert x.. = 64,

Gruppenmittelwerte x1. = 61, Xo. = 66, X3. = 68, X4. = 61.

Bemerkung: Der Globalmittelwert ist in diesem Beispiel auch der
Mittelwert der Gruppenmittelwerte. Das muss aber nicht immer so

sein!
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Einfaktorielle Varianzanalyse und F-Test

Beispiel
Blutgerinnungszeit bei Ratten unter 4 versch. Behandlungen
Gr. | X;. | Beobachtung
1 |61 62 60 63 59
(62—61)2 (60—61)2 (63—61)2 (59 —61)
2 |66 63 67 71 64 65 66
(63 —-66)2 (67 —66)2 (71—66)2 (64—66)2 (65—66)2 (66— 66)
3 |68 68 66 71 67 68 68
(68 —68)2 (66 —68)2 (71 —68)2 (67 —68)2 (68—68)2 (68— 68)2
4 |61 56 62 60 61 63 64 63 59
(56 —61)2 (62—61)2 (60—61)2 (61—61)2 (63—61)2 (64—61)2 (63—61)2 (59— 61)2
Globalmittelwert x.. = 64,
Gruppenmittelwerte X;. = 61, Xo. = 66, X3. = 68, X4. = 61.
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Beispiel

Blutgerinnungszeit bei Ratten unter 4 versch. Behandlungen

Gr. | X;. | Beobachtung

1 |61 62 60 63 59
(62—61)2 (60—61)2 (63—61)2 (59 —61)2

2 | 66 63 67 71 64 65 66
(63 —66)> (67 —66)*> (71 —66)> (64 —66)> (65—66)° (66— 66)°

3 |68 68 66 71 67 68 68
(68 —68)> (66 —68)° (71—68)> (67 —68)°> (68—68)> (68— 68)?

4 | 61 56 62 60 61 63 64 63 59
(56 —61)2 (62—61)2 (60—61)2 (61—61)2 (63—61)2 (64—61)2 (63—61)2 (59—61)2

Globalmittelwert x.. = 64,
Gruppenmittelwerte X;. = 61, Xo. = 66, X3. = 68, X4. = 61.

Die roten Werte (ohne die Quadrate) heiBen Residuen: die ,Restvariabilitat* der
Beobachtungen, die das Modell nicht erklart.
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Gruppenmittelwerte X;. = 61, Xo. = 66, X3. = 68, X4. = 61.

Die roten Werte (ohne die Quadrate) heiBen Residuen: die ,Restvariabilitat* der
Beobachtungen, die das Modell nicht erklart.

Quadratsumme innerhalb der Gruppen:
SSinnerh = 1 12:
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Einfaktorielle Varianzanalyse und F-Test

Beispiel
Blutgerinnungszeit bei Ratten unter 4 versch. Behandlungen
Gr. | X;. | Beobachtung
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Die roten Werte (ohne die Quadrate) heiBen Residuen: die ,Restvariabilitat* der

Beobachtungen, die das Modell nicht erklart.

Quadratsumme innerhalb der Gruppen:
SSinnerh = 112, 20 Freiheitsgrade
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Einfaktorielle Varianzanalyse und F-Test

Beispiel: Blutgerinnungszeit bei Ratten unter 4 versch. Behandlungen

ANOVA-Tafel (,ANalysis Of VAriance®)

Freiheits- Quadrat- .
grade summe gﬂmfnrg ((S);?glrf)lt_ F-Wert
(DF) (SS)

Gruppe 3 228 76 13,57

Residuen 20 112 5.6

6/76



Einfaktorielle Varianzanalyse und F-Test

Beispiel: Blutgerinnungszeit bei Ratten unter 4 versch. Behandlungen

ANOVA-Tafel (,ANalysis Of VAriance®)

Freiheits- Quadrat- mittlere Quadrat-

(g[r)allge (sggn)me summe (SS/DF) F-Wert
Gruppe 3 228 76 13,57
Residuen 20 112 5.6

Unter der Hypothese H, ,die Gruppenmittelwerte sind gleich®
(und einer Normalverteilungsannahme an die Beobachtungen)

ist F Fisher-verteilt mit 3 und 20 Freiheitsgraden,

p = Fishers 20([13,57,00)) < 5-107°.
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Beispiel: Blutgerinnungszeit bei Ratten unter 4 versch. Behandlungen

ANOVA-Tafel (,ANalysis Of VAriance®)
Freiheits- Quadrat-

mittlere Quadrat-
(g[r)allge (sggn)me summe (SS/DF) F-Wert
Gruppe 3 228 76 13,57
Residuen 20 112 5.6

Unter der Hypothese H, ,die Gruppenmittelwerte sind gleich®
(und einer Normalverteilungsannahme an die Beobachtungen)

ist F Fisher-verteilt mit 3 und 20 Freiheitsgraden,

p = Fishers 20([13,57,00)) < 5-107°.

Wir lehnen demnach H, ab.
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Einfaktorielle Varianzanalyse und F-Test

Sir Ronald Aylmer Fisher,
1890-1962
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Einfaktorielle Varianzanalyse und F-Test
F-Test

n=n;+ no+---+ n; Beobachtungen in / Gruppen,
Xj = j-te Beobachtung in der i-ten Gruppe, j=1,...,n;.
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Einfaktorielle Varianzanalyse und F-Test
F-Test

n=n;+ no+---+ n; Beobachtungen in / Gruppen,

Xj = j-te Beobachtung in der i-ten Gruppe, j =1,...,n;
Modellannahme: Xjj = 1 + ¢y,

mit unabhangigen, normalverteilten ¢, E[¢;] = 0, Var[gj] = 02
(uj ist der ,wahre® Mittelwert innerhalb der i-ten Gruppe.)
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Einfaktorielle Varianzanalyse und F-Test
F-Test

n=n;+ no+---+ n; Beobachtungen in / Gruppen,
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Einfaktorielle Varianzanalyse und F-Test
F-Test

Xjj = j-te Beobachtung in der i-ten Gruppe, j = 1,...,n,
Modellannahme: )(I'j = Wi+ Ejje E[g,-j] = 0, Var[gij] — g2

L& v Quadratsumme innerhalb d. Gruppen
. — E: 2: . X.)2 . J
SSimner i=1 ,-21(XU Xi) n — | Freiheitsgrade

U v Quadratsumme zwischen d. Gruppen
— (X, X )2 ;
SSm = ,221 ni(Xi. — X.) | — 1 Freiheitsgrade
B SSinnerh/(n — l)
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Einfaktorielle Varianzanalyse und F-Test
F-Test

Xjj = j-te Beobachtung in der i-ten Gruppe, j = 1,...,n,
Modellannahme: )(I'j = Wi+ Ejje E[g,-j] = 0, Var[gij] — g2

| n; .
d ~ Quadratsumme innerhalb d. Gruppen,
SSimern = 3 3 (Xj — Xi)?2 PP

=i n — | Freiheitsgrade

U v Quadratsumme zwischen d. Gruppen
_ (X, X )2 ,
SSm = ,221 ni(Xi. — X.) | — 1 Freiheitsgrade

B SSinnerh/(n - l)
Unter der Hypothese Hy : 11 = - -+ = py (,alle p; sind gleich®)

ist F Fisher-verteilt mit / — 1 und n — I Freiheitsgraden
(unabhangig vom tatsachlichen gemeinsamen Wert der ;).

F-Test: Wir lehnen H, zum Signifikanzniveau « ab, wenn

F > q., wobei g, das (1 — «)-Quantil der Fisher-Verteilung mit
I — 1 und n — I Freiheitsgraden ist. 9/76



Einfaktorielle Varianzanalyse und F-Test

Berechnung der Signifikanz mit R

Wie muss man q wahlen, damit P(F < gq) = 0.95 fir
Fisher(6,63)-verteiltes F?

> qf (0.95,df1=6,df2=63)
[1] 2.246408
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Berechnung der Signifikanz mit R

Wie muss man q wahlen, damit P(F < gq) = 0.95 fir
Fisher(6,63)-verteiltes F?

> qf (0.95,df1=6,df2=63)
[1] 2.246408

p-Wert-Berechnung: Wie wahrscheinlich ist es, dass eine
Fisher(3,20)-verteilte ZufallsgréBe einen Wert > 13.57
annimmt?

> pf(13.57, df1=3, df2=20, lower.tail=FALSE)
[1] 4.66169e-05
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Einfaktorielle Varianzanalyse und F-Test

Tabelle der 95%-Quantile der F-Verteilung

Die folgende Tabelle zeigt (auf 2 Nachkommastellen gerundet) das
95%-Quantil der Fisher-Verteilung mit ki und ko Freiheitsgraden (ki Zahler-
und ko> Nennerfreiheitsgrade)

K k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
1 161.45 199.5 215.71 224.58 230.16 233.99 236.77 238.88 240.54 241.88 242.98
2 18.51 19 19.16 19.25 19.3 19.33 19.35 19.37 19.38 19.4 19.4
3 10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.89 8.85 8.81 8.79 8.76
4 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6 5.96 5.94
5 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 4.77 474 4.7
6 5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.21 4.15 41 4.06 4.03
7 5.59 4.74 4.35 4.12 3.97 3.87 3.79 3.73 3.68 3.64 3.6
8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.5 3.44 3.39 3.35 3.31
9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.29 3.23 3.18 3.14 3.1

10 4.96 4.1 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 3.07 3.02 2.98 2.94
11 4.84 3.98 3.59 3.36 3.2 3.09 3.01 2.95 29 2.85 2.82
12 4.75 3.89 3.49 3.26 3.1 3 291 2.85 2.8 2.75 272
13 4.67 3.81 3.41 3.18 3.03 292 2.83 277 2.71 2.67 2.63
14 4.6 3.74 3.34 3.1 2.96 2.85 276 27 2.65 26 2.57
15 4.54 3.68 3.29 3.06 29 2.79 271 2.64 2.59 2.54 2.51
16 4.49 3.63 3.24 3.01 2.85 274 2.66 2.59 2.54 2.49 2.46
17 4.45 3.59 3.2 2.96 2.81 27 2.61 2.55 2.49 245 2.41
18 4.41 3.55 3.16 2.93 2.77 2.66 2.58 2.51 2.46 2.41 2.37
19 4.38 3.52 3.13 29 2.74 2.63 2.54 2.48 2.42 2.38 2.34
20 4.35 3.49 3.1 2.87 2.71 2.6 2.51 2.45 2.39 2.35 2.31
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Varianzanalyse komplett in R

Die Text-Datei gerinnung.txt enthalt eine Spalte “bgz” mit den
Blutgerinnungszeiten und eine Spalte “beh” mit der Behandlung
(A,B,C,D).

> rat<-read.table("gerinnung.txt", header=TRUE)
> rat.aov <- aov(bgz~beh,data=rat)
> summary(rat.aov)
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr (>F)
beh 3 228 76.0 13.571 4.658e-05 *xx*
Residuals 20 112 5.6

Signif. codes: O “*%x’ 0.001 ‘*xx’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.’ 0.1
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Einfaktorielle Varianzanalyse und F-Test

7 verschiedene Labors haben jeweils 10 Messungen
des Chlorpheniraminmaleat—Gehalts von
Medikamentenproben vorgenommen:

E o

o
o
o

0o o
D:m:lE
0Ooooo

Gehalt an Chlorpheniraminmaleat [mg]

3.80 3.85 3.90 3.95 4.00 4.05 4.10
|

[u] oo
o [u]
] B o
oo
_ B o
T I I I I I I
1 2 3 4 5 6 7
Labor

Daten aus R.D. Kirchhoefer, Semiautomated method for the analysis of chlorpheniramine maleate tablets: collabora-
tive study, J. Assoc. Off. Anal. Chem. 62(6):1197-1201 (1979),
zitiert nach John A. Rice, Mathematical statistics and data analysis, 2nd ed., Wadsworth, 1995
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Einfaktorielle Varianzanalyse und F-Test

Gehalt an Chlorpheniraminmaleat [mg]

3.80 3.85 3.90 3.95 4.00 4.05 4.10

7 verschiedene Labors haben jeweils 10 Messungen
des Chlorpheniraminmaleat—Gehalts von
Medikamentenproben vorgenommen:
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T T T T T T
2 3 4 5 6 7
Labor
Daten aus R.D. Kirchhoefer, Semiautomated method for the analysis of chlorpheniramine maleate tablets: collabora-

tive study, J. Assoc. Off. Anal. Chem. 62(6):1197-1201 (1979),
zitiert nach John A. Rice, Mathematical statistics and data analysis, 2nd ed., Wadsworth, 1995
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Einfaktorielle Varianzanalyse und F-Test

Beachte: Die Labore sind sind mit Zahlen nummeriert. Damit R
das nicht als numerische Werte sondern als Nummern der
Labore auffasst, missen wir die Variable “Labor” in einen sog.
Factor umwandeln:

> chlor <- read.table("chlorpheniraminmaleat.txt")

> str(chlor)

’data.frame’: 70 obs. of 2 variables:

$ Gehalt: num 4.13 4.07 4.04 4.07 4.05 4.04 4.02 4.06 4
$ Labor : int 1111111111

> chlor$Labor <- as.factor(chlor$Labor)

> str(chlor)

’data.frame’: 70 obs. of 2 variables:

$ Gehalt: num 4.13 4.07 4.04 4.07 4.05 4.04 4.02 4.06 4
$ Labor : Factor w/ 7 levels "im","2mw n3m mwgn .- 1111

14/76



Einfaktorielle Varianzanalyse und F-Test

Nun kdnnen wir die Varianzanalyse durchfiihren:

> chlor.aov <- aov(Gehalt~Labor,data=chlor)
> summary (chlor.aov)

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr (>F)
Labor 6 0.12474 0.020789 5.6601 9.453e-05 *x*x*
Residuals 63 0.23140 0.003673

Signif. codes: 0 “*x*x’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘*x’ 0.05 ‘.’ 0.1
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Einfaktorielle Varianzanalyse und F-Test Uber paarweise Vergleiche und multiples Testen

@ Einfaktorielle Varianzanalyse und F-Test
@ Uber paarweise Vergleiche und multiples Testen

@ Vorgehen der Diskriminanzanalyse
@ (Mehrdimensionale) Normalverteilung

@ eine Variable
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Einfaktorielle Varianzanalyse und F-Test Uber paarweise Vergleiche und multiples Testen

Die Varianzanalyse zeigte, dass es signifikante Unterschiede
zwischen den Laboren gibt.

17/76



Einfaktorielle Varianzanalyse und F-Test Uber paarweise Vergleiche und multiples Testen

Die Varianzanalyse zeigte, dass es signifikante Unterschiede
zwischen den Laboren gibt.
Aber welche Labore unterscheiden sich signifikant?

17/76



Einfaktorielle Varianzanalyse und F-Test Uber paarweise Vergleiche und multiples Testen

Die Varianzanalyse zeigte, dass es signifikante Unterschiede
zwischen den Laboren gibt.

Aber welche Labore unterscheiden sich signifikant?

p-Werte aus paarweisen Vergleichen mittels t-Tests:

Lab2 Lab3 Lab4 Labb Lab6 Lab7

Labl 0.05357 0.00025 0.00000 0.00017 0.00055 0.04657
Lab2 0.84173 0.02654 0.25251 0.25224 0.97985
Lab3 0.00001 0.03633 0.05532 0.86076
Lab4 0.09808 0.16280 0.01944
Labb 0.94358 0.22336
Lab6 0.22543
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Einfaktorielle Varianzanalyse und F-Test Uber paarweise Vergleiche und multiples Testen

Wir haben 21 paarweise Vergleiche; auf dem 5%-Niveau zeigen
einige davon Signifikanz an.
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Einfaktorielle Varianzanalyse und F-Test Uber paarweise Vergleiche und multiples Testen

Eine ganz allgemeine Korrektur fir multiples Testen ist die
Bonferroni-Methode: Multipliziere jeden p-Wert mit der Anzahl
n der durchgefihrten Tests.
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Uber paarweise Vergleiche und multiples Testen
Beispiel: Paarweise Vergleiche (mittels t-Test) flir die
Blutgerinnungszeiten bei vier verschiedenen Behandlungen,
zunachst ohne Korrektur fir multiples Testen:

B C D
A 0.00941 0.00078 1.00000
B 0.17383 0.00663
C 0.00006
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C 0.00006

Nun mit Bonferroni-Korrektur (alle Werte mit (3) = 6 multiplizieren):
B C D

A 0.05646 0.00468 6.00000

B 1.04298 0.03978

C 0.00036

Nach Bonferroni-Korrektur fihren folgende Paare von
Behandlungen zu jeweils signifikant unterschiedlichen
Ergebnissen: A/C, B/D sowie C/D. (Der Bonferroni-korrigierte p-Wert von 6.0 flr

den Vergleich der Behandlungen A und D ist natirlich nicht als echter p-Wert zu interpretieren.)
20/76



Uber paarweise Vergleiche und multiples Testen
Die Bonferroni-Methode ist sehr konservativ, d.h. um auf der
sicheren Seite zu sein, lasst man sich lieber die eine oder
andere Signifikanz entgehen.
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Uber paarweise Vergleiche und multiples Testen
Die Bonferroni-Methode ist sehr konservativ, d.h. um auf der
sicheren Seite zu sein, lasst man sich lieber die eine oder
andere Signifikanz entgehen.

Eine Verbesserung der Bonferroni-Methode ist die
Bonferroni-Holm-Methode: Ist k die Anzahl der Tests, so
multipliziere den kleinsten p-Wert mit k, den zweitkleinsten mit
k — 1, den drittkleinsten mit kK — 2 usw.

In R gibt des den Befehl p.adjust, der p-Werte flr multiples
Testen korrigiert und dabei defaultmaiig Bonferroni-Holm
verwendet:

> pv <= ¢(0.00941, 0.00078, 1.00000, 0.17383,

+ 0.00663, 0.00006)

> p.adjust (pv)

[1] 0.02823 0.00390 1.00000 0.34766 0.02652 0.00036
> p.adjust(pv, method="bonferroni")

[1] 0.05646 0.00468 1.00000 1.00000 0.03978 0.00036
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Einfaktorielle Varianzanalyse und F-Test Uber paarweise Vergleiche und multiples Testen

Flr paarweise t-Tests gibt es ebenfalls eine R-Funktion, die per
default die Bonferroni-Holm-Korrektur verwendet:

> pairwise.t.test(rat$bgz,rat$beh,pool.sd=FALSE)
Pairwise comparisons using t tests with non-pooled SD
data: rat$bgz and rat$beh

B C
2823 - -

0
00391 0.34766
00000 0.02654 0.00035

A

0.
0.
1.

P value adjustment method: holm
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts

“w»,l“h A

photo (c) Thermos

ein Kleinspecht (Picoides minor)
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 http://en.wikipedia.org/wiki/File:PicoidesMinorBack.jpg

Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts

Man kann die Geschlechter optisch unterscheiden.
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts

Man kann die Geschlechter optisch unterscheiden.
Frage: Geht es auch akustisch?
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Ruf des Kleinspechts:

Langen der letzten finf Pausen

p1 p2  p3 p4  pd
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts

Ruf des Kleinspechts:
Langen der letzten finf Pausen und Laute
p1 p2 p3 p4 pS

Ki— ki — ki — ki — ki — ki — Ki
11 12 13 14 15
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts

Frage:

Kann man aus den Langen der Pausen
und der Laute

(p1, p2, p3, p4, p5, 11, 12, 13, 14, 15)

das Geschlecht bestimmen?
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts

Daten: 62 Rufe von Kleinspechten

18 Rufe von Mannchen
44 Rufe von Weibchen

Daten von Dr. Kerstin Hontsch, Frankfurt
(siehe http:www.kleinspecht.de)

aufbereitet von Dr. Brooks Ferebee, Frankfurt
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts

Die Daten in computergerechter Form:

G pl p2 p3 p4 p5 11 12 13 14 15
1 1 0.1719 0.1581 0.1726 0.1785 0.1697 0.0740 0.0703 0.0674 0.0725 0.0660
2 1 0.1052 0.1175 0.0986 0.1008 0.1052 0.0957 0.1023 0.0950 0.0957 0.0943
3 1 0.1473 0.1407 0.1393 0.1407 0.1465 0.0754 0.0776 0.0769 0.0725 0.0653
4 1 0.1378 0.1400 0.1552 0.1828 0.1393 0.0718 0.0667 0.0645 0.0754 0.0747
5 1 0.1473 0.1371 0.1284 0.1509 0.1371 0.0740 0.0696 0.0725 0.0718 0.0718
6 1 0.1175 0.1451 0.1393 0.1407 0.1661 0.0740 0.0711 0.0754 0.0689 0.0565
7 1 0.1385 0.1262 0.1487 0.1407 0.1603 0.0653 0.0696 0.0747 0.0776 0.0725
8 1 0.1197 0.1146 0.1204 0.1182 0.1161 0.0783 0.0805 0.0783 0.0878 0.0696
9 1 0.1393 0.1269 0.1458 0.1429 0.1291 0.0761 0.0761 0.0769 0.0856 0.0725
101 0.1197 0.1204 0.1124 0.1146 0.1240 0.0754 0.0769 0.0848 0.0798 0.0645
111 0.1625 0.1589 0.1385 0.1502 0.1690 0.0638 0.0689 0.0696 0.0645 0.0529
12 1 0.1298 0.1465 0.1349 0.1400 0.1756 0.0812 0.0747 0.0747 0.0689 0.0602
131 0.1204 0.1226 0.1306 0.1465 0.1581 0.0761 0.0754 0.0674 0.0631 0.0689
141 0.1110 0.1081 0.1233 0.1248 0.1385 0.0732 0.0747 0.0732 0.0660 0.0587
151 0.1139 0.1313 0.1371 0.1589 0.1777 0.0689 0.0674 0.0682 0.0682 0.0711
16 1 0.1335 0.1168 0.1248 0.1313 0.1306 0.0718 0.0703 0.0689 0.0682 0.0667
17 1 0.1407 0.1407 0.1284 0.1400 0.1516 0.0725 0.0696 0.0740 0.0667 0.0696
181 0.1204 0.1182 0.1204 0.1269 0.1538 0.0805 0.0718 0.0769 0.0696 0.0645
19 2 0.1044 0.1204 0.1298 0.1393 0.1153 0.1110 0.1211 0.1342 0.0972 0.1037
20 2 0.1436 0.1342 0.1248 0.1581 0.1966 0.1451 0.1400 0.1335 0.1371 0.1240
212 0.0907 0.0943 0.0936 0.0936 0.1168 0.0921 0.0812 0.0798 0.0761 0.0674
22 2 0.0921 0.0979 0.1015 0.1015 0.1385 0.0827 0.0827 0.0754 0.0696 0.0653
23 2 0.1052 0.1168 0.1161 0.1306 0.1545 0.0776 0.0732 0.0725 0.0711 0.0609
24 2 0.0928 0.0936 0.0943 0.1066 0.1197 0.0819 0.0863 0.0812 0.0819 0.0805
25 2 0.1516 0.1494 0.1603 0.2140 0.1915 0.1414 0.1429 0.1306 0.1385 0.1044
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts

Gesucht:
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts

Gesucht:

eine dem
menschlichen Gehirn gerechte
Darstellung des Vektors

(p1, p2,p3, p4,p5, 11, 12, 13, 14, 15)
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Alle 62 Rufe: rot=Mannchen, schwarz=Weibchen
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts

Mit dem Auge kann man Unterschiede erkennen:
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts

Mannchen oder Weibchen?
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts

Mannchen oder Weibchen?
Typisch Mannchen
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts

Manchmal ist es schwierig:

Mannchen oder Weibchen?
Weibchen (untypisch)
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts

Das Auge
(das Gehirn)
sieht Unterschiede.

Schafft es
der Computer
(mit Hilfe der Mathematik)
auch?
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Modell
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Modell

Die 10 Zahlen
(p1, p2,p3, p4,p5, I1, 12, 13, 14, I5)

fassen wir als die Koordinaten eines Punktes im
10-dimensionalen Raum R'° auf.
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Modell

Die 10 Zahlen
(p1, p2,p3, p4,p5, I1, 12, 13, 14, I5)
fassen wir als die Koordinaten eines Punktes im
10-dimensionalen Raum R0 auf.
Jeder Ruf entspricht einem Zufallspunkt im R°:

Mannchenrufe aus einer Population mit Dichte £,
Weibchenrufe aus einer Population mit Dichte f,

Gesucht: Eine Regel, die jeden neuen Punkt
x = (p1, p2,p3, p4,p5, I1, 12, 13, 14, 15)
einer der beiden Populationen zuweist.
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Modell

Verfahren

@ Schatze f,, und f,
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Modell

Verfahren

@ Schatze f,, und f,

@ Ordne x der Population mit dem groB3eren f-Wert
Zu.

Wir benutzen fur f,, und f, mehrdimensionale
Normalverteilungen.

Vorteil: Leicht anzupassen. Wir missen nur
Mittelwert(svektor) und Varianz
(mehrdimensional: die Kovarianzmatrix)
schatzen.
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Modell
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Modell

Erinnerung: Eindimensionale Normalverteilung
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Modell

Dichte einer zweidimensionalen Normalverteilung
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Modell

Zur Beschreibung einer mehrdimensionalen
Normalverteilung bendotigt man

e Einen Mittelwertvektor p
e Ein Achsenkreuz (die ,Hauptachsen®)
e Standardabweichungen in den Achsenrichtungen
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Modell
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalys Modell
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

Inhalt

9 Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts

@ Vorgehen der Diskriminanzanalyse

@ (Mehrdimensionale) Normalverteilung
@ Zurick zu den Rufen

@ eine Variable
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@ zehn Dimensionen
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

In unserem Problem gibt es 10 Dimensionen.
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In unserem Problem gibt es 10 Dimensionen.

Wir beginnen eindimensional.
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

In unserem Problem gibt es 10 Dimensionen.
Wir beginnen eindimensional.

Frage: Welche eine der 10 Variablen sollen wir
wahlen?
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Lange der Laute bei Mannchen (rot) und Weibchen (schwarz)
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Lange der Laute bei Mannchen (rot) und Weibchen (schwarz)

Lange (Sek)
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Keine gute Trennung der Geschlechter
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts

Zuriick zu den Rufen

Lange der Pausen bei Mannchen (rot) und Weibchen (schwarz)

Lange (Sek)
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

Lange der Pausen bei Mannchen (rot) und Weibchen (schwarz)
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Bei den Mannchen sind die Pausen typischerweise
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

Wie gut laBt sich das Geschlecht anhand von p2, der
Lange der zweiten Pause, bestimmen?
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

Die p2-Werte (mit Jitter)
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

p2-Werte (nur Mannchen)
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

p2-Werte (nur Mannchen)

0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16 0.18

Mittelwert p,, = 0,1316
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

p2-Werte (nur Mannchen)
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Mittelwert u, = 0,1316, Standardabweichung o,, = 0,0150
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

Wir approximieren f,, durch die Normalverteilung mit Mittelwert
m und Standardabweichung o,
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

Wir approximieren f,, durch die Normalverteilung mit Mittelwert
m und Standardabweichung o,

p2-Werte (Mannchen) und (geschatztes) f,,

= — — — = = = ==
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

p2-Werte (nur Weibchen)
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

p2-Werte (nur Weibchen)
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

p2-Werte (nur Weibchen)
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

Wir approximieren f,, durch die Normalverteilung mit Mittelwert
1w und Standardabweichung o,
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

Wir approximieren f,, durch die Normalverteilung mit Mittelwert
1w und Standardabweichung o,

p2-Werte (Weibchen) und (geschatztes) f,,
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

Klassifikationsregel:
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

Klassifikationsregel:

fm groBer — ,Mannchen®
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

Klassifikationsregel:

fm groBer — ,Mannchen®
fy groBer — ,Weibchen*

55/76



Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

p2-Werte
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

p2-Werte
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

Falsch klassifiziert:
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

25

20

15

10

Falsch klassifiziert:
1 Mannchen

2 0.14 0.16 0.18
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

Falsch klassifiziert:
1 Mannchen 6 Weibchen

0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16 0.18

57/76



Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

Zur Verbesserung der Klassifikation nehmen wir
mehr Information hinzu, z.B. eine weitere Variable.
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

Zur Verbesserung der Klassifikation nehmen wir
mehr Information hinzu, z.B. eine weitere Variable.

Wir betrachten:

Erste Variable = p2
Zweite Variable = 12
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts

Zuriick zu den Rufen
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen
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Beobachtung: 12 allein trennt die Geschlechter sehr schlecht.
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts

Zuriick zu den Rufen

Aber: 12 zusammen mit p2 gibt zusatzliche Information:

12
0.10 0.12 0.14 0.16

0.08

0.06
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Aber: 12 zusammen mit p2 gibt zusatzliche Information:

12
0.10 0.12 0.14 0.16
1 1 1 1
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Beispielsweise zeigt die Hinzunahme von 12, dass die 5 Punkte

oben rechts besser zu den Weibchen passen. 50176



Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

Wir approximieren
die Verteilungen
von (p2, 12) bei Mannchen und bei Weibchen
durch
zweidimensionale
Normalverteilungen.
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

(p2, 12), Mannchen
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

Wie im eindimensionalen Fall schatzen wir
den (zweidimensionalen) Mittelwert
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

Wie im eindimensionalen Fall schatzen wir
den (zweidimensionalen) Mittelwert

und die (zweidimensionale) Varianz
(d.h. die sog. Kovarianzmatrix)
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

Wie im eindimensionalen Fall schatzen wir
den (zweidimensionalen) Mittelwert

und die (zweidimensionale) Varianz
(d.h. die sog. Kovarianzmatrix)

und approximieren f,, durch eine
zweidimensionale Normalverteilung
mit dem geschatzten Mittelwert
und der geschatzten Varianz.
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

(p2, 12) fur Mannchen und fy,
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts

12

0.08 0.10 0.12 0.14 0.16

0.06

Zuriick zu den Rufen

Viele der Weibchen passen schlecht zu f,:

0.18
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

Analog fur die Weibchen:
(p2, 12) far Weibchen
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

12

0.08 0.10 0.12 0.14 0.16

0.06

Analog fur die Weibchen:
(p2, 12) fur Weibchen und f,,

0.18
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

Viele der Mannchen passen schlecht zu f,:
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

Klassifikation:
Fir jeden Punkt berechnen wir f,(x) und f,(x).
fm(x) gréBBer — ,Mannchen®
fw(x) groBer — ,Weibchen®
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

Klassifikation:
Fir jeden Punkt berechnen wir f,(x) und f,(x).
fm(x) gréBBer — ,Mannchen®
fw(x) groBer — ,Weibchen®
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

log(f,) gegen log(f,) und Diagonale:
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

log(f,) gegen log(f,) und Diagonale:
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts

log(fw)

Zuriick zu den Rufen

log(f,) gegen log(f,) und Diagonale:
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

log(fw)

log(fy) gegen log(f,) und Diagonale,
Ausschnittvergro3erung:

‘Weibchen'

‘Méannchen’

log(fm)
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

Falsch klassifiziert:

10

‘Weibchen'

log(fw)
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log(fm)
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

Falsch klassifiziert:
1 Mannchen
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

Falsch klassifiziert:
1 Mannchen, 1 Weibchen

10

‘Weibchen'

log(fw)

‘Ménnchen’

-4

-4 -2 0 2 4 6 8 10

log(fm)
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

Falsch klassifiziert:
1 Mannchen, 1 Weibchen
(und eigentlich 2 ,unentschieden®)

10

‘Weibchen'

log(fw)

‘Ménnchen’
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log(fm)
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts

12

0.08 0.10 0.12 0.14 0.16

0.06

Zuriick zu den Rufen

Welche Falle wurden falsch zugeordnet?
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Zurtck 2u den Rufen
Welche Falle wurden falsch zugeordnet?
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Wenn man nur p2 und 12 kennt, ist es sehr verstandlich, dass

diese Falle falsch klassifiziert werden. 25176



Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

Wir verfahren genause mit allen Variablen (p1, p2,
p3, p4, p5, I1, 12, 13, 14, I5) gemeinsam
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

Wir verfahren genause mit allen Variablen (p1, p2,
p3, p4, p5, I1, 12, 13, 14, I5) gemeinsam — mathematisch
analog, allerdings geometrisch sehr schwierig darzustellen.
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts

log(fw)

Zuriick zu den Rufen

Ergebnis:
log(fv) gegen log(f,) und Diagonale
(basierend auf allen 10 Variablen):
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

Ergebnis:
log(fv) gegen log(f,) und Diagonale
(basierend auf allen 10 Variablen):
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

log(fv) gegen log(f,) und Diagonale
(basierend auf allen 10 Variablen, Ausschnittvergrof3erung):
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

log(fw) gegen log(f,) und Diagonale
(basierend auf allen 10 Variablen, AusschnittvergroBerung):
Die zwei mit (p2,12) falsch klassifizierten Falle wurden nun
richtig klassifiziert.
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Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

log(fy) gegen log(fn) und Diagonale
(basierend auf allen 10 Variablen, AusschnittvergroBerung):
Die zwei mit (p2,12) falsch klassifizierten Falle wurden nun
richtig klassifiziert.
Allerdings wurden zwei Weibchen (knapp) falsch klassifiziert.

75/76



Ein Beispiel zur Diskriminanzanalyse: Ruf des Kleinspechts Zurlick zu den Rufen

Falsch klassifiziert
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Die beiden falsch klassifierten Rufe: sie sehen ziemlich
,mannlich” aus.
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