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Konfidenzintervalle fir Erwartungswerte Beispiel: Carapaxlange des Springkrebses

Beispiel: Springkrebs

Galathea squamifera

image (c) by Matthias Buschmann
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http://en.wikipedia.org/wiki/File:Galathea_squamifera.jpg

Konfidenzintervalle fir Erwartungswerte Beispiel: Carapaxlange des Springkrebses

Carapaxlange:

(c): public domain
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http://de.wikipedia.org/w/index.php?title=Datei:Carapax_Krebstiere_Schema.jpg

Konfidenzintervalle fir Erwartungswerte Beispiel: Carapaxlange des Springkrebses

Wie groB ist die mittlere Carapaxlange
des weiblichen Springkrebses?

Alle weiblichen Springkrebse (also die Grundgesamtheit)
zu vermessen ist zu aufwandig.

Idee: Aus einer Stichprobe a3t sich
die mittlere Carapaxlange schatzen.

Wie genau ist diese Schatzung?

Ziel: Ein (moglichst kurzes) Intervall, das den Mittelwert der
Carapaxlangen aller weiblichen Springkrebse mit hoher
Wabhrscheinlichkeit Gberdeckt.

Ein solches Intervall nennen wir
Konfidenzintervall (oder auch Vertrauensbereich)
far den wahren Wert.
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Konfidenzintervalle fir Erwartungswerte Beispiel: Carapaxlange des Springkrebses

Galathea: Carapaxlange
in einer Stichprobe von n = 29 Weibchen

Es wurde beobachtet
Stichprobenmittelwert: x = 3.23 [mm]

Stichprobenstreuung: s = 0.9 [mm], also

Standardfehler — S 0.9 _ =0.17 [mm]

Vn V28

(Schatzwert fur die Streuung von X)

Erinnerung: In der Sitzung ,5. Standardfehler* haben wir bereits
eine Faustformel kennengelernt:
Der wahre Mittelwert liegt im Intervall
_ _ S
[X — %, X + W‘)}
(im Bsp.: [3.06, 3.4]) mit Wahrscheinlichkeit ungeféhr 2/3.
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Beispiel: Carapaxlange des Springkrebses
Student-Konfidenzintervall fir den Mittelwert

Allgemeiner:

Sei a € (0,1) (oft « = 0.05), t,_11_a/2 das (1 — a/2)-Quantil der
Student-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden (d.h. fur
Student-(n — 1)-verteiltes T, 1 git P(Ty 1 < th_11_as2) =1 —a/2).

Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass der wahre Mittelwert
von dem Intervall

I = |:X _ tn_171_u/277X + tn_1,1—(1,/271|

N N
Uberdeckt wird, (approximativ*) 1 — «.

I heif3t ein Konfidenzintervall fUr ;. zum Niveau 1 — « oder kurz
ein (1 — «)-Konfidenzintervall.

k
Die Aussage ist wortlich korrekt, wenn die Daten als normalverteilt angenommen werden diirfen, die N&herung ist
sehr gut und fiir die Praxis ausreichend, wenn die Daten ungefahr symmetrisch und glockenférmig verteilt sind oder
n gentigend groB3. 8/41



Konfidenzintervalle fir Erwartungswerte Beispiel: Carapaxlange des Springkrebses

— S _ S
(X — tnf1,1fa/2ﬁa X+ tnf1,1fa/2ﬁ}

Im Beispiel: x = 3.23, s = 0.9, n = 29.

Sei a = 0.05. Es ist tg 0975 = 2.048, also erhalt man das

Konfidenzintervall
[2.88, 3.58]

fir den wahren Mittelwert der Carapaxlange der
Galathea-Weibchen zum Niveau 95%.
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Konfidenzintervall fur den wahren Mittelwert

Ziel: Bestimme ein Konfidenzintervall fir den wahren Mittelwert
zum Niveau 1 — «

Ein Konfidenzintervall fir den wahren Mittelwert
zum Irrtumsniveau « ist ein aus den Daten x = (x4, ..., Xp)
geschatztes (zufalliges) Intervall

I = [1(x),1(x)]

mit folgender Eigenschaft: Ist der wahre Mittelwert gleich 1 und
ist (x1,...,X,) eine Stichprobe aus der Grundgesamtheit (mit
Mittelwert 1), so gilt

P(uell(x),I(x)]) >1-a

Selbstverstandlich wollen wir das Konfidenzintervall méglichst

klein wahlen.
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Konfidenzintervall fur den wahren Mittelwert

Lésung: Wir wissen bereits (—Normalapproximation und die
Sitzung zum t-Test),
dass die t-Statistik _

o X h
s/vn
annahernd Student-verteilt ist mit n — 1 Freiheitsgraden (wenn n
grofl3 genug ist).

Sei th_1,1-a/2 das (1 — «/2)-Quantil der Student-Verteilung mit
n — 1 Freiheitsgraden. Dann ist

X — 1 — —, X+ tho14. o——

n—11—-a/ f n—11—-a/ f

eill KOllfidellZillterva” Zum Niveau 1-— a, dellll
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Konfidenzintervalle fir Erwartungswerte Theoretische Begriindung
Begrindung:

S S
IP( EMX =ty 11 ap— X4 byt 10 —)
2 n—1,1 /2ﬁ, n—1,1 /Zﬁ}
—-Xc [—t i t i})
M n—1,1—a/2\/777 n—1,1—a/2\/ﬁ

€[ = tot1azs br11-a )
S/\/ﬁ [ n—1,1 /2 n—1,1 /2}
—X

=P ‘g/\/ﬁ‘ < th—1 1—a/2>

=P(|t| < tr-1,1-a/2)

=1- P(t < _tn—1,1—a/2) — P(t > tn—1,1—a/2)
=1-a/2—-a/2

=1—-«

Beachte: f,_11_.,2 ist gerade so gewahlt, dass die vorletzte

Gleichung richtig ist (t ist symmetrisch verteilt).
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Bemerkung Konfidenzintervall abstrakt

Sei 0 ein Parameter der zu Grunde liegenden Verteilung.

Ein (1 — a)-Konfidenzintervall fir den Parameter ¢
ist ein aus den Daten x = (X1, ..., X,) geschatztes (zufélliges)

Intervall )
[U(x), 1(x)]

mit folgender Eigenschaft: Ist der wahre Parameter gleich ¢ und
ist (x1, ..., Xs) eine Stichprobe aus der Grundgesamtheit (mit
Parameter 6), so gilt

Po(0 €[I(x),I(x)]) > 1 -«

Im Allgemeinen kann ein Konfidenzintervall sehr schwer (wenn
Uberhaupt) exakt zu bestimmen sein.
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Konfidenzintervalle fir Erwartungswerte Dualitat von Konfidenzintervallen und zweiseitigen Tests

Im Beispiel:

Stichprobe der GroBe n = 29, in der wir Stichprobenmittelwert
X = 3.23 und Stichprobenstreuung s = 0.9 beobachtet haben.
Konfidenzintervall fir den wahren Mittelwert ;. zum
Irrtumsniveau 5% (t28,0.975 = 2.048)

_ S _ S
X — tn—1,0.975%7 X+ tn—1,0.975%} = [2.88,3.58]

Nehmen wir an, wir wollten (anhand derselben Beobachtungen)
die Nullhypothese ,u = 3.2° zum Signifikanzniveau 5% testen:
X—p
Verwende den t-Test: t = =0.18,
s/v/n
|t] = [0.18| < fxg0.975 = 2.048, d.h. wir wirden die Nullhypothese

nicht verwerfen (der p-Wert ist 0.86 (= P,—3.2(|{| > 0.18))).
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Konfidenzintervalle fir Erwartungswerte Dualitat von Konfidenzintervallen und zweiseitigen Tests

n=29,x = 3.23,s = 0.9, Konfidenzintervall flir den wahren

Mittelwert : | = [% — tzs,o,m%, X+ tzg,o,gn-,%] — [2.88,3.58]

Variieren wir nun g in der Nullhypothese im t-Test:
X — 1 | Wird Hy verworfen?

Hy:p=--- | t= s/ | (bsoers = 2.048) p-Wert
uw=3.2 0.180 nein 0.859
uw=3.0 1.376 nein 0.180
u=2.89 2.034 nein 0.051
p=26 3.77 ja 0.0008

Der (zweiseitige) t-Test zum Signifikanzniveau 5% verwirft die
Nullhypothese fur ein gegebenes 1. (anhand dieser
Beobachtungen) genau dann nicht, wenn p im
Konfidenzintervall / liegt.
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Konfidenzintervalle fir Erwartungswerte Dualitat von Konfidenzintervallen und zweiseitigen Tests

Der (zweiseitige) t-Test zum Signifikanzniveau « verwirft die
Nullhypothese fiir ein gegebenes 1 (anhand vorgegebener
Beobachtungen) genau dann nicht, wenn p im
Konfidenzintervall / zum Irrtumsniveau « liegt,

denn

_ S _ S
X — tnf1,1fa/2% 0 X+t 11-ap—F—

Vn
S S

IA
IA

— —l‘n_1,1—a/277 < X—p < tn—1,1—a/2ﬁ
X —p
— —lh11-a/2 < <11
n—1,1 /2_8/\/5_’71’1 /2
X —
— it = -

. O <ti11a
s/\/ﬁ_n1’1 /2
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Dualitat von Konfidenzintervallen und zweiseitigen Tests
Dualitat Tests <+ Konfidenzintervalle:
allgemeines Prinzip

Gegeben Daten x = (xy,..., Xp)

Sei [a, b] mit a = a(x), b = b(x) ein Konfidenzintervall zum
Irrtumsniveau « far einen Parameter 6, betrachte folgenden Test:
Verwirf die Nullhypothese 6 = 6, genau dann, wenn 6, ¢ [a, b].

Dieser Test hat Signifikanzniveau «.

Sei umgekehrt flr jedes 6, ein Test Ty, der Nullhypothese 6 = 6,
zum Signifikanzniveau a gegeben, so bildet die Menge aller
Werte 6,, far die die Nullhypothese 6 = 6y nicht verworfen wird,
einen Konfidenzbereich fir § zum Irrtumsniveau «.
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Konfidenzintervalle fir Erwartungswerte Dualitat von Konfidenzintervallen und zweiseitigen Tests

Konfidenzintervalle sind auch und gerade dann hilfreich, wenn
ein Test keine Signifikanz anzeigt.

Beispiel: Gibt es bei Steinlausen

(Petrophaga lorioti) —%
geschlechtsspezifische Unterschiede e
in der Korperlange? V&i%\;?

weibliche Steinlaus
(c) User Anton, CC-by-sa 3.0
Wir mochten die Nullhypothese
,die mittlere Kérperlange ist bei beiden Geschlechtern gleich*
zum Signifikanzniveau 5% testen.

Datenlage: die Langen von 85 weiblichen und 57 mannlichen

Steinlausen.
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denzintervalle fir Erwartungswerte Dualitat von Konfidenzintervallen und zweiseitigen Tests

Dichte

Dichte

10

10

85 weibliche Steinlause

- [

T T T T T T 1
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
Lange [mm]

ny = 85, x,, = 0.208, s, = 0.047
57 mannliche Steinlause
T T T T T T 1
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
Lange [mm]

Nm =57, Xm = 0.194, s, = 0.041
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Konfidenzintervalle fir Erwartungswerte Dualitat von Konfidenzintervallen und zweiseitigen Tests

Steinlaus-Langen: Analyse

Aus den Daten: n, = 85, x,, = 0.208, s, = 0.047
Nm =57, X,=0.194, s, = 0.041

Demnach beobachten wir in der Stichprobe eine Differenz
d =X, — Xm = 0.014 zwischen der mittleren Lange weiblicher
und mannlicher Steinlduse.

Ist dieser Unterschied signifikant?
Konfidenzintervall fir den wahren Wert?
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Konfidenzintervalle fir Erwartungswerte Dualitat von Konfidenzintervallen und zweiseitigen Tests

Steinlaus-Langen: Analyse (Test)

ny =85, xy = 0.208, sy, = 0.047, nm =57, Xm = 0.194, s, = 0.041
Wir bilden

ny —1 5 Nm—1 5
= =0.04

S \/n,,,,Jrnm—ZS""Jr nW+nm—23’" 0.045
(unser Schatzwert fur die unbekannte Streuung der individuellen
Langen) und

f— Xw=Xm _ g3

Das 97,5%-Quantil der Student-Verteilung mit n, + n,, — 2 = 140
Freiheitsgraden ist t140,0.975 = 1.977, der beobachtete t-Wert erfllt
|t| = 1.83 < 1.977, demnach lehnt der zwei-Stichproben-t-Test (zum
Signifikanzniveaz 5%) die Nullhypothese ,die mittleren Langen sind bei

Weibchen und Mannchen gleich® nicht ab.
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Konfidenzintervalle fir Erwartungswerte Dualitat von Konfidenzintervallen und zweiseitigen Tests

Steinlaus-Langen: Analyse (Konfidenzintervall)

Wir haben berechnet d = X, — X, = 0.014, s = 0.045
Wir schatzen die Streuung von d durch s ,]—W + ,f—m und

d/(s\/#- + ) ist approximativ Student-verteilt mit
nw + nm — 2 = 140 Freiheitsgraden, also ist

d Hag ,0.97554 / — + — d—l—l’14o 0. 97581 [ — —l— — —0.001, 0.029}

ein (approximatives) 95%-Konfidenzintervall flir die Differenz der
mittleren Lange von Weibchen und von Mannchen in der Population.
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Konfidenzintervalle fir Erwartungswerte Dualitat von Konfidenzintervallen und zweiseitigen Tests

Wie wirden wir das Ergebnis berichten?
° E%gmkemeﬁ%ﬂ%efsemed%wnsehe&marmhewﬂd

° Ma%eh&w%éwe@mhe&emk&useﬁﬁdﬁ%hﬁm@efeh
tang:

@ Die Daten zeigen keine signifikanten Unterschiede
zwischen den mittleren Langen mannlicher und weiblicher
Steinlause. v’

@ Ein 95%-Konfidenzintervall fir die Differenz zwischen der
mittleren Lange der Weibchen und der Mannchen (in mm)
ist [-0.001,0.029].v"
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Konfidenzintervalle fiir Wahrscheinlichkeiten (Anteilsschatzung) Beispiel: Porzellankrebs

(c): Lamiot CC-by-sa 3.0
Pisidia longicornis

In einem Fang vom 21.02.1992 in der Helgolander Tiefe Rinne
waren 23 Weibchen und 30 Mannchen (Pisidiae longicornis),
d.h. der Mannchenanteil in der Stichprobe war 30/53 = 0,57.

Was sagt uns dies Uber den
Mannchenanteil in der Population?

Was ist ein 95%-Konfidenzintervall
fir den Mannchenanteil in der Population? (0,57+77)

28/41


http://en.wikipedia.org/wiki/File:Pisidia_longicornis.jpg

Konfidenzintervalle fiir Wahrscheinlichkeiten (Anteilsschatzung) Theorie

Wir beobachten X Mannchen in einer Stichprobe der Gré3e n
und mochten den (unbekannten) Mannchenanteil p in der
Gesamtpopulation schatzen.

Der offensichtliche Schatzer ist
die relative Haufigkeit p := )rj
in der Stichprobe.
Frage: Wie verlaB3lich ist die Schatzung?
Gewdlinscht: Ein in Abhangigkeit von den Beobachtungen
konstruiertes (und moglichst kurzes)

(1 — a)-Konfidenzintervall [p,, p,],
d.h. es soll gelten

Pp<[f)uﬁo] Uberdeckt p) >1—a
fur jede Wahl von p.
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Konfidenzintervalle fiir Wahrscheinlichkeiten (Anteilsschatzung) Theorie

Flr gegebenes p ist X Binomial(n,p)-verteilt,
E[X] = np, Var[X] = np(1 — p).
Fur (gentgend) groBBes nist X ungefahr normalverteilt
mit Mittelwert np und Varianz np(1 — p)
(zentraler Grenzwertsatz):

Q_ - Binomialgewichte (n=40, p=0.6)
© und Normalapproximation (rot)
e
5 g |
2 o
o)
=
2
5 S
o o
o
O_ -
© T T T T T

0 10 20 30 40
X

Also ist p = )—,f (ungefahr) normalverteilt mit Mittelwert p und

Varianz 1p(1 — p). "



Konfidenzintervalle fiir Wahrscheinlichkeiten (Anteilsschatzung) Theorie

p = % ist (ungefahr) normalverteilt
mit Mittelwert p und Varianz 1p(1 — p):

pp(aSAgb> ~P(a< Z < b)
P(1=p)
(mit standard-normalverteiltem 2)

Dichte der Standard-Normalverteilung:

o

@
o

0.2

0.1

0.0
1
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Konfidenzintervalle fiir Wahrscheinlichkeiten (Anteilsschatzung) Theorie

Man schatzt die (unbekannte) Streuung von p
durch /1p(1 — p):

Wahle z;_,/» so dass P(—zi_n2 < Z < Zy_qs2) = 1 — a, dann ist

E \/7—10 ﬁ}

,D—Z1_a/2 ,,D+ 1—a/2
ein (approximatives) Konfidenzintervall fir p zum Niveau 1 — a.
Zi_q 2 istdas (1 — «/2)-Quantil der Standardnormalverteilung,

flr die Praxis wichtig sind die Werte
20975 = 1,96 (fUI’ o= 0,05) und Zp995 = 2,58 (fur o= 0,01)
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Konfidenzintervalle fiir Wahrscheinlichkeiten (Anteilsschatzung) Theorie

%

Im Porzellankrebs-Beispiel war n = 53, p = 2 = 0,57,
also ist

0 VBB VBE
53 \/@ 753 Y \/@ ) )

ein 95%-Konfidenzintervall fir den Mannchenanteil in dieser
Population.
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Konfidenzintervalle fiir Wahrscheinlichkeiten (Anteilsschatzung) Anmerkungen

VB(1-p)

p+z_ —a/2™ ist ein (approximatives) Konfidenzintervall fir
p zum Niveau 1 — a.

@ Fir die Gultigkeit der Approximation muss n gentigend grof3
und p nicht zu nahe an 0 oder 1 sein. (Eine haufig zitierte
.raustregel” ist ,np > 9, n(1 — p) > 9“.)

@ Die Philosophie der Konfidenzintervalle entstammt der
frequentistischen Interpretation der Statistik: Fir jede Wahl
des Parameters p wiirden wir bei haufiger Wiederholung des
Experiments finden, dass in (ca.) (1 — «) - 100% der Félle das
(zufallige) Konfidenzintervall den ,wahren” (festen) Parameter
p Uberdeckt.

@ Formulierungen, die sich auf eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung des Parameters p beziehen

(beispielsweise: Wie-wahrscheinlich-istes-dassp<0,37),

sind in der frequentistischen Interpretation sinnlos.
(Bericht: Dies ist in anders in der Bayesschen Interpretation.)
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Konfidenzintervalle fiir Wahrscheinlichkeiten (Anteilsschatzung) Anmerkungen

Bemerkung

Das auf den vorherigen Folien vorgestellte (auf approximativer
Normalitat beruhende) Konfidenzintervall fir den Parameter p einer
Binomialverteilung heif3t in der Literatur auch das ,Standard-Intervall*
oder das ,Wald-Intervall“ (nach Abraham Wald, 1902—-1950).

Es gibt verschiedene andere Konstruktionen von Konfidenzintervallen
far p, z.B.

- p(1 —p) Lo~ X+
Prae S o] mith=

(auf dem Bayes-Schétzer p := X*‘ fuBendes Konfidenzintervall) oder

p(1 - 5)]
n—1

(Student-basiertes Konfidenzintervall, hier wird ahnlich dem t-Test die

Tatsache benutzt, dass p“ p) ein erwartungstreuer Schatzer flr Var,(p) ist.)

Wir werden im Zusammenhang dieser Vorlesung nur das

Standard-Intervall fiir p verwenden.

[IA? + H_a/2,n-1

37/41



Konfidenzintervalle fiir Wahrscheinlichkeiten (Anteilsschatzung) Beispiel: Stockente

Bild (c) Andreas Trepte CC-by-sa 2.5

Anas platyrhynchos

Stockente (engl. mallard) 39/41


http://de.wikipedia.org/w/index.php?title=Datei:Mallard_male_female.jpg

Konfidenzintervalle fiir Wahrscheinlichkeiten (Anteilsschatzung) Beispiel: Stockente

Daten: In einer Stichprobe von n = 2200 Stockenten wurden
1240 Mannchen gezahlt, d.h. die beobachtete relative Haufigkeit
der Mannchen war 0.564.

Daten aus:

[§ D.H. Johnson, A.B. Sargeant (1977) Impact of red fox
predation on the sex ratio of prairie mallards
United States fish & wild life service res. rep. 6.

Zusammenhang: Flichse jagen Stockenten.
Hat dies einen Einfluss auf das Geschlechterverhalinis bei
amerikanischen Stockenten?
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Konfidenzintervalle fiir Wahrscheinlichkeiten (Anteilsschatzung) Beispiel: Stockente

Setzt man die Zahlenwerte n = 2200, p = 0,564, zy 975 = 1,96

und v/p(1 — p)/n=0,011in
(PN ()

[,5—21—042 D+ 2z —af

ein, so erhalt man das Konfidenzintervall
[0,542, 0,585}

fur den wahren Mannchenanteil zum Niveau 95%.
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