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t-Test fur gepaarte Stichproben Beispiel: Orientierung bei Rotkehlchen

Rotkehlchen Erithacus rubecula
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Beispiel: Orientierung bei Rotkehlchen
Versuchsaufbau zur Orientierungsmessung

paper on funnel walls

Ink pad

Ein sogenannter Emlen funnel (nach Stephen T. Emlen und John T.
Emlen benannt)
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t-Test flr gepaarte Stichproben Beispiel: Orientierung bei Rotkehlchen

Richtungen aller Flige dieses Vo-
gels bei blauem Licht.

Zugehorige Austrittspunkte.
Pfeilspitze: Schwerpunkt der Aus-
trittspunkte bei griinem Licht.
Dasselbe fur die “blauen” Austritts-
punkte.

Je variabler die Richtungen, desto kirzer der Pfeil!
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Beispiel: Orientierung bei Rotkehlchen
Fragestellung

Hat die Farbe der monochromatischen Beleuchtung einen
Einfluss auf die Orientierung?

Experiment: Bei 13 Vogeln wurde die Lange des
Schwerpunktsvektors sowohl bei blauem als auch bei
Licht bestimmt.

Daten aus

Wolfgang Wiltschko, Marcus Gesson, Katrin Stapput, Roswitha
Wiltschko, Light-dependent magnetoreception in birds: interaction of at
least two different receptors, Naturwissenschaften (2004) 91:130-134

(Siehe Table 2, Spalten “Blue-and-Yellow” und “Green-and-Yellow” in Abschnitt “Autumn 2000” dort.
Wir verwenden nur solche Végel, fir die bei beiden Beleuchtungssituationen mindestens 3 Replikate durchgefiihrt wurden.)
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t-Test fur gepaarte Stichproben Beispiel: Orientierung bei Rotkehlchen

Rotkehlchen: Lange des Schwerpunkisvektors
bei grinem und bei blauem Licht, n = 13
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t-Test flr gepaarte Stichproben Beispiel: Orientierung bei Rotkehlchen

Wie kdnnen wir
statistisch testen,
ob die Farbe
einen Einfluss hat?
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t-Test fur gepaarte Stichproben Beispiel: Orientierung bei Rotkehlchen

Wir berechnen nun fur jeden Vogel den Abstand des Punktes
von der Diagonale,

d.h.
X = — “Blauwert”
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t-Test fur gepaarte Stichproben Beispiel: Orientierung bei Rotkehlchen

o o
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Kann der wahre Mittelwert ;» = 0 sein?

X = 0.2038
s = 0.2804
S 0.2804
Standardfehler = — = = 0.0778
Vn Vi3
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t-Test fur gepaarte Stichproben Beispiel: Orientierung bei Rotkehlchen

Ist [ X — | =~ 0.2038 eine groRe Abweichung?
Grof3? Grof3 im Vergleich zu was?
In welcher Vergleichseinheit soll |x — x| gemessen werden?

Im Vergleich zum
Standardfehler!

X — pl
gemessen in der Einheit 'Standardfehler’
heif3t t-Statistik

x|

l:= — M
s/vn
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t-Test fur gepaarte Stichproben Beispiel: Orientierung bei Rotkehlchen

~ s/vn

t =1 bedeutet
1 Standardfehler von p entfernt
(kommt haufig vor)

t =3 bedeutet
3 Standardfehler von p entfernt
(kommt selten vor)
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t-Test flr gepaarte Stichproben Beispiel: Orientierung bei Rotkehlchen

In unserem Fall:

f o X—pu 02038
~s/v/n  0.0778 ~

2.62

Also: X ist mehr als 2.6 Standardfehler von ;. = 0 entfernt.
Wie wahrscheinlich ist das, wenn 0 der wahre Mittelwert ist?

Anders gefragt:

Ist diese Abweichung signifikant?

Far die Antwort bendtigen wir die Verteilung der t-Statistik.

14/69



t-Test flr gepaarte Stichproben Die t-Verteilung

Wir wissen: _

X—p

o/v/n
ist (fur groBe n) ungefahr standardnormalverteilt (dies ist die
Grundlage des z-Tests).

Aber:

Die t-Statistik ist jedoch mit s an Stelle von o definiert (und nicht
normalverteilt), die Approximation mit der Normalverteilung ist
(speziell far kleine und ,mittelgro3e* StichprobengréBen n)
haufig zu grob.
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Allgemein qilt

Sind Xj, ..., X, unabhangig aus einer Normalverteilung mit
Mittelwert - gezogen (und beliebiger Varianz o2 > 0), so ist

X—p
S/vn

t-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden (df=degrees of freedom).

Eine t-verteilte Zufallsvariable bezeichnen wir meist mit T.

Die t-Verteilung hei3t auch Student-Verteilung. Sie
wurde von William Gosset erforscht und von ihm 1908
verOffentlicht, wahrend er in einer Guinness-Brauerei
arbeitete. Da sein Arbeitgeber die Verdéffentlichung nicht
gestattete, veroffentlichte Gosset sie unter dem
Pseudonym Student.

W.S. Gossett, 1876-1937
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Dichte der t-Verteilung
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Dichte der t-Verteilung
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Freiheitsgrade?
Beispiel: Es gibt 5 Freiheitsgrade im Vektor
X = (X1, X2, X3, X4, X5)
da 5 Werte frei wahlbar sind. Der Vektor
Vi=X—X:=(Xy —X,Xo — X, X3 — X, X4 — X, X5 — X)

hat 4 Freiheitsgrade, denn nach Wahl von vy, vz, v3, vy ist v
festgelegt wegen vy + - -+ v4 + v5 = 0.

Die Bezeichnung ,Student-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden®
ist motiviert durch die Tatsache, dass t = (X — p)/(s/v/n), wo
s=VeZ= 1 ((x1 —7)2+---+(xn—7)2>

(bis auf Normierung) die Lange eines ,Vektors mit n — 1
Freiheitsgraden® ist.
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t-Test fur gepaarte Stichproben Zuriick zu: Orientierung bei Rotkehlchen

Wir meinen:
Die Farbe der Beleuchtung
hat einen Einfluss auf die Orientierung

Ein Skeptiker wirde erwidern:
Alles nur Zufall

Wir wollen nun zeigen:
Unter der Annahme ’Kein Einfluss’
ist die Beobachtung sehr unwahrscheinlich

Nullhypothese: =0
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t-Test flr gepaarte Stichproben Zuriick zu: Orientierung bei Rotkehlchen

Wie (un)wahrscheinlich ist nun eine mindestens
so groB3e Abweichung wie 2.62 Standardfehler?

ldee des statistischen Testens: Wir legen ein Signifikanzniveau
a € (0,1), z.B. a = 5%, fest und fragen:

Wenn das wahre i, = 0 ist (d.h. unter der Nullhypothese), wie
wahrscheinlich ist es, einen t-Wert zu beobachten, der um 2.62

oder mehr von 0 abweicht?
<
o

o

L

[aV]

T oo

= 3

- Also:

o N

z ° Ist der Gesamtinhalt
S T4 262 2 62 der blauen Flachen <
2 a?

O

(]

0.0
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Beobachtet: t = 2.62

Ist der Gesamtinhalt der blauen Flachen < a?

<
o

F.g.

S
o

N
o

: -2.62 2.62

-
o

Dichte der t-Vert. mit 12

0.0

I I I I I
-4 -2 0 2 4

Das 97,5%-Quantil der Student-Verteilung mit 12
Freiheitsgraden ist ca. 2.18 < 2.62, also: Ja.
Genauer: Es gilt P(| T| > 2.62) ~ 0.0223 (< 0,05).

Man nennt P(| T| > |t|) den p-Wert (bei beobachtetem Wert t).
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t-Test fur gepaarte Stichproben Zuriick zu: Orientierung bei Rotkehlchen
Wir halten fest:

p — Wert = 0.0223 (< 0.05)

Wenn die Nullhypothese “alles nur Zufall” (hier ;. = 0) gilt, dann
ist eine mindestens so grof3e Abweichung sehr
unwahrscheinlich.

Sprechweise:

Wir verwerfen die Nullhypothese
auf dem 5%-Signifikanzniveau.

Oder:

Die Differenz zwischen griin und blau
ist auf dem 5%-Niveau signifikant.
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t-Test fur gepaarte Stichproben Zurlick zu: Orientierung bei Rotkehlchen

Die Nullhypothese wurde also auf dem 5%-Niveau verworfen.
Welche Aussagen sind wahr/sinnvoll?

@ DieNulthypeothese-istfatseh:
o DieNult I . 4+ 959 ieer W falseh

@ Falls die Nullhypothese wahr ist, beobachtet man ein so
extremes Ergebnis nur in hochstens 5% der Falle. v/

o Die-Orient or \daekistbeibl e
verschieden:

@ Die Orientierung bei griin und blau war in dem Experiment
auf dem 5%-Niveau signifikant verschieden.v’

26/69



t-Test fur gepaarte Stichproben Zuriick zu: Orientierung bei Rotkehlchen

Man kdnnte auch ein anderes Signifikanzniveau o wahlen.
Dann misste man zeigen, dass der p-Wert kleiner als « ist.

Wichtig: Wahle zuerst das Signifikanzniveau und ermittle erst
dann den p-Wert! Das Signifikanzniveau je nach p-Wert zu
wahlen ist geschummelt.

In der Literatur wird oft
5% als Signifikanzniveau gewahlt.

Beachte:

Falls die Nullhypothese zutrifft,
ist die Wahrscheinlichkeit,
dass wir sie zu Unrecht auf dem 5%-Niveau verwerfen,
hochstens 5%.
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t-Test fur gepaarte Stichproben Zuriick zu: Orientierung bei Rotkehlchen

Wir verwerfen also die Nullhypothese auf 5%-Niveau, wenn der

Wert der t-Statistik in den roten Bereich fallt:

<
o

@
o

Dichte
0.2

0.1

0.0

(hier am Beispiel der t—Verteilung mit df= 12 Freiheitsgraden)
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t-Test flr gepaarte Stichproben Zuriick zu: Orientierung bei Rotkehlchen

Welche t-Werte sind auf dem 5%-Niveau signifikant?

Anzahl Freiheitsgrade | [t| > ...
5 2.57

10 2.23

20 2.09

30 2.04

100 1.98

00" 1.96

Diese sog. kritischen Werte (fir das zweiseitige 5%-Signifikanz-
niveau beim t-Test) sind die 97,5%-Quantile der f-Verteilung mit
der jeweils angegebenen Anzahl Freiheitsgrade.

In der Praxis entnimmt man sie einem
Statistik-Computerprogramm oder einer Tabelle.
Der R-Befehl dazu heif3t qt, Beispiel:

> qt(0.975, df=20)

[1] 2.085963
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t-Test fur gepaarte Stichproben Beispiel: Richtungsabhangige Korkdicke

Bei n = 28 Baumen wurden die Korkdicken [mm] in den vier
Himmelsrichtungen gemessen:

n o s W
72 66 76 77
60 53 66 63
5 57 64 58
41 29 36 38
32 32 35 36
30 35 34 26
39 39 31 27

(Wir verwenden simulierte Daten, die aber Daten aus echten Studien
nachempfunden sind, auch im Ergebnis.)
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t-Test fur gepaarte Stichproben Beispiel: Richtungsabhangige Korkdicke

Korkdicken nach Himmelsrichtung getrennt

100
1

60
1

40
1

T
n

Kann da was signifikant unterschiedlich sein???

T
e

T
s

T
w
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t-Test fur gepaarte Stichproben Beispiel: Richtungsabhangige Korkdicke

z 4 BHooo oo BoBoo B ' Boo B oo 8 oo
o - o of HooB B oo o, o o o obo o oo o
o - BH o oBoBooo d o \oo ooo o oo o oo
e - o Booofooo odoqg o B B o o oo o o
T T T T
40 60 80 100

Stripchart der Korkdicken je nach Himmelsrichtung
und Mittelwerten + Standardfehler

Kann da was signifikant unterschiedlich sein??? a5/68



t-Test flr gepaarte Stichproben Beispiel: Richtungsabhangige Korkdicke

Haben wir irgend etwas Gbersehen?

Wir haben bisher vernachlassigt,
welche Werte von demselben Baum kommen!

Die Baume unterscheiden sich sehr in ihrer Gro3e und Dicke.

Vergleiche also jeweils Paare von Korkdicken,
die von demselben Baum kommen!
(~ gepaarter t-Test)
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t-Test fur gepaarte Stichproben Beispiel: Richtungsabhangige Korkdicke

Korkdicken [mm] bei n = 28 Baumen

Korkdicke an
der Westseite

100
1

kork$w
60
1

40

40 60 80 100

kork$n

Korkdicke an der Nordseite
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t-Test fur gepaarte Stichproben Beispiel: Richtungsabhangige Korkdicke

Differenz der Korkdicken an der Nord- und der Westseite flr
n =28 Baume

o oBBo B BobdB:B o B oof o

T I I T I T T I
-5 0 5 10 15 20
mit Mittelwert und Mittelwert+Standardfehler

Ist die Differenz signifikant von 0
verschieden?
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t-Test flr gepaarte Stichproben Beispiel: Richtungsabhangige Korkdicke

x = (Korkdicke Nordseite) — (Korkdicke Westseite)
X ~ 5,36
Sx 7,99
5~ 151

Jn
X

Sx/Vn

Anzahl Freiheitsgrade: df = n—1 = 27

L

Q

Q

t —Wert =

~ 3,547

Das 97,5%-Quantil der Student-t-Verteilung mit 27
Freiheitsgraden ist ~ 2,05,

13,547| > 2,05.

Die Differenz der Korkdicke an Nord- und Westseite ist auf dem

5%-Niveau signifikant verschieden.
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t-Test flr gepaarte Stichproben Beispiel: Richtungsabhangige Korkdicke

Bemerkung: Die 6 méglichen Paarungen im Kork-Beispiel

Paarung N-O [ N-W | N-S | W-O | W-S | O-S
Mittlere Differenz x | 4,36 | 5,36 | 0,86 | 1,00 | 4,50 | 3,50
Standardfehler s/+/n | 1,50 | 1,51 | 1,51 | 1,92 | 1,43 | 2,00
t= 57/‘% 291 | 355|057 052 | 3,16 | 1,75

|t| > 2,0527 ja ja | nein | nein | ja | nein

(Das 97,5%-Quantil der Student-Verteilung mit 27 Freiheitsgraden ist 2,052.)

ost-stid — p—-Wert=0.0912

west-siid —

p—Wert=0.0039

west-ost —

p—Wert= 0.607

nord-sid —

nord-west —

nord—ost —

p—Wert= 0.0072

p—-Wert=0.574

p—Wert= 0.0014

T
2

T
4

Mittlere Differenz + Standardfehler
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Zusammenfassung gepaarter t-Test

Gegeben: gepaarte Beobachtungen

(y1,Z1), (y2722)7 sy (yn,Zn)

Nullhypothese Hy: i1y = 1z

Signifikanzniveau: o (oft « = 5%)

Test: gepaarter t-Test (genauer: zweiseitiger gepaarter t-Test)
Berechne Differenz x .=y — z
Berechne Teststatistik

X

s(x)/vn
Verwirf Nullhypothese, falls |{| > (1 — «/2)-Quantil der
t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden

(d.h. wenn der p-Wert P(| T,—1| > |t]) < aist)
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Zusammenfassung Ein-Stichproben t-Test

Gegeben: Beobachtungen
X1,X2,...,Xn

Nullhypothese Hy: i x = ¢ (Den Wert ¢ kennt man, oft ¢ = 0)
Signifikanzniveau: o (meist o« = 5%)
Test: t-Test

Berechne Teststatistik

X—cC

s(x)/v/n

Verwirf Nullhypothese, falls |{| > (1 — «/2)-Quantil der
t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden

(d.h. wenn der p-Wert P(| T,_1| > |t]) < aist)
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t-Test flr gepaarte Stichproben Zusammenfassung t-Test

p-Werte flr den (zweiseitigen) t-Test mit R bestimmen

Wir haben basierend auf n (Rotkehlchen-Beispiel: n = 13)
Beobachtungswerten die t-Statistik berechnet und den Wert ¢
gefunden (im Beispiel: t = 2.62).

Unter der Nullhypothese betrachten wir den beobachteten Wert
als Realisierung einer Student-verteilten ZufallgréBe T, 1 mit

n — 1 Freiheitsgraden, der p-Wert ist P(| T,_1| > |1]).

Zur expliziten Berechnung bendtigen wir die Verteilungsfunktion
von T, 4, die in R als pt implementiert ist:

P([ T = [t]) = B(Tht = [t]) + P(Thy < =[t])
= 2P(To1 = [t]) = 2(1 = P(Ths < 1))
=2(1 — pt(|t],df =n— 1))
Im Beispiel:
> 2x(1-pt(2.62,df=12))
[1] 0.02238492 44/69



Ein-Stichproben-t-Test komplett in R

da <- ¢(-0.29,0.6,0.73,0.15,0.11,0.37,0.04,0.3,
-0.13,0.36,0.26,0.17,-0.02)
> t.test(da, mu=0)

One Sample t-test

data: x
t = 2.6214, df = 12, p-value = 0.02233
alternative hypothesis: true mean is not equal to O
95 percent confidence interval:
0.03441849 0.37327381
sample estimates:
mean of x
0.2038462

45/69



Beispiel: Codon Bias

@ Wir beobachten 101844 mal CCT und 106159 mal CCA

@ Wenn beide eigentlich gleich wahrscheinlich sind, erwarten
wir 104001.5 von jedem.

@ Die Beobachtung weicht um 2156 von diesem
Erwartungswert ab

@ z-Test: Die Wahrscheinlichkeit einer mindestens so grof3en
Abweichung ist kleiner als 1020

@ Also sind CCT und CCA wohl nicht gleich wahrscheinlich.
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Prinzip des statistischen Testens
Beispiel: Zugvogelorientierung

@ Wie variabel ist die Abflugrichtung bei grinem und bei
blauem Licht.

@ Wir messen die Variabilitat durch die Lange des
Schwerpunktsvektors.

@ Quantifiziere Unterschied durch
X =(Lange griin)— (Lange blau).
@ Wenn das Licht keinen Einfluss hat, gilt E[X] = 0.
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Prinzip des statistischen Testens
Beispiel: Zugvogelorientierung

X =(Lange griin)— (Lange blau)
@ Wenn das Licht keinen Einfluss hat, gilt E[X] = 0.
@ Wir beobachten aber X = 0.2038 und SEM=0.0778

o 0 o

I
|
o o o o
|
[
|

I
|
E]ID =} o
|
|
|

\ \ \ \
-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6

o t-Test: p-Wert dieser Abweichung ist ca. 2.2%
@ Vermutlich hat die Lichtfarbe also doch einen Einfluss
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Beispiel: Dicke des Korks

@ X=(Korkdicke an der Nordseite)— (Korkdicke an der
Westseite)

@ Wenn die Seite keine Rolle spielt, ist E[X] = 0.

@ Wir sehen aber x = 5.36 und SEM= 1.51

o oBBo B BoBdBiB o B ool o

@ t-Test: p-Wert dieser Abweichung ist ca. 0.14%.

@ Also hat die Himmelsrichtung wohl doch einen Einfluss.
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Prinzip des statistischen Testens
Prinzip des statistischen Testens

@ Wir mochten belegen, dass eine Abweichung in den Daten
vermutlich nicht allein auf Zufallsschwankung beruht.

@ Dazu spezifizieren wir zunachst eine Nullhypothese Hy, d.h.
wir konkretisieren, was “allein auf Zufall beruhen” bedeutet.

@ Dann versuchen wir zu zeigen: Wenn H, gilt, dann sind
Abweichungen, die mindestens so grof3 sind wie die
beobachtete, sehr unwahrscheinlich.

@ Wenn uns das gelingt, verwerfen wir Hj.

@ Was wir als Abweichung auffassen, sollte klar sein, bevor
wir die Daten sehen.
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Nullhypothesen

@ H, bei Codon-Bias: CCT und CCA haben jeweils W’keit %
AuBerdem: alle n = 208003 Positionen entscheiden
unabhangig zwischen CCT und CCA

@ Hy bei Vogelorientierung und Korkdicken: E[X] = 0.
AuBerdem: X normalverteilt, X; unabhangig.
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Prinzip des statistischen Testens
Abweichungen und p-Werte

@ Codon Bias: Anzahl CCT weicht um 2156 vom
hypothetischen Mittelwert n/2 = 104001.5 ab.
Wegen der Binomialverteilungsannahme gehen wir von
festem o aus und berechnen mit dem z-Test den p-Wert:
Die Wahrscheinlichkeit, dass eine bin(n, })-verteilte
ZufallsgréBe um mindestens 2156 von n/2 abweicht’.

@ Vogelorientierung und Korkdicke:

X
s/v/n

p-Wert: Wkeit, dass t-Wert bei n — 1 Freiheitsgraden
mindestens so stark von 0 abweicht wie beobachtet

t-Wert =

1 Strenggenommen verwenden wir hier zugleich den zentralen Grenzwertsatz und ersetzen bin(n, 15) durch N(n% ,n

i)
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Prinzip des statistischen Testens
p-Werte sind uniform unter Hy

Anmerkung. Generisch? gilt fur statistische Tests
P, (p-Wert < a) = « far jedes 0 < a < 1
d.h. wenn die Nullhypothese zutrifft, so ist der zum Test
gehdrige p-Wert uniform auf [0, 1] verteilt.
Beispiel (zweiseitiger t-Test): Unter Hy sei Ex,[X] = ¢, dann ist
Th = % unter Hy Student(n — 1)-verteilt. p-Wert < « bedeutet, dass
|Thl > (1 — a/2)-Quantil qt(1 — a/2,df =n— 1) der
Student(n — 1)-Verteilung.

Nach Definition ist
IP’HO(|T,7\ >qt(1 — «/2,df =n— 1))
=Pr, (Th < —qt(1 — /2,df =n— 1))
(6% (6%

+ P (To>qt(1 —a/2df =n—1)) =5 + 5 =a

2Wiir'[lich gilt dies, wenn die Teststatistik kontinuierlich verteilt ist, d.h. nicht nur diskrete Werte annehmen kann. 54/69




Prinzip des statistischen Testens
Zweiseitig oder einseitig testen?

In den meisten Fallen will man testen, ob zwei Stichproben sich
signifikant unterscheiden.
~ zweiseitiger Test

In manchen Fallen

@ kann man von vornherein ausschlie3en, dass die erste
Stichprobe kleinere Werte als die zweite Stichprobe hat.
Dann will man testen, ob die erste Stichprobe signifikant
groBer ist.

@ will man nur testen, ob die erste Stichprobe signifikant
gréBer ist.

@ will man nur testen, ob die erste Stichprobe signifikant
kleiner ist.

~ einseitiger Test
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t-Test flr gepaarte Stichproben Prinzip des statistischen Testens

Beispiel fiir einseitigen Test:

Man will zeigen,
dass ein Wachstumhormon wirkt,
also kein Placebo ist.

Dazu missen die GréBen Y in der behandelten Gruppe
signifikant groBer sein
als die GroBen Z in der Kontrollgruppe.
Die zu entkraftende Nullhypothese ware hier:

Nullhypothese py < uz

Definiere die Differenz X =Y — Z.
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t-Test flr gepaarte Stichproben Prinzip des statistischen Testens

Ein fiktives Beispiel (fir einen einseitigen Test)

Ein Haarwuchsmittel-Hersteller mdchte zum Signifikanzniveau
a = 5% testen, ob ein Shampoo mit Hipsterin-Zusatz den
Bartwuchs beschleunigt.

Sei Z der Bartzuwachs eines typischen Probanden Uber zwei
Wochen (ohne Anwendung des Spezialshampoos), gemessen
in mm,

sowie Y der Bartzuwachs Uber zwei Wochen bei regelmaBiger
Anwendung des Spezialshampoos.

Wenn der Zusatz nicht wirkt (oder jedenfalls nicht im Sinne des
schnelleren Bartwuchses), so sollte uy < 17 gelten.

Der Hersteller verwendet die Annahme
Ho : py < pz

als Nullhypothese.
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t-Test flr gepaarte Stichproben Prinzip des statistischen Testens

Ein fiktives Beispiel (fiir einen einseitigen Test)

Um die Nullhypothese zu testen, wird folgendes Experiment
durchgefuhrt:

Bei n = 8 Probanden wird der Bartzuwachs tber zwei Wochen
(ohne Spezialshampoo) Z gemessen [in mm],

sowie der Bartzuwachs tber zwei Wochen bei regelmaBiger
Anwendung des Spezialshampoos Y

Proband i 1 2 3 4 5 6 7 8
Yi 6.3 69 69 6.7 47 46 80 6.6
Zi 41 76 44 68 36 49 39 58

Xi=yi—z 22 -07 25 -01 11 -03 41 0.8

EsistX = 1.2, s,=1.64, 5,/v/8=0.58, somit t = - =2.07.
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Ein fiktives Beispiel (fir einen einseitigen Test)
Aus den Daten:

X=12 s,=164, s,/v/8=0.58

somit

X

t =
Sx/V/n
Das 95%-Quantil der t-Verteilung mit 7 Freiheitsgraden ist 1.895
(und wir beobachten t = 2.07 > 1.895), demnach wird der
Hersteller
die Nullhypothese Hyp : ny < nuz ablehnen

=2.07

und die Alternative H; : uy > uz akzeptieren.

(Der p-Wert ist hier P(T7 > 2.07) =0.039, mitR:
> 1-pt(2.07,df=7)

[1] 0.03860838)
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Einseitiger ein-Stichproben-t-Test komplett in R
x <- ¢(2.2, -0.7, 2.5, -0.1, 1.1, -0.3, 4.1, 0.8)

> t.test(x, mu=0, alternative=’greater’)
One Sample t-test

data: x
t =2.07, df =7, p-value = 0.03861
alternative hypothesis: true mean is greater than O
95 percent confidence interval:
0.1016812 Inf
sample estimates:
mean of x
1.2

(Ubrigens: R erlaubt fiir den Parameter alternative die Werte

’greater’, ’less’ oder two.sided’.)
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Alternativ (und logisch aquivalent):
einseitiger gepaarter t-Test komplett in R

>y <-c(6.3, 6.9, 6.9, 6.7, 4.7, 4.6, 8.0, 6.6)
>z <-c(4.1, 7.6, 4.4, 6.8, 3.6, 4.9, 3.9, 5.8)
> t.test(y,z,paired=TRUE,mu=0,alternative=’greater’)

Paired t-test

data: y and z
t =2.07, df = 7, p-value = 0.03861
alternative hypothesis: true difference in means
is greater than 0O
95 percent confidence interval:
0.1016812 Inf
sample estimates:
mean of the differences
1.2
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Prinzip des statistischen Testens
Zweiseitig oder einseitig testen?

Wir beobachten einen Wert x, der deutlich gréBer als der

Ho-Erwartungswert 1 ist.

p-Wert=Pp, (|X — | > [x — pl)

p-Wert=Py (X — p > x — p)
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Prinzip des statistischen Testens
Reine Lehre des statistischen Testens

@ Formuliere eine Nullhypothese Hyp, z.B. u = 0.

@ Lege ein Signifikanzniveau « fest; traditionell wird oft
a = 0.05 gewahlt.

@ Lege ein Ereignis A fest, so dass
Pr(A) = o

(oder zumindest Py, (A) < a).
zB. A={X>q}oder A= {|X —pu|>r}

@ ERST DANN: Betrachte die Daten und tberprife, ob A
eintritt.

@ Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass H, verworfen wird,
wenn Hy eigentlich richtig ist (“Fehler erster Art”), lediglich

.
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Versto3e gegen die reine Lehre

“Beim zweiseitigen Testen kam ein p-Wert von 0.06 raus. Also
hab ich einseitig getestet, da hat’s dann funktioniert.”

genauso problematisch:

“Beim ersten Blick auf die Daten habe ich sofort gesehen, dass
X groBer ist als 1, Also habe ich gleich einseitig getestet”
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Wichtig

Die Entscheidung, ob einseitig oder zweiseitig getestet wird,
darf nicht von den konkreten Daten abhangen, die zum Test
verwendet werden.

Allgemeiner: Ist A das Ereignis, dass zum Verwerfen von H
fihrt (falls es eintritt), so muss die Festlegung von H, stattfinden
bevor man die Daten betrachtet hat.
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Die Wahl von A sollte von der Alternative H; abhangen, also
davon, was wir eigentlich zeigen wollen, indem wir Hy durch
einen Test verwerfen. Es muss gelten:

]P)Ho (.A) S [0

und
Py, (A) = moglichst grof3,

damit die W’keit eines Fehlers zweiter Art, dass also Hy nicht
verworfen wird, obwohl H; zutrifft, moglichst klein ist.
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@ Wenn wir von Anfang an unsere Vermutung belegen
wollten, dass sich die Rotkehlchen bei griinem Licht starker
auf eine Richtung konzentrieren als bei blauem, darfen wir
einseitig testen.

@ Wenn dann aber noch so deutlich herauskommt, dass die
Richtungswahl bei blauem Licht enger konzentriert war, so
ist das dann strenggenommen nicht als signifikant zu
betrachten.

@ Wenn wir von Anfang an die Vermutung belegen wollten,
dass der Kork an der Nordseite des Baumes dicker war,
darfen wir einseitig testen.

@ Wenn dann aber noch so deutlich herauskommt, dass der
Kork im Westen dicker ist, ist das strenggenommen nicht
signifikant.
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Angenommen, H, wird auf dem 5%-Niveau verworfen. Welche
Aussage gilt dann?

@ Die-Nulthypothese-istfalseh-

@ Hyistmit-95%-iger-Wahrscheinlichkeitfalsch-

@ Falls die Nullhypothese wahr ist, beobachtet man ein so
extremes Ergebnis nur in 5% der Falle. v/
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Angenommen, H, konnte durch den Test nicht verworfen
werden. Welche Aussagen sind dann richtig?

o Wir i e Al o for.
@ Hyistwahe

o Hi hescheinticl e

o Esi ahrich—d hen—d L s
@ Auch wenn H, zutrifft, ist es nicht sehr unwahrscheinlich,

dass unsere Teststatistik einen so extrem erscheinenden
Wert annimmt.\/

@ Die Nullhypothese ist in dieser Hinsicht mit den Daten
vertréglich.\/
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