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1 Wiederholung

Im folgenden Kapitel, welches nicht vorgetragen wird, wird kurz an das vorliegende Modell
sowie einige grundsdtzlich als bekannt vorausgesetzte Schitzer und ihre Eigenschaften
erinnert, welche im Weiteren hiufiger auftreten.

1.1 Lineares Modell

Wir betrachten das folgende lineare Regressionsmodell

y=XpB+e,
wobei X = (z1]...|z,) die Designmatrix, y = (y1,...,yn)’ der Responsevektor der Beob-
achtungen, 8 = (B1,...,By)" der Parametervektor und € = (e1,...,&,)7 der Stérungsvek-
tor sind. Dabei besteht die Designmatrix aus p Vorhersagevektoren (Kovariablenvektor)
xj = (21, ... ,xnj)T, j=1,...,p, die entweder deterministisch feste Werte oder Zufalls-
variablen sind. Die Beobachtungen werden als unabhingig angenommen und die ¢4, ..., ¢,
sind unabhéngig und identisch verteilt sowie unabhéngig von der Menge {z;, 1 =1,...,n}
und mit E[e;] = 0. Wir beschrénken uns hier auf den Fall, dass die Stérgrofen einer

Normalverteilung folgen, also &; ~ N(0,0?).

Nach einer Orts- und Mafsstabstransformation kénnen wir ohne Einschrankung davon
ausgehen, dass die Responsevariable zentriert und die Vorhersagevariablen standardisiert
sind, das heift es gilt

n n n
Zyi:(), inj:O und Zx?jzl, fir j=1,...,p.
=1 =1 =1

Somit werden die Beobachtungen der Variablen derart transformiert, dass sie den Mittel-
wert null und eine Varianz von eins haben. Dies ist nétig, da der ridge-regression-, der lasso-
und der elastic net-Schétzer von der Skalierung der Einflussgrofen, sowie von der Wahl des
Ursprungs abhéngen, was sich auf die von ihnen vorgenommene Parameterschrumpfung
zuriickfiihren ldsst.

*Der Vortrag basiert auf der Veroffentlichung ,Regularization and variable selection via the elastic net“
von Hui Zuo und Trevor Hastie und ist Teil des Hauptseminars Erweiterungen des linearen Regressions-
modells und genomische Anwendungen in der Biomedizin im Wintersemester 2014/15.



1.2 Kleinste-Quadrate-Schétzer

Der Kleinste-Quadrate-Schétzer ﬂAKQ ist gegeben durch

Brq = arg mﬁiﬂ ly — XAl

Falls die Designmatrix X vollen Rang hat und somit (XTX)_1 existiert, gilt
5 -1
Brkq = (XTX) XTy.

Es lasst sich sogar zeigen, dass der Kleinste-Quadrate-Schétzer der beste erwartungstreue
Schitzer ist im Sinne der kleinsten Varianz. In manchen Situationen ist es allerdings sinn-
voll, auf die Erwartungstreue zu verzichten und sich auch nach verzerrten Schitzern um-
zusehen, da der Kleinste-Quadrate-Schétzer im Fall p > n nicht mehr eindeutig ist. Die
Betrachtung von verzerrten Schétzern kann auch von Vorteil sein, um den Mean-Squared-
Error (MSE), der sich aus der Varianz und dem Bias eines Schétzers zusammensetzt, zu
verringern.

1.3 Ridge-regression-Schéatzer

Der ridge-regression-Schétzer Bridge(/\) (Hoerl und Kennard, 1988) hat zusitlich zu dem
Term des Kleinste-Quadrate-Schitzers eine [>-Regularisierung

Biaee(N) = axgmuin (lly = X8I + M8113)

wobei A > 0 ein deterministischer Skalar ist. Um den Tuningparameter A zu bestimmen,
bei dem der MSE minimal ist, bietet sich Kreuzvalidierung an. Bei dem Verfahren der
Kreuzvalidierung geht man so vor, dass man seine Datenmenge in k Teilmengen einteilt und
dann k£ Durchliufe startet. Bei dem i-ten Durchlauf dient die i-te Teilmenge als Testmenge
zur Fehlerbestimmung und die restlichen (k — 1)-Teilmengen werden als Trainingsmengen
zur Parameterbestimmung genutzt.

Ridge-regression hat zwar eine bessere Vorhersagegenauigkeit, aber der Nachteil ist,
dass es keine Variablenselektierung betreibt, sondern alle Vorhersagen im Modell behilt
und man somit kein ,einfaches“ Modell erhilt.

1.4 Lasso-Schatzer

Ein Verfahren, das Variablenselektierung sowie Schrumpfung der Variablen gleichzeitig be-
treibt und damit sowohl ein einfach zu interpretierendes Modell, als auch eine gute Vorher-
sagegenauigkeit erreicht, ist das lasso (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator)

Basso(%) = argmin (|ly = X33 + A1)

das von Tibshirani (1996) vorgeschlagen wurde. Hier wird die Kleinste-Quadrate-Methode
durch eine [1-Regulierung der Regressionskoeffizienten verbessert und der Tuningparamter
A wird wie bei ridge regression meist durch Kreuzvalidierung bestimmt.

Der Schétzer erreicht Variablenselektierung, indem Bl(;s)so(/\) abhéngig von dem gewéhl-
ten A fiir einige j gleich null geschétzt wird.



2 Einleitung

In diesem Vortrag wird das Verhalten des lasso-Schétzers bei stark korrelierten Priadiktoren
diskutiert und damit die Vorstellung des elastic net-Schétzers motiviert, der in diesem Fall
die Schitzwerte der Koeffizienten gleichméfiger auf die Gruppen verteilt. Des Weiteren
werden einige Eigenschaften des elastic net-Schéitzers aufgefiihrt sowie bewiesen.

3 Lasso bei stark korrelierten Pradiktoren

Obwohl der lasso-Schitzer oft gute Ergebnisse liefert, stofst er in einigen Situationen an
seine Grenzen:

Im Fall p > n kann der lasso-Schitzer héchstens n Variablen auswihlen.

Er ist nicht wohldefiniert, sofern die /1-Norm der Koeffizienten nicht kleiner als ein
bestimmter Wert ist.

Ridge regression liefert bessere Ergebnisse als der lasso-Schitzer im Fall von n > p
und starken Korrelationen zwischen den Vorhersagevariablen.

Bei einer Gruppe von stark korrelierten Variablen neigt der lasso-Schitzer dazu, nur
eine Variable auszuwéhlen, ohne dabei zu beriicksichtigen welche.

Wir veranschaulichen die genannten Punkte am Beispiel eines Gen-Selektierungsproblem
bei einer Microarray-Datenmenge. Eine solch typische Datenmenge hat mehr als 1000 Vor-
hersagevariablen (Gene) und meistens weniger als 100 Proben, somit befinden wir uns in
dem Fall p > n. Gene konnen stark korreliert sein, falls sie den gleichen biologischen
SPfad“ gemeinsam haben. Wir stellen uns vor, dass diese Gene eine Gruppe bilden. Die
optimale Genselektierungsmethode sollte die nichtssagenden Gene eliminieren und ganze
Gruppen automatisch einbinden, falls ein Gen dieser Gruppe ausgewiahlt wurde.

Fiir diesen Fall von p > n mit gruppierten Variablen ist das lasso wegen den zu Beginn
genannten Beobachtungen keine ideale Methode. Wir suchen also einen neuen Schéatzer,
der genauso gut ist wie der lasso bei dessen optimalen Situationen und besser bei den oben
genannten Problemfillen.

4 Naive elastic net

4.1 Definition

Fiir feste und nichtnegative A\; und Ay definieren wir das naive elastic net-Kriterium

LA, . 8) = [ly = XBl5 + A2 1815 + M 18], -

Der naive elastic net-Schétzer ist dann gegeben durch

B = arg mﬁin{L(M, A2, B8)} (1)

A2

und kann als regulierter Kleinste-Quadrate-Schizer angesehen werden. Sei a := SR

dann ist (1) dquivalent zu

B = arg mﬁin ly — XB[3 unter der Nebenbedingung (1 — «) |||, + «||8]|5 < t,
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Abbildung 1: Zweidimensionale Konturlinien der (von aufien nach innen) ridge-
Regularisierung, elastic net-Regularisierung mit o = 0,5 und der lasso-Regularisierung.

fiir ein ¢ := (A +Ag, ). Wir nennen (1—a) ||8]|,+a || 8]|3 die elastic net-Regularisierungsfunktion,
die eine Konvexkombination der lasso- und der ridge-Regularisierung ist. Es ist leicht zu
sehen, dass man im Fall & =1 den ridge regression-Schéitzer erhélt. Im Weiteren betrach-

ten wir nur a < 1. Fiir diese « ist die elastic net-Regularisierungsfunktion singulér in 0

und strikt konvex fiir alle @ > 0 und hat somit die Eigenschaften von lasso und ridge
regression, was man in Abb.1 sehen kann.

4.2 Losung

Im Folgenden zeigen wir, dass (1) zu einem lasso-Optimierungsproblem dquivalent ist.

Lemma 4.1 Gegeben sei die Datenmenge (y, X) und (A1, \2). Definiere eine neue kinst-
lich erzeugte Datenmenge (y*, X*) mit

1 X Y
X* = —— d * =
T <¢EI> ey <0> ’

wobei X* eine ((n + p) x p)-Matriz ist und y* ein Vektor mit (n+p) Spalten. Seiy = —21

V142
und B* = /14 Xof, dann kann das naive elastic net-Kriterium geschrieben werden als

L(v,0) = L* (7. 8) = |y = X Bl + 7 18", -

Sei B* = arg ming«{L* (7, 8%)}, dann ist auch

1 .

Vv



Beweis: Zeige erst, dass L(v, 8) = L*(~, p*) ist.

L*(v,8%) = ly* = X*B* I + 7 18]Iy

_ (Y 1 X 2
=) s () vt eV,
TN S L
B <0> <MI)52+MMM

y X5 \|?

<0> N <\/T25> 2"‘)\1 1811,

y - X8\ | , )
N (—\/Eﬁ) +AulIBly = lly = XBl5 + A2 1815 + M 1181,

2

=L(v,

Sei nun * = arg ming-{L*(7y, 8*)}, dann ist auch
1+ Ao =arg min {L(v,8)} = argmin{L*(y, 8*)} = 3*.
V 2 gmﬁ{ (v, 8)} = arg 0 {L*(v, 8}

QED

Somit kann das naive elastic net-Problem in ein dquivalentes lasso-Problem mit ver-

groberter Datenmenge umgewandelt werden. Das Lemma zeigt auch, dass das naive elastic
net &hnlich zu dem lasso automatische Variablenselektierung betreibt.

4.3 Gruppierungseffekt

In dem Fall p > n ist die Situation mit gruppierten Variablen von grofem Belang, deswe-
gen studieren wir in diesem Abschnitt den Gruppierungseffekt einiger Verfahren.
Wir betrachten hier die generische Regularisierungsmethode

B= argmin [|y — X615 +AJ(B), (2)

wobei J(-) positive Werte fiir 8 # 0 annimmt.

Eine Regressionsmethode sollte einen Gruppierungseffekt aufweisen, falls die Regressi-
onskoeffizienten einer Gruppe von stark korrelierten Variablen dazu neigen, gleich zu sein
(bis auf Vorzeichen). Besonders in dem Fall, wenn einige Variablen gleich sind, sollte die
Methode identischen Variablen identische Koeffizienten zuweisen.

Lemma 4.2 Es gibti,j € {1,...,p} mit x; = z;.
(a) Falls J(-) strikt konvex und symmetrisch ist, gilt B; = ﬁj fir alle X > 0.

(b) Falls J(8) = ||8l;, dann ist 3i3; > 0 und é* ist ein weiterer Minimierer von (2),

wobei .
R & , falls k # i und k # 7,
B =S (Bi + B))s  falls k =1,
(Bi + A]-)(l —38) , fallsk =j,
mit s € [0,1].



Beweis:
(a) Sei J(-) strikt konvex und A > 0. Angenommen f3; # Bj.

~

B* sei definiert wie folgt

B*:{

Da x; = x;, ist auch X3 = XB und somit auch

v falls k # i und k # 7,
(Bi + B;) , falls k = i oder k = j.

Nl

<l <l
|- x8[, =}y x4,

Weil J(-) strikt konvex ist, erhalten wir

J(B*):J(; (Blv"'7/3i7"‘7/8j7"‘76p)T+;(Bh"ijw"7Bi7"'7Bp)T>
T
<5IB) 45T (B BB B) )

Da J(-) symmetrisch ist, gilt J((B1,---, B, -, Bi,- - ,Bp)T) = J(B) und somit
erhalten wir J(3*) < J(j3). Dies ist aber ein Widerspruch zur Minimalitiit von 3 in

(2) und daher folgt 3; = ;.
(b) Sei J(B) = ||B]l;, also erhalten wir in (2) die lasso-Regularisierungsfunktion. An-
genommen (;3; < 0 und somit auch sgn{3;} # sgn{f;}. Damit folgt |3; + 3| <

|3 + \B]] Betrachte nun dasselbe 3* wie oben, also auch ||y — Xﬁ*”% =lly— XB][%
Dann gilt

. . . 1 - . . .
18*(15 = |B1] + ...+ |Bi—1| + |§(5z‘ + Bi)| + 1Bit1| + ... +|Bj-1]
1 - . . .
+ |§(5i + B5)| + 1Bjs1| + ... + Byl
<1813,

da B@B] < 0. Somit erhalten wir einen Widerspruch zu der Minimalitdt des lasso-
Schétzers 8 und es folgt £;3; > 0 und damit auch sgn{g;} = sgn{s;}.

Es bleibt zu zeigen, dass 3* auch ein Minimierer von (2) ist. Mit dem gleichen
Argument wie in Teil (a) gilt
2

z 12 «
|y %], = [y - x5

)
Es ist aber auch \|@*H1 = HBHla da

Hff*lh = B1] + ...+ Bica| + (Bi + By)s| + |Bisa| + ...+ |Bj-1]
+1(Bi + Bi) (1 = 8)| + |Bjaa] + .. + 1Byl = 1)1

QED

Lemma 4.2 zeigt den Unterschied zwischen strikt konvexen Regularisierungsfunktionen,

also insbesondere dem elastic net mit Ay > 0, und der lasso-Regularisierung. Die strikte

Konvexitit garantiert einen Gruppierungseffekt in dem Fall, dass es identische Vorhersa-
gevariablen gibt. Das lasso hat in diesem Fall nicht einmal eine eindeutige Losung.



Satz 4.3 Gegeben sei die Datenmenge (y, X) und die Parameter (A1, A2). B(A1, \2) sei der
naive elastic net-Schdtzer und wir nehmen an, dass 6Z(A1, )\2)6]()\1, A2) > 0 ist. Definiere

Dy, 2, (1, 5) = Bi( Ay A2) — Bj()\h/\Q)‘,

[Iyll, Hg

dann ist 1
D)\1,>\2(i7j) < )\7 2(1 —p),
2

wobei p = .TZT:IZ]‘ die Stichprobenkorrelation ist.

Beweis: Da wir vorausgesetzt haben, dass Bi(/\l,)\g)ﬁj(/\l,)\g) > 0, sind Bi(/\l,)\g) und
Bj(/\l, A2) nicht 0 und haben das gleiche Vorzeichen, also sgn{BZ-(/\l, Ao)} = sgn{Bj(x\l, o)}
Wegen 3 = arg ming{L(A1, A2, B)}, gilt

OL(A1, A2, B) .
# |5=3(>\1,>\2): 0, wobei
OL(A\1, Mg, P
St - B (ly - X1+ e 13 + M 131,)
o (& ‘ P P
= 96 Z W 4.+ 2812 + Ao ZBJQ + A1 Z |35
=1 7=1 Jj=1
=2 ( ( a:ll)ﬁ1 4+ xéi)ﬁp))> + 2228k + A1 sgn{ Sk}

= 221 (y — XB) + 208k + A1 sgn{ B},

falls Bp(A1, A2) # 0, da die Abbildung 8 — |8]|; nicht differenzierbar in der 0 ist. Da
Bi(A1, A2) und S;(A1, A2) ja gerade ungleich 0 sind, erhalten wir

*2$-T(y — XB()\l, )\2)) + 2)\231'()\1, )\2) + )\1 Sgn{Bi()\l, )\2)} =0 und
=2z} (y — XB(A1,A2)) + 2X285(A1, Ao) + Arsgn{B;(A1, A2)} = 0.
Subtrahieren ergibt
(a] —2])(y = XB(A, A2)) + A2 (Bi (A, A2) = Bi(Ai, de)) = 0

was dquivalent ist zu

il ) = B0 ) = T = )i, ), )

wobei 7(A1,A2) =y — XB()q, A2) der Residuumsvektor ist. Da X standardisiert ist, ist

n

k k " (k)2 k) (k k)2

k=1 k=1
= ailly — 227 @j + llzjlly = 2 — 20l ;= 2(1 - p),

wobei p = xZTx]



Weil B()\l, A2) der Minimierer von L(A1, A2, ) ist, gilt aufkerdem L(\1, A2, B(Al, A2)) <
L(A1, A2, 8 =0), das heift

~ 2 ~
17(A1, A2) 15 + Az Hﬁ(Al, AQ)Hz A H,B(Al, >\2)H1 < |lyll2 = LA\, Ao, 8 = 0).

Somit ist auch Hf(Al,)\g)Hg < |ly|l3 und mit (3) ergibt dies

Daya(5.9) = = B0 22) = B0, )| =

Cauchy-Schwarz 1 ‘|72()\17/\2)||2 || .
SN bl M

H H 7(‘%? - :E?)f()\l, )\2)
2

1 1
v =l < 5 oo =l = 5o V20 =)

QED

Die einheitslose Quantitét Dy, x, (%, j) beschreibt die Differenz der Koeffizientenpfade
der Vorhersagen i und j. Falls x; und x; stark korreliert sind, d.h. p ~ 1, ist nach Satz 4.3
die Differenz der Koeffizientenpfade von ¢ und j fast 0. Die obere Schranke der Ungleichung
ist eine quantitative Beschreibung fiir den Gruppierungseffekt des naiven elastic net.

4.4 Defizit

Empirische Belege zeigen, dass das naive elastic net nicht zufriedenstellend ist, wenn es
nicht nahe an ridge regression oder dem lasso ist, was auch der Grund fiir die Bezeichnung
LJhaive ist.

Das naive elastic net ist ein zweistufiges Verfahren: Fiir jedes feste A9 finden wir zuerst
die ridge regression Koeflizienten und betreiben dann die lasso-Schrumpfung entlang der
Lésungspfade der lasso-Koeffizienten. Somit entsteht eine doppelte Schrumpfung, die nicht
sehr dabei hilft, die Varianz zu verringern und unnotiges zusétzliches Bias verglichen mit

reiner lasso- oder ridge-Schrumpfung verursacht.

5 Elastic net

In diesem Abschnitt wollen wir die Vorhersageleistung des naiven elastic net verbessern,
indem wir die doppelte Schrumpfung korregieren.

Gegeben seien die Datenmenge (y, X), Regularisierungsparameter (A1, A2) und die ver-
grokerte Datenmenge (y*, X*). Der naive elastic net-Schitzer 16st das Regressionsmodell
in der lasso-Schreibweise

D% _ . *_X*R* 2 4
B argr%l*nlly B3 + m\lﬂ Iy - (4)

Der korrigierte elastic net-Schétzer f ist definiert durch

Belastic net ‘= MB*

In Lemma 4.1 haben wir gezeigt, dass

B L _p
naive elastic net =
V14 A
und somit ist dann
/Belastic net — (1 + >\2)ﬁnaive elastic net-



Daher sind die elastic net-Koeffizienten umskalierte naive elastic net-Koeffizienten, also
gelten auch alle zuvor beschriebenen Eigenschaften fiir das elastic net. Empirisch wur-
de festgestellt, dass das elastic net im Vergleich zu lasso und ridge regression sehr gute
Ergebnisse liefert.

Diese Transformation des naiven elastic net erhélt die Eigenschaft der Variablenselek-
tierung und ist der einfachste Weg, die Schrumpfung riickgingig zu machen.

Wir wollen an dieser Stelle eine weitere Motivation fiir die Umskalierung liefern. Hierzu
betrachten wir den orthogonalen Fall, in dem die Kovarianz der Spalte der Designmatrix
0 ist. Dann ist die ridge-regression-Lésung mit Parameter Ay gegeben durch

/B ) _ BKQ
ridge (1 +)\2)

und die lasso-Losung mit Parameter A; durch

8 = (J3

wobei BKQ = XTy und z, den positiven Anteil bezeichnet. In diesem orthogonalen Fall er-
halt man als Losung fiir das naive elastic net mit Parametern (A, \2), unter der Beachtung
von

Dk 1 *T * T / 1 T 1 o)
Pra V14 A VIt N | <0> V1+ A Y V1+ A Fra

die Gleichung

A A
1) sen{B0)),
+

5 1 Al _ 1 < -
naive elastic net — 1+ AQ lasso m

9 A+ (1
- §>+ Sgn{ﬁKQ( )}

B 1 ( 1 _ A1 > sn{ 1 B(i)}
\/1+)\2 \/1‘1—)\2 2V 1+ Ao + & 14+ X KQ

_ 1 A | M

_1+>\2<5KQ

Al
_ 2) . sgn{ﬂl({()g}.

Das naive elastic net kann also als eine zweistufige Methode angesehen werden, eine
Art ridge-Schrumpfung gefolgt von einer Art lagso-thresholding. Da wir aber wissen, dass
der lasso-Schétzer in dem orthogonalen Fall optimal schétzt, ist die direkte Schrumpfung
T +)\ des naiven elastic net nicht nétig und wird durch die Reskalierung bei dem elastic
net behoben. Obwohl ridge-regression diese Schrumpfung benétigt, um die Varianz zu
kontrollieren, verlassen wir uns bei dem elastic net auf die lasso-Schrumpfung, um die
Varianz zu béndigen.

Im Weiteren bezeichnet B nun immer den elastic net-Schitzer Belastjc net-

Satz 5.1 Gegeben sei der Datensatz (y, X) und (A1, A2). Dann ist der elastic net-Schatzer
B gegeben durch

XTX 4+ \oI

3 = i —2y" XB + A :
5 argméﬂ( W >ﬁ y' X8+ M8l

und somit dann auch

Blasso = arg min BT (XTX) B —2y" XB+ M\ |18, -



Beweis: Sei /3 der elastic net-Schiitzer. Nach Definition und (4) erhalten wir

D% _ . *_X*R* 2 ’
B argr%inlly B3 + m\lﬂ [
=1+ Xp"

und somit gilt

=1+ XB =114\ in||y* — X*3*|?
/8 + ﬂ + gargnﬁu*nHy /8 HQ \/m”ﬁ ||1
e BN B
= arg min - X +
& y \/1—{—)\2 2 \/l+)\2 \/1—{—)\2 1

e (e (x9)2
= amin > (570" =2 (v <zan+M)+1+A + 2 1l

* T~ * * T ~7*

v TX*3 x*Tx

—— 447 B+ 181l -
V14 Ao 1+ X 1+)\

: : * 1 * y :
Substituiert man X NS <\/—I> und y* = <0>, folgt damit

XX + Aol
(—QyTXB +6" <1++A22> B+M Hﬁlll)

= arg mﬁin vy  —2

~ 1
. T
[3—&1' miny y+
& B 1—|—)\2

XTX 4+ oI

— arg min —2y’! X3 + T(
gmin —2y g+8 T N

)5+Ath.

Dabei ist der letzte Schritt méglich, da das minimierende Argument durch Skalierung und

Verschiebung der zu minimierenden Funktion nicht verandert wird.

Es bleibt zu zeigen, dass Blasso = arg ming gr (XTX) B —2yIXB 4+ N\ 18], gilt. Da
beim lasso aber gerade A2 = 0 ist, folgt die Gleichung direkt aus der Formel fiir den elastic

net-Schatzer.

Somit kann man das elastic net nach Satz 5.1 als numerisch stabilere Version des lasso
betrachten. Man erhédlt also, dass die Reskalierung nach der elastic net Regularisierung
mathematisch dquivalent ist zu dem Ersetzen von XX mit dessen geschrumpter Version

im lasso.
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