Exkurs: Exakte Konfidenzintervalle far
den Erfolgsparameter in der
Binomialverteilung

27. Januar 2014



Unter n unabhangigen Versuchen seien x Erfolge
beobachtet worden,

wir fassen x als Realisierung einer Bin, y-verteilten ZV
auf und wollen anhand der Beobachtung auf 9 schlieB3en.

Wir hatten in der Vorlesung das auf asymptotischer
Normalitat fuBende (approximative) Konfidenzintervall fir
v zum Niveau 1 — « kennen gelernt:

mit J = % 5 =/0(1 —9), g das 1 — 2-Quantil von N ;

Wie konnten wir vorgehen, wenn wir uns nicht auf die
Asymptotik verlassen méchten?



Beobachte X ~ Py := Biny y,
Konfidenzintervall fir ¥ € © = [0, 1]?

ldee: Zu v € © := [0, 1] wahle ¢; € (0, 1), so dass fir
Cy:={x€{0,1,...,n}: Binpy({x}) > cy}

gllt Binnﬂg(Cﬁ) > 1—«
(und cy moglichst grof3, so dass Cy moglichst klein).

Setze C(x) ={v€©:xe Cy}furx e X :={0,1,...,n},
dann gilt

VI €O : Py e CX)) =Py(XeCy)>1—a

nach Konstruktion.



Es gilt

1. Furv € (0,1)ist{0,...,n} > x — Binpy({x}) strikt
wachsend auf {0,1,...,[(n+ 1)9 — 1]}, strikt fallend
auf {{(n+ 1)¥], ..., n}, also maximal auf
x=[(n+1)9] (und auf (n+1)9Y — 1, wenn
(n+1)9 € Z).

2. Furx e {1,...,n}ist
[0,1] 2 ¥ — Bin,s({x,x+1,...,n}) stetig, strikt
monoton wachsend mit

Bin,g({x,x +1,...,n}) = Betay n_x+1([0, 9]),

wo Betagy, die Dichte

Fietag, (U) = w1 = u)t

auf (0, 1) hat.



denn:
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2. Uy, ..., U, unabhangig und uniform auf [0, 1],

819 = Z 1[0’19](U,')

i=1
ist Bin, y-verteilt.
Sei Uy < Up) < ... < Uy die ,Ordnungsstatistik®.
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Wahle Cy := {x_(9), x_(9) + 1,..., x:-(J)} mit
x_(¥) = max{x : Binp({0,...,x —1}) < 5} und
X4 () = min{x : Binpy({x +1,...,n}) < 5}.
Es gilt:
» X < X, (V) <=
Binns({x,...,n}) = Betaxn—x+1([0,7]) > 5
<= 19 > p_(x) := 5-Quantil von Betay n_x1.

» X > X; (V) <= Binpy({0,...,x}) =
1 —Bin({x +1,...,n}) = Betay,1nx([¢,1]) > 5.
<= ¥ < pp(x) =1 — 5-Quantil von Betay1,n_x-

Satz (exaktes Konfidenzintervall im Binomialmodell)
p-(x) := $-Quantil von Betay n_x+1,
P+ (x) := 1 — $-Quantil von Betay1,nx

X — [p—(x), p-(x)] ist ein Konfidenzintervall fir ¢ zum
Sicherheitsniveau 1 — a.



Satz (exaktes Konfidenzintervall im Binomialmodell)
p-(x) := 5-Quantil von Betay n_x41,
P+ (x) := 1 — 5-Quantil von Betay1,nx
x — [p-(x), p+(x)] ist ein Konfidenzintervall fir ¢ zum
Sicherheitsniveau 1 — a.

Bem.:

» Quantile der Beta-Verteilungen sind tabelliert,
gelegentlich kann beim Nachschlagen in Tabellen die
Symmetrieeigenschaft

Betag p([0, X]) = Betap o([1—x, 1]) = 1—Betap 4([0, 1—x])

nutzlich sein.

» R kennt die Beta-Verteilungen, ihre
Verteilungsfunktionen pbeta(x, a, b) undihre
Quantile gbeta(p, a, b)



Beispiel: n = 53, x = 23, wahle a = 0,05
19/\2 % % 0,434, o~ 0,496, Qoo7s = 1,96
[0+ q%a} ~ (0,30, 0,57]

p,(23) = 0,025-Quantil von Beta23’31 ~ 0,30,
p+(23) = 0,975-Quantil von Betags 30 ~ 0,57

Apsurd Qrézise Werte wéaren:
[19 + q\/%] ~ [0,3005306, 0,5673939]
[p—(23), p+(23)] ~ [0,2983921,0,5771742]
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Manchmal betrachtet man auch den Schatzer

~  X+1
ﬁ_n+2

flr ¢ und bildet als (approximatives) Konfidenzintervall
zum Niveau 1 — «

-~

[0 — q%,ﬂ‘l— q%]

mitg = 4/J(1 — ), qdas1— $-Quantil von N

[0 wirkt vielleicht zunachst ,ad hoc* gewahlt.

Die Form von ¢ ist natiirlich im Kontext eines Bayesschen
Ansatzes, den wir in dieser Vorlesung nicht weiter diskutieren
werden.]
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