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Kapitel 0
Auftakt

Das Problem der Punkte

Aus dem Briefwechsel zwischen Blaise Pascal® und Pierre de Fermat? 1654, angeregt durch
Fragen von Antoine Gombard, genannt Chevalier de Méré3, siehe auch [KW, S. 95ff]:

Spieler A und Spieler B spielen iiber mehrere Runden, jede einzelne Runde ist ein
faires Gliicksspiel (z.B. ein fairer Miinzwurf).

Am Anfang setzt jeder gleich viel ein, derjenige, der als erster insgesamt vier Runden
gewonnen hat, bekommt alles.

Nach drei Runden muss das Spiel abgebrochen werden, es steht 2 : 1 fiir A.

Frage: Wie soll der Einsatz nun gerecht aufgeteilt werden?

Ansatz: Aufteilung geméfl der Wahrscheinlichkeit, von diesem Spielstand aus zu ge-
winnen. Wie wahrscheinlich ist es, dass A vom Spielstand 2 : 1 aus gewinnt?

Fermats Berechnungsvorschlag (,,Aufzihlung aller Vorwirtspfa-
de“)

Spiele im Geiste 4 Runden weiter (dann wére das Spiel sicher entschieden), die 16 mogli-
chen Spielweiterfithrungen sind

AAAA ABAA BAAA BBAA
AAAB ABAB BAAB BBAB
AABA ABBA BABA BBBA
AABB ABBB BABB BBBB

(unterstrichen = fithrt zu Sieg von A)

!Blaise Pascal, 16231662, Mathematiker, Physiker, Philosoph, ...
2Pierre de Fermat, 1607(?)-1665, Jurist, Gelehrter, Mathematiker, ...
3 Antoine Gombard, 16071684, Schriftsteller und (Amateur-)Mathematiker
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Ein Spielverlauf = Nord-Ost-Pfad in Ny x Ny, blau eingezeichnet Verlauf ABBA.
Die schwarz ausgefiillten Punkte sind Endsténde solcher Spielweiterfithrungen,
bei denen A gewinnt.

Demnach ist die
11

Wahrscheinlichkeit, dass A vom Stand 2 :1 aus gewinnt, gleich T

Pascals Berechnungsvorschlag (,,Riickwéirtsrechnung*)

Berechne ,riickwérts die Wahrscheinlichkeit f(z,y), dass A vom Spielstand z : y aus
gewinnt: Wenn man f(x +1,y) und f(x,y+ 1) schon kennt, kennt man auch

fy) = 3/ Ly)+ 5f Gy 1)
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Bemerkung Pascals Methode ist weniger rechenaufwendig (speziell wenn eine grofiere
Anzahl als 4 gewonnene Runden fiir den Gesamtsieg betrachtet wird).

Wir werden Pascals Ansatz wieder treffen als (einen Spezialfall) der Losung des
Dirichlet-Problems fiir eine Markovkette.



Kapitel 1

Grundlegendes

In diesem Kapitel geht es um grundlegende Begriffe und Definitionen, die zur mathema-
tischen Modellierung von Zufallssituationen verwendet werden.

1.1 Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten

Sei ) (nicht-leere) Menge (,, Ergebnisraum* oder , Stichprobenraum®),
w € 2 heilt ein , Elementarereignis*

(gewisse) A c €2 nennen wir Ereignisse,
insbesondere 2 ... ,sicheres Ereignis“, @ ... ,unmogliches Ereignis“

Vorstellung: ,,der Zufall* wahlt ein w € €2, wir sagen ,, A tritt ein“, wenn w € A.
Wir betrachten F c 29 (:= {B: B c}) und lassen A € F als Ereignisse zu.

Operationen (Mengeninterpretationen und ihre Interpretation fiir Ereignisse):

Ac:=Q~NA ... A tritt nicht ein®
(A¢ heiBt Gegen- oder Komplementérereignis von A)
AnB ... ,Aund B treten ein“
AuB ... A oder B treten ein“
AcB ... A impliziert B

Manchmal auch:

AAB = (An B°)u (A°n B) (symmetrische Differenz),

,genau eines der beiden Ereignisse A, B tritt ein’

¢

Wir fordern, dass F erfiillt

i) oeF,
i) AeF = A€ F,
Z'L'l) A17A27"'€f = UzozlAnEf.



Definition 1.1. Sei ) eine nicht-leere Menge. F c 29, das i)-iii) geniigt, heifit eine
o-Algebra (iiber Q).

Ein Paar (2, F) mit F o-Algebra iiber 2 heifit ein messbarer Raum (auch: Messraum
oder Ereignisraum).

Bemerkung. Das ,0“ im Namen erinnert an die abzdhlbare Operation in 4ii); wenn
man stattdessen

ZZZ), Al,Ag eF = AlUAQ e F
fordert, so heifit F eine Algebra.

Eine o-Algebra ist insbesondere eine Algebra, denn A; U Ay = AU A ugUBU--

Beispiel 1.2. Q endliche (oder abzihlbare) Menge, F = 2% (, diskreter messbarer Raum*)

Beispiel-Instanzen:
e Wurf einer Miinze, Q2 = {K, 7}
o Wurf eines Wiirfels, Q = {1,2,...,6}
e Dreifacher Wiirfelwurf, Q ={1,2,...,6}3 (= {(a1,a2,a3) :a; € {1,...,6}})

o Wartezeit, bis in einer Miinzwurffolge der erste Erfolg kommt, 2 = Ny

Abgesehen von mafitheoretischen Schwierigkeiten im iiberabzéahlbaren Fall, die dann
i.A. die Wahl F = 22 unméglich machen — vgl. z.B. [G, Satz 1.5], (,, Warum so vorsichtig?*)
—, hilft eine o-Algebra auch bei der Modellierung unterschiedlicher , Informationsgenau-
igkeit®:

Bemerkung F modelliert, welche Ereignisse wir beobachten kénnen, z.B.
Q={1,...,6}, F={2,{2,4,6},{1,3,5},{1,...,6}}

entspricht folgendem Zufallsexperiment: Jemand wirft einen 6er-Wiirfel, verrdt uns nur,
ob Augenzahl gerade oder ungerade.

Definition 1.3. (2, F) ein messbarer Raum. Eine Abbildung P : F — [0, 1] mit
(N) P(Q)=1 (,Normierung“) und

(A) Ay, Ay, € F paarw. disjunkt = P( An):ZP(An) (,o-Additivitit®)
1

n= n=1

heiflt ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ (auf (2, F)).
Ein solches Tripel (2, F, P) heifit ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Fiir A € F nennen wir P(A) die Wahrscheinlichkeit (des Ereignisses A unter dem Ma8
P).



Bemerkung Wir lassen hier offen, welche Interpretation die Wahrscheinlichkeit P(A)
haben soll (etwa ,naiv®, ,subjektiv® oder ,frequentistisch, siche z.B. die Diskussion
in [G], S. 14 am Ende von Abschn. 1.1.3). [KW, S. vi] schreiben dazu: ,,Es kann nicht
darum gehen, eine spezielle Intuition gegeniiber den anderen durchzusetzen. Dass sich
dies innerhalb der Mathematik auch gar nicht als notig erweist, ist eine der Stérken
mathematischer Wissenschaft.*

Beobachtung 1.4. Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A, B, Ay, Ag,--- € F, so
gilt

P(2)=0 (1.1)

P(AUB)+P(AnB)=P(A)+P(B) (endliche Additivitit), (1.2)
insbesondere P(A) + P(A°) =1

AcB= P(A)<P(B) (Monotonie) (1.3)

P( U An) < i P(A,)  (o-Subadditivitit) (1.4)

An 7 oo A (dh A1 C A2 c...mit A= U,ZozlAn)
oder A, Npoe A (dh. Ao Ayo ... mit A=n A,),
so gilt P(A) = lim P(A,) (o-Stetigkeit) (1.5)
Beweis. (1.1):
P(g)=P(gugu...)=> P(2), also P(2)=0.
n=1

(1.2): Betrachte zunéchst den Fall An B =@:

P(AuB)=P(AuBugugu...)=P(A)+P(B)+ P(@) + P(@) +, dh. (1.2) gilt.

Allgemeiner Fall: Schreibe
AuB=(ANB)u(BNA)u(AnB) (paarw. disjunkt)
(mit AN B:= An B¢), also

P(AuB)+P(AnB)=P(A~NB)+P(B~A)+2P(AnB)
=(P(ANB)+P(AnB))+(P(B\A)+P(AnB)) =P(A)+ P(B).

(1.3):
P(A)<P(A)+P(B~A)=P(B)

00 oo n-1
(1.4): Stelle | J A,, = | A}, als disjunkte Vereinigung dar mit A/, := A, \ | A, (c 4,),
n=1 n=1 Jj=1
S0 ist



(1.5): Betrachte zunéchst den Fall A, ~ A: Setze A} := AiNUj; Aj = AinAiy (Ao = 9),

P(A) = P(G(Az‘ \Az‘—l)) = iP(Ai NAi) =AE{302P(A1‘ N A

i=1

=P(Axn)

Falls A,, N A, so beachte, dass AS ~ A gilt, dann verwende obiges zusammen mit (1.2).
]

Beispiel 1.5 (diskreter Wahrscheinlichkeitsraum). € endlich oder abzdhlbar, p : Q —

[0,1] Abbildung mit Y p(w) =1.
we)

P(A):= > p(w), AcQ

weA

definiert ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (£2,29).
p heiit die (Wahrscheinlichkeits-) Gewichtsfunktion von P, p(w) heiit das (Wahrscheinlich-
keits-)Gewicht von w.

Beispiel-Instanz (uniforme Verteilung auf einer endlichen Menge). [2] < oo, p(w) = ﬁ
sind die Gewichte der uniformen Verteilung auf 2. Das zugehorige P heifit oft auch die
Laplace-Verteilung! (auf §2).

Beispiel 1.6 (Kollision von Kennzeichen (oder ,,Hash-Werten“)). n Objekte erhalten
,rein zufillig® ein Kennzeichen aus einer Menge von r mdéglichen Werten.

Wir formalisieren dies via
0={1,2,....r}"sw=(w,...,wn)
mit
F =29

und
P(A) = %, AcQ, der uniformen Verteilung auf €.

Betrachte das Ereignis
B:{(wl,...,wn):wi;twj fur alle 1£i¢j£n}

(,alle Kennzeichen sind verschieden®)

Frage: P(B) =7

Es ist
|IBl=r(r-1)(r-2)-(r-n+1)

Inach Pierre-Simon Laplace, 1749-1827



(r Wahlmoglichkeiten fiir wy, dann r — 1 Wahlméglichkeiten fiir wso, etc.), also

b= T2

Mit 1 —x <e @ fiir x € R ergibt sich

n—1 ) 1 n—-1 n(n _ 1)
—ifr _ Bl N B S
P(B)Sge exp( 7’1‘_12) eXp( 5 )
fiir eine untere Schranke beachte
B ={(wi,...,wp) tw; =w; fiir ein Paar i # j} = |J {w;=w;}.
1<i<j<n
Demnach
. =t n(n-1)
P(B)S Z P(wz-=wj)= Z w B )
1<i<j<n 1<i<j<n T r
insgesamt
n(n-1) n(n-1)
-———|>P(B)=1-P(B)>1- —=.
exp( -5 )2 P(B) =1-P(B)21- =

1.2 Bericht zum Fall ) = R4

In vielen Situationen interessieren wir uns fiir zufillige Experimente, deren Ausgang eine
reelle Zahl bzw. eine (reeller) Vektor [d-Tupel| ist, z.B. physikalische / chemische / bio-
logische Messungen (etwa Masse, Zeit, Lange, Konzentration,...). Um dies mathematisch
zu modellieren, mochten wir den Fall Q = R? (oder auch  eine geeignete Teilmenge von
R?) in unserem Rahmen betrachten konnen.

Aus maBtheoretischen Griinden ist fiir iiberabzihlbares Q die Wahl F = 22 i.A. nicht
moglich?. Eine explizite Beschreibung einer o-Algebra ist i.A. schwierig, man betrachtet
daher oft sog. ,,Erzeugermengen®. Dazu:

Beobachtung 1.7. Sei J ecine beliebige Indexmenge, fiir j € J sei F; c 22 eine o-Algebra.
Dann st auch

6N,
jeJ

eine o-Algebra.

Sei £ ¢ 22, Man schreibt
o(€):= ﬂ{}— : F ist o-Algebra mit £ ¢ F c 29},

die ,von & erzeugte o-Algebra“. (Dies ist offenbar die kleinste o-Algebra iiber Q, die £
umfasst.)

2Siehe z.B. [G, Satz 1.5 und Diskussion dort], wir diskutieren dies (und mehr) erst in der Vorlesung
Stochastik I genauer.



Fiir Q = R? mochten wir (im Fall d = 1) mindestens Intervalle bzw. (im Fall d > 1)
Quader in F haben, d.h. wir fordern

Va<b: (a,b]eF (im Falld=1)
Va1<b1,a2<bg,...,ad<bd: (al,bl]X(GQ,bQ]X'“X(ad,bd]Ef (1m Falld>1)

Beobachtung Aus dieser Forderung folgt, dass jede offene Menge in F liegen muss,
denn fiir O c R offen gilt
o= U (2]

z,ye0NQ, z<y
und analog im R<.

Man verwendet daher die Borel-o-Algebra?
B(R?) = 0({O: 0 c R? offen}).
Bericht 1.8. Es gilt
Ec2” n-stabil (dh. A,Bef=AnBef)

so ist ein Wahrscheinlichkeitmafl P auf o(&) bereits durch seine Werte auf £ festgelegt,
d.h. sind P, P’ Wmafle auf (Q,0(€)) mit P(E) = P'(F) fiir alle E € &, so gilt P = P'.
Siehe z.B. [G, Satz 1.12].

Man verwendet zweckméfligerweise

E= {(—oo,x] 1T € ]R} (Halbintervalle im Fall d = 1),
E= {(—oo,asl] x (=00, 9] % ... (=00, wq] w1, T2, ..., Tq€ R} (Halbquader im Fall d > 1)

als n-stabile Erzeugermengen der entsprechenden Borel-o-Algebra.

Beobachtung und Definition 1.9. Fiir ein Wahrscheinlichkeitsma P auf (R, B(R))
ist die Funktion Fp: R — [0,1], Fp(z) := P((~o0,2]) nicht-fallend und rechtsstetig mit

lim Fp(r)=1, lim Fp(z)=0.

Tr—>00

F, heifit die Verteilungsfunktion von P.

Die Eigenschaften folgen aus Beob. 1.4, (1.5): Fiir z < y ist (—oo,z] c (—o0,y] und
somit F,(z) = P((-o0,z]) < P((-00,y]) = F,(y); seien z,, > x mit z, N\ x, setze A, :=
(—00,2,], A:=(-00,x], so gilt A, N A fiir n > oo und daher auch Fp(z,) = P(A,) \
P(A) = Fp(A), d.h. Fp ist rechtsstetig. Analog gilt Fp(z,) = P(A,) » P(R) =1 fur
Xy 7 oo und Fp(z,) = P(A,) N P(2) =0 fiir z,, \ —o0

Analog betrachtet man im Fall d > 1 fiir (21,29, ...,24) € R? die Funktion
FP(.ZCl,ZEQ, ... 7xd) = P((—OO7{E1] X (—00,1'2] X (—OO,CC'd]),

die entsprechende Eigenschaften besitzt.

3nach Emile Borel, 1871-1956

10



Bericht 1.10. Umgekehrt definiert jede Funktion F': R — [0, 1] (bzw. F': R¢ > [0, 1]) mit
den Eigenschaften aus Def. 1.9 ein (eindeutiges) Wahrscheinlichkeitsmafi P mit F' = Fp.

Bemerkung 1.11. 1 (Bezug zum diskreten Fall). Sei eine (hochstens) abzahlbare Menge
V={x,29,...} cR(zB. Q' =N, =Z, ...) und ein diskretes W'maf P auf (Q’,2%) mit
Gewichten p(-) (wie in Bsp. 1.5) gegeben. Wir konnen P auch als Wma$ auf (R, B(R))

auffassen via
P(A):= > p(zn),

n:rpeA
dann ergibt sich als Verteilungsfunktion

Fp(z)= ) p(zn).

Nn:Trnp<T

(Diese ist stiickweise konstant mit (hochstens) abzihlbar vielen Spriingen.)

2. Sei P Wahrscheinlichkeitsmafl auf (R, B(R)) mit Verteilungsfunktion Fp. Die (ver-
allgemeinerte) inverse Funktion von Fp,

Fpl(t) =inf{r e R: F(z) > t},

heifit auch die Quantilfunktion von P.

(Beachte, dass die so definierte Funktion Fp' linksstetig ist. Mit dieser Definition
ergibt sich fiir x € R, ¢ € [0, 1] die Beziehung

Fpl(t) <z < t< Fp(x).

In der Literatur gibt es leicht verschiedene Definitionen der ,,Quantilfunktion®, man priife
gefs. jeweils die verwendete Konvention.)

Beispiel (Dirac-Ma$)
1, xzeA,

%a(4) = {0 z ¢ A

(Im Fall Q =R ist Fs, (y) =1(z <y).)

Beispiel 1.12 (Mafle mit Dichten auf R (bzw. auf R?)). Sei fp : R - R, integrierbar*
mit
/ fr(x)dr =1.
R

Dann definiert®

P(A) = fA fo(x) do

4In einem mit den Vorkenntnissen der Horer vertriglichen Sinn: Wir werden nur Beispiele betrachten,
in denen fp wenigstens stiickweise stetig ist, so dass man hier durchaus an das Riemann-Integral (oder
auch ganz salopp an die ,,Flidche unter der Kurve“) denken kann. Fiir einen Bericht zum Lebesgue-Integral
z.B. |G, Tatsache 1.14].

Wiederum hingt es vom verwendeten Integralbegriff ab, fiir welche Mengen A das Integral
/ 4 fp(x)dx sinnvoll definiert ist. Man verliert an dieser Stelle wenig, wenn man bei A etwa an eine
endliche Vereinigung von Intervallen denkt.

11



ein Wahrscheinlichkeitsma8, die Funktion fp heifit die Dichte (auch: Wahrscheinlichkeits-
dichte) von P.

Die Verteilungsfunktion

Fp(a) = P((=o0,2]) = [ fo(y)dy

ist dann (zumindest an Stetigkeitsstellen von fp) differenzierbar mit

d
o ir(@) = fr(2)

Analog definiert man fiir (geeignet) integrierbares fp : R? - R, mit [p, fp(x)dz =1

durch
P(A) = [4 fFo(z) do

ein Wmafl P auf R? mit Dichte fp. Wir denken an dieser Stelle wiederum an geeignet
,gutartige® Funktionen fp und Teilmengen A c R<, fiir die das Integral beispielsweise als
iteriertes Riemann-Integral wohldefiniert ist, d.h.

pr(x) dr = /: [ 1a(ze, ... 2q) fr(xy,. .. xq) dzy--dxy.
Dies wird fiir die im Rahmen der Vorlesung betrachteten Beispiele geniigen.

Beispiel 1.13 (,,Klassische® eindimensionale Verteilungen mit Dichte).

1. (uniforme Verteilung) a,b € R, a < b. Unif(,) mit Dichte ;=1(, (), Verteilungs-

funktion (ﬁ A 1) v 0

(z—p)?
202

2. (Normalverteilunglen]) u € R, o > 0. N, ,2 mit Dichte \/2;76}(1)( - —) heifit

Normalverteilung mit Mittelwert p und Varianz o2.

No.1 heiit die Standardnormalverteilung, die Verteilungsfunktion

O() = P, (0) = [ . %e-zz/z dz

ist tabelliert bzw. in vielen Computerprogrammen implementiert und es ist \V,, 52((—o0,z]) =

®((x - p)/o) (Ubung).

3. (Exponentialverteilungfen]) 6 > 0, Exp, hat Dichte fe=%*1 o) (), Verteilungsfunk-
tion (1 - €)1y ) ()

Beispiel 1.14. Laplace-Verteilung auf einem beschrinkten Gebiet 2 ¢ R%: Fiir A c Q
(geeignett) ist

vol(A)  [,1ldx

vol(Q) [, 1ldx’

P(A):=

6in dem Sinne, dass ein ,, Volumen*“ vol(A) definierbar ist

12



1.3 Klassische diskrete Verteilungen

Beispiel 1.15 (Urnenmodelle). Eine Urne enthalte n (nummerierte) Kugel, wir ziehen
zufillig k (< n) heraus.

1. mit Zuriicklegen, mit Beachtung der Reihenfolge:

Ql={(w1,...,wk):wl,...,wkE{1,2,...,n}}={1,2,...,n}k,

P((wr, ... wr)) = % ( - ﬁ vel. auch Beispiel 1.6)

2. ohne Zuriicklegen, mit Beachtung der Reihenfolge:
Qy = {(wl,...,wk) twy, . wp € {12,000 n) wi # w; fiiri;tj},

~ 1 _(n-E) 1
N S S S

3. ohne Zuriicklegen, ohne Beachtung der Reihenfolge:

Qs ={Ac{1,2,...,n}:|A| =k},

1 I(n-k)! 1
p({ A}) - - M ( = m, denn es gibt (Z) versch. k-elementige Teilmengen)

G

4. mit Zuriicklegen, ohne Beachtung der Reihenfolge:
Qu={(l1, ..., 0;) eNg i by +lo+---+ 0, = k}
(¢; gibt an, wie oft Kugel i gezogen wurde)
Fiir (04,05, ...,0,) € Q4 gibt es

( k
1,0, ..

verschiedene w = (wy,...,wy) € ) mit

k!
’ ) = AR , Multinomialkoffizient*
Ly, IR

{l<j<k:wj=i}|=¢ firi=1,...,n

P({(tr,....0)}) = (gl,gz”f“’gn)(%)k, ALY

Bemerkung 1.16. Es gilt

n+k-1 n+k-1
Q = =
€24 ( k ) ( ( n-1 ))
Ein “Z&hltrick”: Lege k Kugeln und n—1 “Trennstdbe” — also insgesamt n+k—1 Objekte
— in eine Reihe:
oe) ‘OO'“O‘ || 00O | e
—_— —— —_— —

l3=0

¢1 Kugeln {5 Kugeln ln-1 Kugeln £, Kugeln

13



Insbesondere ist die Verteilung auf {2, aus Beispiel 1.15, 4. nicht die uniforme.

Die uniforme Verteilung auf dem 24 aus Beispiel 1.15, 4. heif3t auch die ,, Bose-Einstein-
Verteilung®, die in Beispiel 1.15, 4. betrachtete Verteilung heifit die ,, Maxwell-Boltzmann-
Verteilung*“.

Beispiel. Eine Horsaalreihe habe n Plitze, darauf nehmen m (< n/2) Méanner und n—m
Frauen rein zufillig Platz.
Die Wahrscheinlichkeit, dass keine zwei Méanner nebeneinander sitzen

)

(m)

Beispiel 1.17 (Hypergeometrische Verteilung). Eine Urne enthalte n Kugeln, davon s
schwarze und w weie (s +w =n), ziehe k-mal ohne Zuriicklegen,

()
i)

ist die Wkeit, genau ¢ schwarze Kugeln zu ziehen.

Hyps,w,k({g}) = ganL"'ak

Beispiel 1.18 (p-Minzwurf). 1. Q = {0,1}, Ber,({1}) = p = 1 - Ber,({0}) mit einem
p€[0,1] (,,Bernoulli-Verteilung“")

2. n-facher p-Miinzwurf (mit p € [0,1]): 2 ={0,1}",

Bel‘?”({wl, . ,wn)}) = p|{iSn:wi=1}|(1 _p)|{i$n:wi:0}|

3. Binomialverteilung (zum Parameter n und p, n € N, p € [0, 1]):

n

Binmp({k}) = (k)pk(l -p)" %, ke{0,1,...,n}

(dies ist die W’keit, beim n-fachen Miinzwurf genau k Erfolge zu beobachten)

Beispiel 1.19 (Geometrische Verteilung). p € (0,1), Q = Ny,
Geom,({k}) =p(1-p)*, keN,
ist die W’keit, bei wiederholtem p-Miinzwurf genau k& Misserfolge vor dem ersten Erfolg

zu beobachten

Beachte: Manche Autoren betrachten die geometrische Verteilung auf N (statt auf
Np), dann ist das Gewicht p(1-p)*~! und die Interpretation ,,k Wiirfe (einschlielich) bis
ersten Erfolg.“

"nach Jakob Bernoulli, 16541705
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Beispiel 1.20 (Negative Binomialverteilung, auch Pascal-Verteilung genannt). Fiir r €
(0,00), pe (0,1) ist

NegBin, (1)) = (| )-D' (1-p)f, kN

wobei () = (_T)(_T_lz!"(_r_k”) ( = (L)F(™F) fiir v e N).

NegBinw({k}) ist die Wkeit, insgesamt k Misserfolge vor dem r-ten Erfolg in einer
p-Miinzwurffolge zu sehen (NegBin, , = Geom,).

(Beachte .
Z( )( D (A -p)t=p"(1+p-1)7

und allg. fiir r >0 Y0 ()2 = (1+2) " (fiir |z| < 1) mittels Taylor-Entwicklung in @ = 0
bzw. allgemeinem Binomischem Lehrsatz.)

Beispiel 1.21 (Multinomialverteilung). s € {2,3,...}, p1,...,ps € [0,1], p1 + -+ ps = 1,
neN, Q={(ki,....ks) eNs: ki +-+ks=n

Multyp, . ({ (1, - ,k;s)}):(kl k2” . )piflpgz,..pﬁs

Interpetation: n Ziige mit Zuriicklegen ohne Beachtung der Reihenfolge aus einer Urne
mit s Kugeln (s verschiedene , Farben“), Farbe ¢ wird mit W’keit p; gezogen), obiges ist
die W’keit, genau k;-mal Farbe ¢ zu ziehen fiir 1 =1,2,...,s.

Beispiel 1.22 (Poissonverteilung?®). A € (0, 00),
. WA
POI)\({I{}}) =e H, ]{?ENO
Proposition 1.23 (Poissonapproximation der Binomialverteilung). Seien p,, € [0, 1] mit
Pn = 0 und np, > A€ (0,00) fiir n - oo, so gilt fiir jedes k € Ny
Bin,, ({k}) — Poix({k}).

Bewezs. Es ist

(Z)pfl(l—pn)n_k n(n—-1)-(n- k;+1)( pn)k(l—%)n(l—pn)_k

k!nk —_——
—>1/k" —>e*)‘
k
_A/\ ;
fiir n - oo.
k!

]

Prop. 1.23 motiviert, warum die Poissonverteilung oft in Anwendungssituationen vor-
kommt, in denen man viele unabhéngige Ereignisse betrachtet, von denen jedes nur mit
einer sehr kleinen W’keit eintritt — man denke etwa an Schidensfélle bei Versicherungen,
Zerfallsereignisse in einer Probe radioaktiven Materials oder an genetische Mutationen.

8nach Siméon Denis Poisson, 17811840
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1.4 Zufallsvariablen

Zufallsvariablen (machmal auch Zufallsgréfen gennant) sind (in einem gewissen Sinn
sogar: die) ,Fundamentalobjekte“ der Stochastik?, sie sind zudem oft sehr angenehm
zum Rechnen/Notieren und zum intuitiven Argumentieren iiber zuféllige Vorgénge.

Beispiel 1.24. Wir werfen 2 Wiirfel (naheliegende Modellierung: 2 = {1,2,...,6}? [und
F = 29 P=uniforme Verteilung auf Q]) und beobachten die Augensumme, nennen wir
sie X.

Wir kénnten iibergehen zu Q' = {2,3,...,12} [und entsprechendem P’({z}) = %]

oder wir betrachten
X : Q -

w

(wi,w2) = wi+ws
und Ereignisse
{X=x}:= {(wl,wz) €eQ:w +w2:x} fir z=2,3,...,12.

Definition 1.25. (Q,F,P) ein W’raum, (S,S) ein messbarer Raum (der , Wertebe-
reich“).
Eine Abbildung X : 2 — S heifit eine Zufallsvariable (mit Wertebereich S), wenn gilt

VBeS: X (B)={weQ: X(w)eB}eF.

(im Sinne der Mafitheorie ist X eine messbare (strikt: eine F-S)-messbare Abbildung von

I nach S.)

, Logo-Bild“ fiir eine Zufallsvariable X.

Wir schreiben
{X eB}:=X1B)
fiir das Ereignis ,, X nimmt einen Wert in B an“ und abkiirzend oft auch {X =z} := {X €
{z}}; im Fall S =R oft auch {X <} = {X € (~o00,z]}, etc.

Man kann ein Zufallsexperiment auch stets auffassen als: ,Der Zufall wihlt aus einer Menge S
moglicher Realisierungen der Zufallsvariable X eine aus“ und sich in diesem Sinn den ,,Umweg* iiber
die Diskussion von Ereignissen und Wahrscheinlichkeitsriume (zunéchst) ersparen, tatséichlich stellt das
Buch von Kersting & Wakolbinger [KW] Zufallsvariablen auch gleich an den Anfang der Diskussion; die
beiden Zugénge sind logisch dquivalent, unterscheiden sich aber etwas in der ,,Betonung*.
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Im Fall reellwertiger Zufallsvariablen lassen wir oft auch die Werte +oo oder —oco zu

(Ubergang von S =R zu S = R).

Bericht 1.26. 1. Wenn 2 und S abzdhlbar sind (und wir in kanonischer Weise die jewei-
ligen Potenzmengen als o-Algebren verwenden), so ist jede Funktion eine Zufallsvariable.

2. Sei § = 0(&) fiir ein £ ¢ 29, dann ist X eine Zufallsvariable, sofern gilt
VCe&E: XHO)eF

(d.h. es geniigt Messbarkeit auf einer Erzeugermenge der o-Algebra zu priifen, speziell
fiir S =R [oder R] fiir Mengen der Form (-oo,z]), denn {B c S: X~'(B) € F} ist eine
o-Algebra (Ubung), umfasst nach Voraussetzung £.

3. Im Fall Q@ =R™, S =R? (jeweils mit der zugehorigen Borel-o-Algebra versehen) ist
jede stetige Abbildung f: ) - S messbar

Beispiel 1.27 (Indikatorvariable). Ae F, 14:Q - {0,1},

1, fallswe A,

1 =
A(@) {0, falls w ¢ A

14 heilt die Indikatorvariable des Ereignisses A.

Beobachtung 1.28 (Rechnen mit ZVn). Sind X, X, ... reelle ZVn, so sind auch

(X1, X2), X1+ X0, Xy - X, X1 A X, Xy v X,
sup X,,,inf X,,,limsup X,, und liminf X,

n—00 n—oo

Zufallsvariablen, denn
{(X1,X3) € (w00, m1] x (—00,m2]} = {X1 < m} n{ Xy <an} € F,

die Abbildungen (z,y) = z +y, bzw. —» x -y, —» x-y, etc. sind stetig,
{sup X, <z} =N{X,<z}eF, etc,

neN
limsup X, = inf sup X,,,, liminf X, = sup inf X,,.
n—o0

n—>00 neN m>n neN mn

Insbesondere kénnen wir das Ereignis

{Xn konvergiert} = { limsup X, < h{}iio{}f Xn}

n—>00

( = {(limsuan,li}glglen) € {(m,y) R < y}})

sinnvoll betrachten.

17



Beobachtung 1.29 (Verkettung messbarer Abbildungen, Funktionen von Zufallsvaria-
blen). (5,8), (5',8’), messbare Riaume, f: - S, g: S - S’ messbar, dann ist
gof: Q=5 gof(w)=g(f(w))
(F-S-)messbar, denn
(g0 f) " (B) =g (B))eF fir jedes B €&,

———
eS

Insbesondere ist fiir eine S-wertige ZV X auf (Q2, F, P)
g(X)=go X

wiederum eine Zufallsvariable.

(Interpretation: Wir werten die Funktion g an der zufélligen Stelle X aus.)

Beobachtung und Definition 1.30. 1. (Verteilung) X ZV (auf einem W’raum (2, F, P))
mait Werten in S,
Px(B):=P(XeB), BeS

definiert ein W’maf$ auf (S,S) (Ubung), wir nennen Px die Verteilung von X (unter P)
und schreiben auch Lp(X) := Px (oft auch nur £ (X), wenn P fiziert ist oder aus dem
Kontext klar).

2. 1 ein W’maf$ auf S, wir schreiben X ~ p, wenn Zp(X) = p.

3. X undY ZVn mit Werten in S heiffen identisch verteilt, wenn ZLp(X) = Zp(Y)
(man schreibt dies auch als X =4Y")

4. X1,Xa,..., Xy (reelle) ZVn, Y := (Xl,Xg, . ,Xd) , so heifst Lp(Y) die gemein-
same Verteilung der X1, Xo, ..., Xy, Zp(X;) heifit die i-te Randverteilung (oder Margi-
nalverteilung) von Y.

Beispiel 1.31. 1. Fiir A e F ist £p(14) = Berp(a.
2. Sei Q={0,1}", P=Bery", Xj(w) =w;, Y = X1 + Xo + -+ X,,, 50 ist

Zp(X;) = Ber,, Zp(Y) = Bin,,

Bemerkung 1.32. Die Randverteilungen legen (i.A.) nicht die gemeinsame Verteilung
fest, z.B.:

Wir haben eine faire Miinze M; und zwei gezinkte Miinzen Ms, M3, wobei
3 1
P(MQ:K):Z’P(M?):K):Z.

Wir werfen erst My, wenn M; K (Kopf) zeigt, so werfen wir dann My, sonst Ms.
Sei X; = Resultat des i-ten Wurfs, i =1, 2.

Die gemeinsame Verteilung von (X7, X5) ist
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X K s
X

1.3_3 1.1_1/|1
K 2 4 8 2 4 8 2
1.1_1 1 3_3/]1
2 4 8 2 4 8 2

1 1

2 2

also P(X; = K) = P(X; = K) = 5 (und dieselben Randverteilungen ergéiben sich, wenn
man zwei Mal M; wirft, aber die gemeinsame Verteilung wiére eine andere).

Definition 1.33. X ZV mit Werten in R
Fx:R—-[0,1], Fx(x)=P(X<z),zeR

heifit die Verteilungsfunktion von X. (Strenggenommen: die Verteilungsfunktion von

Zp(X))

Beobachtung 1.34 (Erzeugung reeller ZVn mit vorgegebener Verteilung). Sei F': R —
[0,1] eine Verteilungsfunktion ,

F'(t):=inf{zeR: F(z) >t}, te[0,1]

die inverse Verteilungsfunktion oder Quantilfunktion (aus Bem. 1.11), U reelle ZV, U ~
Unif{o 1y, dann hat
X :=FY(U)

die Verteilungsfunktion Fx = F.

Beweis. Es gilt F~1(t) <z <= t < F(z) nach Bem. 1.11, somit ist fiir z € R
P(X<x)=P(F'(U)<2)=P(U<F(z))=P(0<U<F(x))=F(z) = F(x).
[

Beispiel 1.35. Exp, hat Verteilungsfunktion Fiyp, () = (1 - €79%)1[g o) (x) mit inverser
Funktion Fil (t) =-3log(l-1),

Expg

1 1
also ist 3 log(1-U) ~ Expy (und natiirlich ebenso 3 log(U))

Beobachtung 1.36 (Dichtetransformation im Fall RY). X reelle ZV mit Dichte fx,
d.h. Fx(x) = fx fx(2)dz, I cR (méglicherweise unbeschrinktes) offenes Intervall mit
P(Xel)=1, Jc I, ¢: 1 — J stetig differenzierbar, bijektiv.

Dann hat Y := p(X) die Dichte

fx (o' (v)) c
frw) =l '
0, y¢J
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Beweis. ¢ muss offenbar strikt wachsend oder strikt fallend sein, wir betrachten den
wachsenden Fall.

Fiir z <inf J ist P(Y <2) =0, fiir z>supJ ist P(Y <z) = 1.
Sei z € J:

P(Y <z)=P(p(X) <z)=P(X <p7!(2))

o7 (2) z » 1
= f fx(x)d = / (e W) =y s
oo oo ' (07 ()]
Wogaei wir x = p~1(y) (und somit Z—z = m substituiert haben). Siehe auch die SkizzDe
unten.

- ~ (A . -1y — 1
ey +0) e (y) +0- (™)' (y) = 7' (W) + O mray

[ ¥

=9 (y)

Beispiel 1.37. X ~ N1, peR, 0>0,80ist YV i=0X + i~ N, 2 (Ubung).

Bericht 1.38 (Dichtetransformation im R?). X Ré-wertige ZV mit Dichte fx, I c¢ R?
offen mit P(X € I) = 1, J c R? offen, ¢ : I — J bijektiv, stetig differenzierbar mit
Ableitung

d
o'(z) = %(:C) (,,Jacobi-Matrix*“),
a.l’j ij=1
dann hat Y := (X)) die Dichte
fx(0' ()

fr(y) = { [det ' (7' (»))]
0, y¢J

Beweise finden sich in Analysis-Lehrbiichern, z.B. G. Kersting und M. Brokate, Mafs
und Integral, S. 107, H. Heuser, Analysis, Teil 2, Satz 205.2 (“Substitutions-Regel”),
O. Forster, Analysis 3, Kap. 9, Satz 1 (“Transformationsformel”).

Y€,
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Wir betrachten hier nur folgende Heuristik (im Fall d = 2): Lokal sieht

Laus wie*

p(z) » p(z) +¢'(z) - (' - 3)
9 B r_
3 p2() gopa(x) ) \ Ty =22
(plus Terme, die O(]|z’ - x||?) sind), also:

die Flidche der Groe Ay - hy ,rund um x“

wird auf
~ Flache hy - hy - |det ¢'(z)| ,rund um y* abgebildet.

€2

>

x

n

Wenden wir dies auf Y = ¢(X) an, so bedeutet das anschaulich: Fiir y = ¢(z) € J

(und sehr kleines h > 0) ist

fy(y)h* ~ ]P’(Y nimmt Wert in einem Quadrat der Fliche h? mit , Aufpunkt“ y an)
~P(X nimmt Wert in einem Quader der Fliche h?/|det ¢’ ()| mit , Aufpunkt* z an)

R ew)

R fX(x)|detg0’($)| B |det o' (071 (y))]
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Kapitel 2

Bedingte Wahrscheinlichkeiten und
Unabhéangigkeit

2.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Beispiel 2.1. Wir ziehen zwei Kugeln ohne Zuriicklegen aus einer Urne mit s > 0 schwar-
zen und w > 0 weiflen Kugeln.

Modell: Nummeriere die Kugeln, 1,...,w seien weifl, w+1,...,w + s schwarz,
Q={(i,j):1<i,j<w+s,i#j},
P = uniforme Verteilung auf Q (|Q| = (w + s)(w+s-1)),

betrache die Ereignisse

A= {erste Kugel ist Weiﬁ} ={(4,7) e Q:i<w},
B = {zweite Kugel ist weif} = {(i,j) € Q:j <w}.

Ohne weitere Informationen ist

Bl w(w+s-1)  w
P(B)_ﬁ_ (w+s)(w+s-1) w+s’

Nehmen wir an, wir haben den ersten Zug beobachtet und gesehen, dass A eingetreten
ist. Mit dieser Information sollte die W’keit von B
w-1 w

<
w+s—-1 w+s

sein (denn es ,,wurde schon eine weifle Kugel verbraucht®).
Beobachtung und Definition 2.2. Sei (2, F, P) Wraum, A € F mit P(A) > 0.
P(BnA)
P(A)
heifit bedingte Wahrscheinlichkeit von B, gegeben A (fiir B € F).

P(-]A) ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (2, F), man prift leicht per Inspektion,
dass die Eigenschaften aus Definition 1.3, Normierung und o-Additivitat, erfillt sind.

P(B|A):=
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Wir lassen P(B | A) undefiniert, wenn P(A) = 0.

In Beispiel 2.1 ist P(A) = 34, P(An B) = 52 = =l also ergibt sich
tatséchlich P(B | A) = 225,

Bemerkung 2.3 (,Natiirlichkeit von Definition 2.2“). Nehmen wir an, wir méchten
angesichts der Information ,, A ist eingetreten® das W'mafl P revidieren zu einem W’maf
P mit

1. P(A) =1 (d.h. A ist sicher unter P) und
2. P(B) = ¢4P(B) fiir B c A mit einem ¢4 > 0

(d.h. Teilereignisse von A erhalten bis auf Normierung ihr altes Gewicht).
Dann gilt
P(AnC)

PO "5

(=P(C|A)) firalle CeF.

Beweis. Fir C € F ist

P(C)=P(AnC)+P(C~ A)Z e P(C),
N——
<P(A®)=0

mit Wahl C'= A und 1. folgt 1 = P(A) = c4P(A), also ¢4 = 1/P(A). O

Bemerkung 2.4. P(B | A) # P(B) kann nicht notwendigerweise als , Kausalitat® (im
Sinne von ,, A beeinflusst, ob B eintritt*) interpretiert werden:
In Beispiel 2.1 ist auch

P(BnA) w-1

P(A1B) - P(B) w+s-1

+ P(A),

aber es passt nicht zu unserer Vorstellung, dass der 2. Zug den 1. Zug beeinflusst.

Satz 2.5. I abzdhlbare Indexmenge, B; € F paarweise disjunkt mit P( User Bi) =1 (und
P(B;)>0 firiel).

1. (Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit) Fir A e F gilt

P(A) = Y. P(B)P(A| By).

iel
2. (Formel von Bayes) Fir AeF mit P(A) >0 und jedes k € I gilt

P(Bp)P(A| Bi)

P(By | A) = Y P(B)P(A| B;)

Beweis. 1. Y, P(B)P(A| B;) = Y. P(An Bi) = P(U(An By)) = P(A)

iel iel
(verwende die o-Additivitdt von P).
2. Der Nenner ist = P(A) nach 1., der Zahler ist = P(A n By) nach Definition. O
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Beispiel 2.6 (Medizinische Reihenuntersuchung). Eine Krankheit

e komme bei 2% der Bevolkerung vor (,,Pravalenz 2%*),
e cin Test schlage bei 95% der Kranken an (,,Sensitivitéit 95%),

e aber auch bei 10% der Gesunden (,,Spezifitat 90%*).

Eine zufillig gewéhlte Person wird mit positivem Resultat getestet. Wie wahrschein-
lich ist es, dass sie krank ist?

Sei
A = {Test fallt positiv aus},
B = {getestete Person ist krank},
also P(B) =0,02, P(A| B)=0,95, P(A| B¢) =0,1, somit

P(B)P(A| B) 0,02-0,95
P(B|A)= = ~ (0,162
(BIA) = BByP(A| B)+ P(BYP(A| B 002095+ 098 0.1 - 16

(wir sehen: geringe , positive Korrektheit“), andererseits

P(B| A°) - P(B)P(A| B) _ 0,02-0,05
" P(B)P(A¢| B) + P(B¢)P(A¢| B°)  0,02-0,05+0,98-0,9

(recht hohe ,negative Korrektheit“).

Demnach: Ein negatives Testergebnis schliefit die Krankheit mit hoher W’keit aus,
ein positives Testergebnis sollte eher als ,der Fall sollte weiter beobachtet / untersucht
werden* interpretiert werden als ,,die Testperson ist krank*.

~0,0011

2.2 Mehrstufige Zufallsexperimente

Wir betrachten folgende Situation:
Wir haben ZVn X1, X, ..., X, im Sinn und kennen

1. die Verteilung von X7,

2. fiir 2 < k < n die bedingte Verteilung von Xj, wenn X7, Xo,..., X;_1 schon beob-
achtet wurden.

Frage / Aufgabe : Wie modellieren? (und: wie damit rechnen?)

Beispiel 2.7 (Pélyas Urnel). s,w e Ny, c€ {-1,0,1,2,...}, eine Urne enthilt anfangs s
schwarze und w weifle Kugeln. Wir greifen in jedem Zug einmal rein zuféllig hinein und
legen dann die gezogene Kugel zuriick zusammen mit ¢ weiteren Kugeln derselben Farbe
(im Fall ¢ = -1 legen wir die gezogene Kugel nicht zuriick). Wir setzen

Xi = 1{i—te gezogene Kugel ist schwarz} -

Inach George Pélya, 1887-1985; siche F. Eggenberger, G. Pélya, Uber die Statistik verketteter
Vorgéinge, Zeitschr. f. Angew. Math. Mech. 3, 279-290, (1923).
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Beobachtung 2.8 (Multiplikationsformel). A;, As, ..., A, Ereignisse mit
P(Ain---nA,1)>0,
50 15t
P(AinAyn---nA,)=P(A)P(Ay | A1) P(As | AynAg)P(A, | Ain--nA,q).
(Beweis per Inspektion, das Produkt rechts teleskopiert)

Satz 2.9 (Konstruktion von W’maflen via bedingte Wahrscheinlichkeiten). Seien Q1,Qs,...,Q,
(# @) abzihlbar, py : Qy — [0,1] Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktion, fir 2 <k <n und
belicbige wy € ... wWp-1 € Qi1 S€1 Pijsy,owpy * 2 — [0,1] W’gewichtsfunktion, setze

Q= x Qo x - xQ,, wir schreiben X; : Q - Q; mit Xi((wl, e ,wn)) = w; fiir die i-te
Koordinatenprojektion.

Dann ist p: Q — [0, 1] mit

p((wh s 7wn)) = pl(wl) * P2jw; (w2) " P3jwi we (WS) “ Pojwr e wn-1 (wn)
eine Wgewichtsfunktion, das W’mafS P auf Q mit Gewichten p erfillt
1. P(X1=wi)=pi(w1) fir alle wy € Qq,

2. P(Xp = wi | X1 = wi,.. o, X1 = Whe1) = Difon,oon s (Wi) flir 2 <k < n, wy €
Ql,. ..o, WE-1 € Qk—l; sofern P(Xl =W1i,... an—l :wk_l) > 0.

P st durch 1. und 2. eindeutig festgelegt.

Man kann die Situation aus Satz 2.9 in einem Baumdiagramm veranschaulichen (z.B. fur

n=2,0={a,b}, Qs ={c,d}):

(o] 2l (d
«(d)
T T

¥
0] 2y,
(@)
\
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Beweis von Satz 2.9. Fir 1 <k <n, wy €y, ... wg €y ist

P(X1 :wl,...,Xk:wk): Z Z P({(wlw'wwn)})

Wi+1€Q%41 wn€Sdn

=p1(w1)p2\w1(w2)"'Pk|w1 ,,,,, wk,l(wk) Z Pr+1ws,..., wk(wkn)'

w—/ Z Pnjwr,..., wn,l(wn)

-1 Wn€n

-1
:pl(wl)p2\w1(w2)"'pk|w1 ----- Wk—l(wk)’
insbesondere fiir k =1 also P(X; =wy) = p1(wy), d.h. 1. gilt und

P(Q): Z P(X1 :wl): Z pl(wl):l,

wlte wleﬁl

P ist demnach ein W’ mag8.

Fiir 2 < k < n folgt

.....

dh. 2. gilt.
Die Eindeutigkeit von P folgt aus Beob. 2.8 (mit Wahl A; = { X, = w;}). O

Anwendung in Bsp. 2.7 (Pélya-Urne)

Die Urne enthilt anfangs s schwarze und w weifle Kugeln, man legt jeweils die gezogene
Kugel zuriick zusammen mit ¢ weiteren Kugeln derselben Farbe.

Wir betrachten n Ziige, 2 = {0,1}" 5 w = (w1,...,wy,), X; = w; (mit Interpretation
1=schwarz), es ist

s+cl

fall =1
(@) s+w+c(k-1) A=
Prjwr,..wp \ Wk ) = _1-
wrelk=1=6 = p e =0
s+w+c(k-1)
mit £ = wy + -+ + wg_1.
Satz 2.9 liefert (fiir w = (w1, ...,w,) mit wy + -+ w, =m)

m—1 n-m-—1
[T(s+ci)- I (w+cj)
=0 §=0
- n-1
[1(s+w+ck)
k=0

Beachte: dies hiangt nicht von der Reihenfolge der Werte w;, nur von der Gesamtsumme
ab (man sagt dazu auch, dass die X; , austauschbar® sind).

Halten wir Spezialfalle fest:
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e fiir ¢ = 0 (d.h. Ziehen mit Zuriicklegen, also n unabhéngige Versuche) ergibt sich
()"

e fiir c= -1 (d.h. Ziehen ohne Zuriicklegen) ergibt sich

s(s—1)---(5—m+1)-w(w—1)---(w—m—n+1)_(;)(nf”m) 1 . 1
(s+w)(s+w-1)(s+w-n+1) B (SZUJ) (Z)_Hypsvwv"({ })(;)

mit der hypergeometrischen Verteilung aus Bsp. 1.17.

Wir kénnen diese Rechnung folgendermaflen interpretieren: Die Anzahl gezogener
schwarzer Kugeln in den n Ziigen ist Hyp,,, ,-verteilt, gegeben, dass m schwarze
Kugeln gezogen wurden, sind deren Positionen in der Reihenfolge uniform verteilt
(es gibt () mogliche Wahlen fiir m Positionen).

e fiir ¢ =1 ergibt sich

(s+m-1)! (w+n-m-1)!

G-1)! (w-T (s+w-1)! (s+m-DN(w+n-m-1)!
% (s DY (w-1)! (s+w+n-1)!

Sei S, := Xy +--+X,, (die Anzahl gezogene schwarze Kugeln unter den ersten n Ziigen),
fiir 0 <m <n ist (fiir ¢ #0)

P(S, =m) = Z P({(wl,...,wn)})

(w1,...,wn )e{0,1}",
w1+ HWn=m

m-1 n-m-1

[T(s+ci)- TI (w+ej) 2E+D)-(E+rm=1) 2(2+1)-(L+n-m-1)
B (n) i=0 §=0 B ml ’ (n—m)!
B n-1 - S (SR ] (S5 )

m [1(s+w+ck) ; Y
k=0
GG
(—(s+w)/c)

r) _ r(r-=1)-(r-m+1)

' fiir r € R, m € N), beachte, dass der Faktor (-1)" sich
m!

(mit (
m
oben herauskiirzt.

Diese Verteilung heifit auch Pdélya- Verteilung.
(Im Fall ¢ = 0 ergibt sich natiirlich P(S,, =m) = Bin,, s/(s+u)({m}), vgl. Bsp. 1.18.)

In Satz 2.9 hatten wir ein Wmaf} auf einem Produktraum (mit m € N Faktoren) konstru-
iert. Gelegentlich benotigt man ein analoges Resultat fiir den Fall (abzédhlbar) unendlich
vieler Faktoren — beispielsweise, um in dem hier betrachteten Kontext eine unendliche
Miinzwurffolge zu modellieren.

Bericht 2.10 (Konstruktion von W'maflen auf unendlichen Produktraumen). Seien €2,
i € N jeweils (hochstens) abzéhlbar, # @&, pi(-) W’gewichtsfunktion auf €, fir k €

{2,3,...}und wy €y, ... w1 € Qi sl Prjey,. o, (-) W gewichtsfunktion auf €, setze
Q:= X = {(w1,w2,w3,...) fw; € Ql}
ieN
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(versehen mit
F = J({{wl} x {wa} x oo x{wp} x Qg x Qo x - ineNjw; e fir 1 <i< n}),

der sogenannten Produkt-o-Algebra), fiir i € N sei

X;: Q- Q,, Xi((wn)neN) = w; (die Projektion auf die i-te Koordinate).

Dann gibt es (genau) ein W'maf§ P auf (2, F) mit

P(X1 =W, ..., Xg = wk) =P1(w1)p2\w1(w2)“‘pk|w1 ..... wk_l(wk) (2-1)
fir alle ke Nund w; €, fiir 1 <i<k.

Dieses Resultat, das Satz 2.9 auf die Situation abzéhlbar unendlich vieler €2;, i € N
erweitert, werden wir in dieser Vorlesung nicht mit mathematischer Strenge beweisen
(dafiir siche z.B. Georgii |G, Satz 3.12]).

Grobe Beweisidee. Gedankenexperiment: Stellen wir uns vor, wir haben einen Computer,
der genau eine uniform in [0, 1] verteilte Zufallsvariable (mit beliebiger Prézision) simu-
lieren kann. Wir mochten aus dem Wert von U die Werte von X, X, ... derart ablesen,
dass (2.1) fiir alle k gilt.

Sei U ~ unif[o’l].

e Zerlege I =[0,1) in disjunkte, halboffene Intervalle I, w;y € € der Liangen pi(w;)
(1. Stufe),

o zerlege jedes I, in disjunkte, halboffene Intervalle 1, .,, ws € 25 der Léngen
P1(w1)Pap, (w2) (2. Stufe),

o wenn Iy, u,.. w, , Konstruiert (mit Lange pi(w1)pop, (wW2) - Pr-tjwr,...k-2(Wk-1)),
zerlege in disjunkte, halboffene Intervalle I, w,... w1 wis Wk € 4 der Langen

pl(w1)p2\w1(wz)'“pk—uwl ..... k-z(wkq)pmwl ..... k—1(wk) (k Stufe), etc.
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A
Y
\

/
Y
/
\
\
A

1 1 : )
L I I3 Iy
pB)pap(1) i @)pap2) PG (3)p4)
oo < T < | el "‘::: : :l oo
]3,1 IS,Q I3,3 13,4

. 21(3)ps(Dpsiza(2) - pr(3)pgys(4)pssa(3

e < > < | .o
T 11 1 i
I3 41 I3 49 I343
p1(3)p23(4)p3j3,4(1) :
.

Fiir uw € [0,1) gibt es genau ein
X(u) = (X1 (u), Xo(u),...) e,
so dass gilt (siche auch die Skizze fiir den Fall ; = Qy =--- = N)
W€ Ix, (u), Xo(u),...Xp(u) flr alle k eN
und dies definiert X :[0,1) — Q. Damit ist

P(Xi=wi,..., X =wy) = (unifpo 0 X)) ({wi} x {wa} x {wr} x Quar x Qo x+++)
= unifjo 1 ({u € [0,1) : X1(u) = wi, Xo(u) = wa, ..., Xp(u) = wy})

---------- k

=p1(w1)p2|w1(w2)"'pk—1|w1 ..... k—Q(Wk—l)pk\wl ..... k—1(wk),

d.h. (2.1) gilt.

2.3 Unabhéangigkeit

Definition 2.11. Wir betrachten einen W’raum (€2, F, P). Ereignisse A und B heiflen
(stochastisch) unabhingig, wenn gilt

P(An B) = P(A)- P(B)

(strenggenommen: unabhéngig beziiglich P). Im Fall P(A) > 0 sind also A und B un-
abhingig g.d.w. P(B| A) = P(B).
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Beispiel. 1. Ziehen mit Zuriicklegen aus einer Urne, A = {erste gezogene Kugel ist schwarz},
B = {zweite gezogene Kugel ist schwarz}, so sind A und B unabhingig.

(Dies gilt natiirlich nicht, wenn ohne Zuriicklegen gezogen wird.)

2. Ziehe zwei Karten ohne Zuriicklegen aus einem (perfekt gemischten) Skatblatt, sei

A = {erste gezogene Karte ist ein As},
B = {zweite gezogene Karte hat Farbe Pik}.

Es ist

py-~ -1 ppy 2
32 8 32
PAnp) - LT+38 31
32-31 32-31 32

d.h. A und B sind unabhéngig.
Bemerkung. Gilt P(A) € {0,1}, so ist A von sich selbst unabhéngig.

A

24 8
(= 5531 * 52051
1

=P(A)'P(B),

Definition 2.12. Sei I (beliebige) Indexmenge, A;, i € I Ereignisse. Die Familie (A;)es
heifit unabhdngig, wenn fiir jedes endliche J c I, J + & gilt

P(ﬂAj):HP(Aj)-

jedJ jed

Beispiel 2.13. (Aus paarweiser Unabhéngigkeit folgt i.A. nicht Unabhéngigkeit). Werfe
eine faire Miinze zwei Mal, sei

A = {erster Wurf ist K}, B = {zweiter Wurf ist K},
C' = {beide Wiirfe haben das gleiche Ergebnis}.

Es ist
P(A) = P(B) = P(C) = % P(AnB) = P(AnC) = P(BAC) = }1

d.h. je zwei der betrachteten Ereignisse sind unabhéngig (man sagt: A, B, C' sind paarweise
unabhéngig), aber

P(AmBmC):i¢P(A)-P(B)~P(C)=%,

d.h. A, B, C sind nicht unabhéngig. (Dies ist auch intuitiv klar, denn (AnB)u(A°nB¢) =
C.)

Bemerkung 2.14. Sind (A;,7 € ) unabhéngig, so auch (AS$,i € I) und fiir J,J' c I
endlich mit JnJ' = @ gilt

P(NA; 0 ) 45) =TT P(A)- T (1-P(4;)). (2.2)

jeJ jled’ jedJ jleJ’
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Beweis. Betrachte zunéchst den Fall |J] = |.J/| = 1:
P(A;nA5) = P(A)) = P(Ajn Ay) = P(A)) - P(A;) P(Ay) = P(A))(1 - P(4;)),

sei nun J mit |J| > 1 allgemein, J' = {j’} mit j' ¢ J, wie oben ist

P(QAj n Aj,)=P(Q]Aj)—P( N A

keJu{j"}
-TTP(4) - k J]‘%/}P(Ak) - (H]P(Aj))(l - P(4))).

Nehmen wir nun an, (2.2) gilt fiir alle J, J’ mit JnJ' =@ und |J'| < m.
Sei J” = J'u{j"} mit einem j” ¢ JnJ’ und |J| = m: Nach Induktionsvoraussetzung
1st

P(N4 0 N A§,)=P<Q]Ajm NA)-P( N A0 N A%)

jeJ jled” jleJ’ jeJu{j"} e’
=[TP(A)- TTA-P(A)) - TI PA)-TT(1-P(4))
jeJ j'eJ’ jeJu{j"} j'eJ’
=[1P(A4) [T (1-P(4)),
jeJ jleJ”
d.h. (2.2) gilt auch fiir J und J” und somit allgemein. O

Definition 2.15. I (nicht-leere) Indexmenge, X;, i € I Zufallsvariablen (auf demselben
W'raum), X; habe Wertebereich (S;, o7 ). Die Familie (X;);; heit unabhingig, wenn fiir
jedes endliche @ # J c I und beliebige B; € &7; gilt

P( gleer Bj}) = EP(Xj e B;).

Also: Eine Familie von ZVn ist u.a. g.d.w. jede endliche Teilfamilie u.a. ist.

Beobachtung 2.16. 1. (X;);; unabhéngig und @ # I’ c I, so ist auch (X;); eine
unabhéngige Familie. (Dies folgt sofort aus der Definition.)

2. Seien (5!, ¢7!) messbare Riaume, f; :S; - S! messbar, X;, i € I unabhéngige ZVn (X,
hat Werte in S;). Dann sind auch

Y; = f;(X;), i € I unabhingig,

denn fiir endliches J c I, B} € ;z{j’ ist

P ) - (O 5700
=[1P(X; e f71(B))) =[] P(Y; € BY).

jeJ jeJ

3. Eine Familie von Ereignissen A;, ¢ € I ist unabhéngig g.d.w. die Familie 1,4,, ¢ € I der
zugehorigen Indikatorvariablen u.a. ist. (Dies folgt sofort aus der Definition zusammen
mit Bem. 2.14.)
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Bericht 2.17. In der Situation von Def. 2.15 sei &; ein n-stabiler Erzeuger von <7 und
es gelte fiir alle J c I mit |J| < co und Bj € &;

P( X e Bj}) =[1P(X;eB)).
jed jeJ
Dann sind die (X;);; unabhéngig.
Insbesondere gilt im reellwertigen Fall (S; = R): (X;);e; sind unabhéngig g.d.w.

fiir alle J < 1, |J] < 00, z; e R gilt  P(({X; <x;}) = [] P(X; e y).

jed jed

Beweisidee. Zeige induktiv iiber #{j € J: Bj € @;\&;}, dass die Bed. aus Def. 2.15 erfiillt
ist, verwende dazu Eindeutigkeitssatz fiir Mafle (Bericht 1.8). Fiir Details siehe z.B. [G,
Satz 3.19].

Satz 2.18. Xy, Xo,..., X,, ZVn, X; habe Werte in S;, S; abzdahlbar fir v =1,2,...,n.
Dann sind X1, Xs, ..., X, unabhingig g.d.w. gilt

Vl’lesl,l'QESQ,...,l'nESn : P(X1ZIl,XQZJTQ,...,Xn:l'n):HP(XZ'ZZ'Z‘).
i=1

Beweis. ,=*“: Klar (Wahle A; = {z;} in Def. 2.15.)

(13

,<“ Seien Ay c Sy,...A,cS,, esist

P({XleAl}m---m{XneAn}):P(( )UA A{Xlle,...,xn:xn})
T1,..0,Lpn )EA] XX Ap,

= Z P(Xlle,...,anxn)

:P(X1=w1)T'P(Xn=xn)

Z P(X1=J]1)"' Z P(Xn:l'n)

T EAl Tn EAn

= P(X1 € AI)P(Xn € An)

Bericht 2.19 (Unabhéngigkeit im reellwertigen Fall mit Dichte). Seien Xy, Xs,..., X,
reellwertige ZVn, f1,..., f, : R > R, Wahrscheinlichkeitsdichten (d.h. [; fi(z)dz = 1),
dann sind dquivalent:

1. Xq,...,X, sind u.a. und X; hat Dichte f; firt=1,...,n
(d.h. P(X; € B) = [ fi(x) dx).

2. Die ZV X = (X3,...,X,,) mit Werten in R” hat Dichte

f(x) = fi(z1) - fa(w2) o fu(zn), w=(21,...,7,) €R,

d.h. die gemeinsame Dichte hat Produktgestalt.
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Beweisidee. ,Naiv* rechnen wir

[:1 fl(yl)dyl'”[:n Jn(Yn) dyn = _/(_oo (oot ]fl(xl)"-fn(asn) dy; . ..dy,

(verwende den Satz von Fubini um die Integralvertauschungen zu rechtfertigen und dann
Bericht 2.17. Siehe z.B. [KW, Satz auf S. 67 in Kap. I11.10] und [G, Bsp. 3.30] fiir Details.

Beispiel 2.20. 1. Xi,..., X, wa., X; ~ANy1, dann hat X := (X,...,X,,) Dichte

~ool 2
= -z /2 = (97 )~/2 _1 2 — R™
x e T ex z|?), z = (21,...,2,) €
fx(x) i|=1| Nors (2m) p(=sllelf), o= (2 )
(mit ||z]| = /22 + -+ 22, der euklidischen Norm).

Sei M = (my;)};_, orthogonale nxn-Matrix (d.h. MTM = I, die nxn-Identititsmatrix),

YT = MXT d.h. Y:(Yl,...,Yn) mlt}/;:szXJ,

J=1

dann sind Yy,...,Y, va., Y;~ Ny ;.
¢ :R" > R" o(x) = Mz ist bijektiv und differenzierbar mit p=1(y) = MTy, o' = M,
die Dichtetransformationsformel (Bericht 1.38) zeigt: Y hat Dichte

Ao @) Ty
et (i) - Jdetar] ~XGY)

o
= (2m)"Pexp (-5 IMTylP) = T]
—_— i=

V2
llyll? s

fr(y) =

evil?,

2. Sei X ein uniform im Einheitskreis {x € R? : ||z|| < 1} verteilter Punkt (in kartesischen
Koordinaten X = (X3, X5)), R der Radius, W der Winkel von X (in Polarkoordinaten),
also

arcsin(%), X7 >0,
R= X12+X22, W = W—arcsin(%), X1<0,X52>0,
—W—arcsm(%), X1<0,X5<0,

(siche auch die Skizze unten).
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Links: Punkt (X7, X3) und seine Polarkoordinten (R, W'). Rechts: Schraffiert ist
B(r,w) := {Punkte mit Radius <r und Winkel < w}.

Dann sind R und W unabhéngig,
R hat Dichte fr(r) =2rlyq(r),

W hat Dichte fy (w) = %hmw)(w),

denn (fir 0<r<1, -r<w <)

P(R<r,W <w) = P(X c B(r,w))
_ e

+ r w ]
:rzw i :/ QSdS-f — dv.
w12 2 0 _r 2T

Definition 2.21. Seien (£2;,F;), messbare Raume, P; ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf
Qi,l.:]_,...,n,

Q= x--xQ,

(versehen mit F = U(Al X Agx-x Ay A e Ffiri=1,... ,n), der ,,Produkt-o-Algebra),
dann heifit das Wahrscheinlichkeitsma$l auf (€2, F) mit

P(Ay x Ay x - x A,) =T Pi(4;) fiir Ay e Fi,... A, e F,
i=1
das Produkt (oder Produktma$) der P,..., P,, man schreibt P = P, ® P, x ---® P, (im
Fall P, = P, =--- = P, auch P = P®").
Bemerkung 2.22. ZVn X;,..., X, (mit Wertebereichen Si,...,S,), die auf demselben
Weraum (€2, F, P) definiert sind unabhéngig, g.d.w. gilt (mit X = (X;...,X,))
gp(X) = gp(Xl) ® gP(XQ) ®---Q gp(Xn)

(D.h. ZVn sind unabhéngig g.d.w. die gemeinsame Verteilung (vgl. Beob. und Def. 1.30)
ein Produktma$ ist).

Insbesondere: Unabhéngigkeit von ZVn ist eine Eigenschaft der (gemeinsamen) Ver-
teilung.
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(Dies ergibt sich direkt aus dem Vergleich von Def. 2.15 und Def. 2.21.)

Beobachtung und Bericht 2.23 (Existenz von u.a. ZVn mit vorgegebenen Verteilun-
gen). (S;, %) messbare Raume, w; Wmaf auf (S;, %) firi=1,...,n (fir ein n e N)
oder fiir v € N.

Dann gibt es (auf einem geeigeten Wraum (Q,F, P)) unabhingige ZVn Xy, Xo, ...
mit X; ~ p;. Man kann Q =X, Q;, P=Q%, P; (bzw. Q=X2,Q;, P=Q, P;) und X; =
i-te Koordinatenprojektion wdhlen.

Diskussion. Wenn alle S; abzéhlbar sind, folgt dies im Fall endlich vieler X; aus Satz 2.18,
im Fall unendlich vieler X; aus Bericht 2.10.

Im Fall endlich vieler X; mit Werten in R, die jeweils eine Dichtefunktion f; besitzen,
folgt die Behauptung aus der Existenz des n-dim (Lebesgue-)Mafles (,, Volumen-Maf*),
der Fall endlich oder unendlich vieler X; mit Werten in R kann zudem (via Beob. 1.34
und Bericht 2.10) auf den diskreten Fall zuriickgespielt werden:

Seien U j, i,j € N w.a., Beryj, dann sind V; := ¥, 277U; ; w.a. (vgl. Beob. 2.16) und
‘/i ~ Unif[m] fiir 7 € N.

Sei F; die Verteilungsfunktion von y;, dann leistet X, := F-1(V;) das Gewiinschte (vgl.
Beob. 1.34).

2.4 Faltung

Definition 2.24. X und Y unabhéngige reellwertige ZVn, X ~ p, Y ~ v (definiert auf
einem W’raum). Die Verteilung von X +Y heifit die Faltung von p und v, geschrieben

L * U
(n*v)(B)=P(X+Y eB), BeBR?

(alternativ: p*v=(u®v)o f~t mit f(z,y) =z +vy).
Bemerkung. p*v=vx*pu (denn X +Y =Y + X).

Beobachtung 2.25 (Diskreter Fall). Falls 4(Z) =v(Z) =1 (d.h. X und Y haben Werte
in Z), so ist

(n*v){k}) =P(X+Y =k)= ) P(X=mY =k-m) =}, u({m})v({k-m}).

MmeZ meZ

Beispiel 2.26. 1. X,Y ua., ~Ber,, soist X +Y ~ Biny,, d.h. Ber, * Ber, = Biny .
2. (Binomialfamilie) Xy, X,..., X, w.a., ~ Ber,, so ist X; + Xo +---+ X,, ~ Bin,, ,,, d.h.

*n = e = 1
Ber," = Ber,, » Ber), » --- x Ber;, = Bin,, ,.

n-mal

Insbesondere gilt
Bin,, , * Bin,, , = Bing, 4n,, fir pe[0,1],n1,n9 € N,

die Binomialverteilungen bilden (fiir festes p) eine Faltungsfamilie.
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3. (Poissonfamilie) Fiir a, 5 > 0 ist Poi, * Poig = Poi,. s, denn
k am k
_5 5 —(01"',3) 1 (k) m Qk-m
2 G )

_ 6—(a+ﬂ) (()4 + /3)
= —k' =

Auch die Poissonverteilungen bilden eine Faltungsfamilie.

= Poia.s({k}), keNp.

Beobachtung 2.27 (Faltung von Dichten). XY u.a. reellwertige ZVn mit Dichte fx

bzw. fy, so hat X +Y die Dichte

(Fx+ @)= [ fx(@)fr(z=o)da, zeR.
Es ist ndmlich
POXC+Y <w)= [ [ 1 (@) fr(v) dyde
[T e (@) Py (o - 2) dede

:[:1{zsw}[:fx($)fy(z—a?)da:dz:[:(fx*fy)(z)dz

wobei wir in der 2. Zeile y = z — x substituiert haben.

Beispiel 2.28 (Die Normalverteilungen bilden eine Faltungsfamilie). Es gilt

N # N oz = N,

p2,032 p1+p2,02+032 fiir M, p2 € ]R7 01,02 > 0

Beweis. Betrachte 0.E. den Fall y; = pio (denn Z ~ N, ,2, a € R, so ist Z +a ~N,iq02):

Fir zeR ist

f ! exp(—x—z) ! exp(—(z_x)Q)dx
2\ oo 201/ \/2n03 203

22 2 22

1 o p( 22 )/ 1

= — X —_
2m (0% + 02) 2(of +03) B (2 %
01105
2

1 22 1 (‘” - 1+(02/01)2)
e _ _ d
V2m(c? +02) eXP( 2(0f + ‘72)) /R ( —Ujag )1/2 eXP( 9.71% !

2 2
1 z
=—exp(

Ul+0'2
V2m(c? +03) 2(‘71"“72))

2

- - +
Ly (z(af v02) 207 202

2r T
52 9,2
o5 205

(Nebenrechnung: Das Argument der Exponentialfunktion innerhalb des Integrals in der
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2. Zeile ist

2 2 2 2

z T oz w
2 2y 9.2 o 2 27 5 2
2(07+03) 207 205 05 203
1 2xz 1 1 -1
2 (.2 2, -9 2
:__(Ul 10y )(w T2, 2 +(_2_ 2 2)(01 +‘72) Z)
2 o3(o7? + 05?) o5 07+ 05
0.2
- i 11
a%(o‘%+a‘§)(ai2+o’52) 0‘11 (O‘I2+052)2
1 z 2
2, -9
=— (07" +0 r—-—
2( ! 2 )( ]_-F(O'Q/O'l)Q)7
02402
172
das Integral in der 2. Zeile ist /\/'Z/(H(Jz/al)2)70%5,%/([,%”%)(R) =1.) O

Bemerkung. Man kann anstelle obiger expliziter Rechnung auch mit orthogonalen Trans-
formationen und Beispiel 2.20, 1. (Invarianz der multi-dimensionalen Standard-Normal-
verteilung unter orthogonalen Transformationen) argumentieren, vgl. auch [KW, Bsp. auf
S. 69]:

Seien a,b € (0,1) mit a? + b? = 1, so ist die 2 x 2-Matrix ( _ab
Zy,Zy w.a., ~ Ny 1, dann haben

Zl d a b Zl _ aZ1+bZ2
z, | " b a )\ 2 17\ <02, + 0z,

dieselbe Verteilung, d.h. auch aZ; + bZs und -bZ; + aZs sind u.i.v., ~ Nj 1, insbesondere
ist aZ; + bZy standard-normalverteilt.

2L b= —2— sofinden wir: X := 01Z; ~ Ny 2, Xo := 0975 ~ Ny 2
\/aerag \/cr%ﬂrg 1 2
(und X7, X, sind u.a.),

b )
a ) orthogonal, seien

Setzen wir a :=

X, X
2 2+ 2 2
\/0'1+0'2 \/0'1+O'2

also gilt X1 + Xy ~ Ny 52.03-

=a/Zy+bZy ~ No,b

2.5 Asymptotische Ereignisse

In diesem Abschnitt geht es um Ereignisse, die gewissermafien (wenn man bei der Num-
merierung an einen Zeitablauf denkt) , unendlich spét® entschieden werden.

Definition 2.29. Seien A;, Ao, ... Ereignisse,

limsup A, := ﬂ U A,

n—oo nx>1m2n
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(,,unendlich viele der A, treten ein®),

liminf A, :==J () 4m

n>1m2n

(,von einem (moglicherweise zufilligen) Index ab treten alle A, ein®).

Beachte: Es ist (lim inf An) = limsup Ay, mit Indikatorvariablen ausgedriickt gilt

n—oo n—oo

limsup 14, (w) = Limsup, 4, (w), liminf1, (w) = Liming, 4, (W)-

n—o0

Satz 2.30 (Lemma von Borel-Cantelli?). Seien Ay, As, ... Ereignisse, A = limsup,,_, ., An.

J.iP(An)<oo — P(A)=0

8

2. Y P(A,) =00 und die Ay, A, ... seien unabhingiy —> P(A)=1
1

3
il

Beweis. 1. Fiir jedes n ist

[ee]

0< P(A) < P(U An) < Y P(An) —0,

m2n m=n

also gilt P(A) = 0.

2. Es ist
>, o0 k
P(A%) = P(anAfn) < ;P(QHA;) =3 Jim P<T,DRA$”)
o0 k e et
Smen(- R pA)-0 e
n=1 m=n

=0

]

Beispiel 2.31. 1. Betrachte unendlich iterierten (unabhéngigen) p-Miinzwurf (p € [0, 1]),

sei
A, = {Erfolg im n-ten Wurf},

dann ist P(limsup,, A,) =1, d.h. es treten fast sicher oo viele Erfolge auf.
2. Seien X1, Xs,... ZVn, X,, ~ Poiy, mit sup, \, =t A <00, A, ={X,, >n}. Es ist
A AR

PATL = —An (LS
(An) = e kzn Koo A

2nach Emile Borel (1871-1956) und Francesco Cantelli (1875-1966)
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(verwende z.B. Bsp 2.26, 3. zur Poisson-Faltungseigenschaft, um dies einzusehen: Falls
A < A, sei Y, uwa. von X,,, ~ Poiy_,,, dann ist X, + Y, ~ Poiy und somit P(X,, >n) <

P(X,+Y,>n). Somit

oo Ak [
ZP(An)Se_AZﬁ > ze_AZ
n k=1 k=1

© 1<k<n

Ak
?;ka< 00,

also P(limsup,, A,) = 0. (Beachte: die X,, brauchen nicht unabhéngig zu sein.)
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Kapitel 3

Erwartungswert, Varianz und
Kovarianz

3.1 Diskreter Fall

Sei X reelle ZV mit abzdhlbarem Wertebereich (auf einem W’raum (2, F, P) definiert),
d.h. es gibt eine abzéhlbare Menge S = Sy ¢ R mit P(X € S) = 1 und Zp(X) hat
Gewichte P(X =), z € S.

Definition 3.1. X besitzt einen Erwartungswert, wenn

Y |z P(X =) < o0

:I?GSX

gilt, man schreibt dies auch als X € £! (bzw. X e L!(P), wenn das zugrundeliegende
W’maf P nicht aus dem Kontext klar ist).

In diesem Fall heifit

der Erwartungswert von X.

Bemerkung. Die Summe },.¢. P (X =) ist dann wohldefiniert (unabhéngig von der
Summationsreihenfolge) und es gilt |[E[X]| < ¥ cq, [2[P(X = x) < o0.

Fiir ein , Gegenbeispiel* sei P(X = n) = P(X = -n) = 50—y fir n = 2,3,... (es
ist Y00, Qm = Yoo (ﬁ - %) =1, d.h. dies sind W’gewichte), wenn man die Werte
durchnummerierte mit xo; =7+ 1, 29;_1 = =i — 1, i € N, so wére

) N
Yz P(X =1;) = Alfim Y x;P(X =z;) =0,
Jj=1 G|

andererseits ist X721 25| P(X = 2;) = X0l 5rgy = T Z = oo,
Bemerkung 3.2. 1. Falls |Q)] < oo, so besitzt jede ZV eine Erwartungswert und es
gilt
E[X] =) P({w})X(w).

wes)
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2. Wenn X >0 (bzw. P(X >0) =1), so ist ¥, P(X = x) stets wohldefiniert (mogli-
cherweise mit Wert +oo0, den man dann formal zulésst).

3. Wenn X endlich viele mogliche Werte xq, . .., x, (mit Gewichten p(z;) = P(X = xz;))
hat, so kann man E[X] als den ,, Massenschwerpunkt“ interpretieren.

4. Der Erwartungswert ist eine Eigenschaft der Verteilung: Z(X) = Z(Y) impliziert
E[X]=E[Y]. (Klar, da dann P(X =z) = P(Y =) fiir alle z gilt.)

Beispiel 3.3. 1. A Ereignis, so ist E[14]=1-P(14=1)+0-P(14=0)=P(A).
2. Sei X ~Bin, ,, neN, pe[0,1] :

E[X] = ];kP(X k)= gk(;)pk(l _pyh

"o(n-1 .
—p Y () D < npBin (0,1, - 1) = mp
k=1

3. Sei X ~ Geom,, pe[0,1]:

S n S n_PU-p) 1-p
E[X]=) np(1-p)"=p(1-p) > n(l-p)" "= ( 5 ) .
n=0 n=1 p p
(Wir verwenden, dass f(t) := Yoogt® = & (fiir [t < 1) erfiillt £ f(¢) = ﬁ =
Yooy nt™ ! (die Potenzreihe darf im Inneren des Konvergenzbereichs gliedweise ab-
geleitet werden) und setzen dann ¢ = 1 - p ein.)

4. Sei X ~ Poi,, a>0:

= —aan_ - —
E[X] =) ne DI (n—l)!_a

Satz 3.4 (Rechenregeln fiir Erwartungswerte). Seien X, Y, X7, Xo, ..., Y1, Y5, ... € L1(P).

1. (Linearitit) Fiir a,beR gilt aX +bY € LY(P) und
E[aX +bY] = aE[X] + bE[Y].
2. (Monotonie) Wenn X >Y (es geniigt P(X >2Y) =1), so gilt E[X] > E[Y]; insbeson-
dere gilt E[X] >0 fiir X >0.
3. P(X20)=1und E[X]=0= P(X=0)=1.

4. (Faktorisierung fir unabhdngige Produkte) Wenn X und Y wunabhdngig sind, so ist
XY € LY(P) und
E[XY]=E[X]E[Y].

5. (Monotone Konvergenz) Sei Xy, /pooo X, S0 gilt
lim E[ X, ] =E[X];

n—oo

insbesondere fir Y, >0, Y := Y02, V, qit E[Y] = Y E[Y,] (méglicherweise als oo = 00).

n=1
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Beweis. 1. Beachte, dass aX + bY ebenfalls diskret ist, der Wertebereich {az + by : = €
Sx,y € Sy} ist abzdhlbar. Es ist

Z|z|P(aX +bY =2) = Z lax +by| P(X =2,Y =y) < |d Z |z|P(X =) + |b| Z ly|P(Y =y) < oo,
’ ™ allel ol : !
<|a||z|+|b||y

d.h. aX +bY € L1(P). Analog ist

E[aX +bY] =) (ax +by)P(X =z,Y =y)

.y
=a)y tP(X=2,Y =y)+bY yP(X =2,Y =y) = aE[X] + VE[Y].
z,y z,y

E[X]= Z:L‘P(X =x)= ZxP(X =x,Y =y)

T,y
=0 falls y>z

>y yP(X =Y =y) = Y yP(Y =y) =E[Y]

3. E[X]= ) zP(X =z) wire >0, wenn P(X =x) >0 fiir ein z > 0 gilte.
x (=0)

4. Beachte, dass XY wiederum diskret ist. Weiter ist
DIAP(XY =2) = ) |oy| P(X =2,V =y) = ) [o| P(X =2) - ) lyIP(Y =y) =E[X]E[Y],

z,y#0 z#0 y#0
=P(X=z)P(Y=y)

d.h. XY e L1(P). Analog folgt

E[XY]=> 2P(XY =2)= ) ayP(X=z,Y =y)

x,y#0

= ZxP(X =x)- ZyP(Y =y) =E[X]E[Y].

z+0 y#0

5 Y >¥NY,, also

fiir jedes N €N, somit E[Y] > Y E[Y,].
n=1
Sei e € (0,1),
N
T:=inf{N e N: Z Y,>(1-¢)Y},
n=1
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n. Vor. ist (auf {Y <oo}) P(1 <o0) =1. Setze S:=Y, ;Y.

(1-e)E[Y]<E[S]= Y sP(S=s,7=N)= ZSP(TzN,]ZV:Ynzs)

N,s

=;E[1{T=N}T§Yn]: 2. 2 Ealey]

NeN 1<n<N
=2 2 EValim] =2 X0 Y yP(Va=y,7=N)
neN N>n neNN>n y
= Z ZyP(Yn =Y, T2 TL) = %E[Ynl{TZTL}] < %E[YnL
neN y ne ne

mit ¢ | 0 folgt der 2. Teil der Beh.

Fiir den ersten Teil der Beh. schreibe Y,, := X, - X,,_1 (mit X, := 0), dann verwende
den 2. Teil. O

Beobachtung 3.5 (Erwartungswerte fiir Kompositionen). X (diskrete) reelle ZV, ¢ :
R->R, Y :=g(X).
Dann gilt Y € £1(P) g.d.w. > |g(z)|P(X =) < 00 und in diesem Fall ist

E[Y] =) g(2)P(X =1z).
(Schreibe ¥, yP(Y =y) = ¥, Yo g(a)=y 9(2) P(X =2) = ¥, g(2) P(X = 2).)

Beispiel 3.6. 1. Seien X;,...,X,, uiv., ~Ber,, so ist X := X; +---+ X,, ~ Bin,, , und
E[X]=E[X;]+ -+ E[X,] = np.

(Wir hatten den Erwartungswert einer binomialverteilten ZV bereits in Bsp. 3.3, 2. be-
stimmt, hier kommen wir allerdings ohne explizite Rechnung aus).

2. Sei X ~ Hyp,,,, hypergeometrisch verteilt, vgl. Bsp. 1.17. Denken wir an eine Urne
mit s schwarzen und w weiflen Kugeln, aus der k£ mal ohne Zuriicklegen gezogen wird, so
ist

X214+ 4 1,4, mit A; = {i-te gezogene Kugel ist schwarz}

s ks

und P(Al) = P(AQ) = = P(Ak) = also ]E[X] =

s+w’ S+w

Bericht 3.7 (Allgemeiner Fall: Erwartungswerte fiir nicht notwendig diskrete ZV). Sei
X eine reelle ZV, setze

1
X(ny = —|nX]| (Diskretisierung von X auf das Gitter 17)
n
mit |z] = max{z: z € Z,z < a}, offenbar ist X, eine diskrete ZV (fiir jedes n € N).
Wenn X, € £! (fiir ein, und dann automatisch fiir alle n) gilt, so existiert

E[X] = lim E[X(n)]

und die Rechenregeln aus Satz 3.4 gelten ebenso.
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Beweisidee. Wir betrachten hier nur eine Skizze, siehe z.B. [G, Kap. 4.1.2] (oder die
Vorlesung Stochastik I) fiir das ,,volle Argument*.

1
Es ist X(n) <X« X(n) + —, also
n

1 1
X(m)<X(n)+— und X(n)<X(m)+— fiir alle m,neN.
n m
Demnach

11
Xl <[ Xml + (v =),
insbesondere gilt X,y € £! g.w.d. X,y € £! und
1 1
B[1X ] < B[IXm[]+ — E[[Xoml] < E[[X ] +

also

|E[|X<n)|] - E[|X<m>|]| < (l v l)a

m n

d.h. (E[X(m]) y ist eine Cauchy-Folge, somit existiert ihr Grenzwert.

ne
Um die Rechenregeln aus Satz 3.4 auf den allgemeinen Fall zu iibertragen, muss
man jeweils priifen, dass sie mit der Grenzwertbildung in der diskreten Approximation
vertraglich sind. O

Satz 3.8 (Jensen’sche Ungleichung!). Sei ¢ : R - R konvez, X € L1 und p(X) € L1,
dann gilt

P(E[X]) <E[p(X)],
insbesondere gilt fiir X € £1
IE[X]| <E[|X]]
und
(B[X])" <E[x’]

(letzeres maglicherweise im Sinne von (E[X])? < o0).

Beweis. Erinnerung:
@ ist konvex <= Vrz,yeR ae[0,1]: ap(x)+(1-a)e(y) > plaz+ (1-a)y)

(eine konvexe Funktion liegt oberhalb jeder ihrer Tangenten) und zu jedem zy € R gibt
es a=a(xp) € R, so dass

VeeR: o(xg) +a(x—xzo) < @(x)
gilt.

Inach Johan Ludvig Jensen, 1859-1925 benannt
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o(z)

o(xo) + alx - xp)

Zo

Wegen Monotonie und Linearitidt des Erwartungswerts (Satz 3.4) gilt also

o(x0) + a(E[X] - z9) <E[p(X)],
mit der Wahl xy = E[ X] folgt die Behauptung.

3.2 Der Fall mit Dichte
Definition 3.9. X reelle ZV mit Dichte fx, dann ist
Xel o fR\x|fX(x)dx < o0
(man sagt dann, X besitzt einen Erwartungswert) und
E[X] = _/};xfx(m)dx.

Beispiel 3.10. 1. X ~ ANy, hat E[X] =0, denn aus der Symmetrie der Dichte folgt

E[X]ZE[“) il?e—”“"mdx:E‘/; :ce‘”cz/de—E ; re 2 dr = 0.

2. Die Gammaverteilung I',, (a,v > 0) hat Dichte
al/

['(v)

mu—le—aml(o’oo) (ZB)

(mit I'(v) = [, av~te™® dx).
Fiir X ~ T, ist

_ *® a” v-1_-ax
E[X]—fo xF(V)a: e " dx

) F(V+ 1) fm a?*1 x(l’“)_le_‘m di = F(V—i— 1) _ z
al'(v) Jo T'(v+1) al'(v) a
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(denn T'(v + 1) =vIl'(v)).

3. Die Cauchy-Verteilung mit Dichte %1 +1$2 besitzt keinen Erwartungswert:

©1 |z 2 el ~ l N
Jorisde== [T de=[C10g(140?)] = oo

Bericht 3.11. 1. (Zur Herleitung des Falls mit Dichte aus der allgemeinen Situation aus
Bericht 3.7)

1 k
Xy = —|nX] nimmt den Wert —, k € N an mit
n n

k (k+1)/n
P(X("):E):fk/n fx () da,

also ist (sofern die Reihe absolut konvergiert, was man analog iiberpriift)

k‘ (k+1)/n
E[X@w]=. —fk fx(@)de

kez TV n

:fR%[nfoX(x)dxm/RﬂCfX(ﬂf)dx

(die Konvergenz folgt, falls fx [uneigentlich] Riemann-integrierbar ist, aus der Riemann-
Approximation, fiir den allgemeinen Fall mit messbarem fx aus dem Konvergenzsatz von
Lebesgue).

2. (Analogon zu Beob. 3.5 im Fall mit Dichte)
Sei X = (X1,...,Xy) Ré-wertig mit Dichte fx : R? - [0,00], g: R > R, Y := g(X). Dann
gilt Y el gdw.

Lo )l aa)de - dag < oo
und in diesem Fall
E[Y] = /Rdg(xlw-'wrd)fX(xl,...,l'd)dl'l...dl‘d < 00.

(Siehe z.B. [G, Korollar 4.13])

3.3 Varianz und Kovarianz

Definition 3.12. X reelle ZV, p > 0. X besitzt p-tes Moment (auch geschrieben X € LP),
wenn E[|X|p] < 00.

E[X p] heifit das p-te Moment von X.
Bemerkung 3.13. Fiir p>p’ > 1 ist £P ¢ £V (denn |zP" < 1 + |z|P).

Definition 3.14. Fiir X,Y € £2? heifit
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1. Var[X]:=E[(X - E[X])?] = E[X?] - (E[X])” die Varianz von X
(manchmal schreibt man auch 0% := Var[ X ]),

V/ Var[ X ] die Standardabweichung (oder Streuung) von X
(manchmal auch oy = /0% geschrieben),

2. Cov[X,Y]:=E[(X -E[X])(Y -E[Y])] = E[XY] -E[X]E[Y]
die Kovarianz von X und Y.

X und Y heiflen unkorreliert, wenn Cov[X,Y] = 0.

Beobachtung 3.15. 1. Wegen |[XY| < X2+Y? ist die Kovarianz wohldefiniert. Es gilt
(offensichtlich)
Cov[X,Y]=Cov[Y, X].

2. Es ist

E[(X -E[X])(Y -E[Y])] =E[XY - XE[Y] - YE[X] +E[X]E[Y]
[YX]-E[X]E[Y]-E[Y]E[X]+E[X]E[Y]
JE[Y]

[XY]-E[X]E[Y

E
E

(und analog fiir Var[ X ] = Cov[ X, X]).
3. Var[X]=0 <= P(X=E[X])=1
(,<=* ist klar, fiir ,=* wende Satz 3.4, 3. an auf die ZV (X - E[X])?)

4. Var[X] ist eine Eigenschaft der Verteilung von X, Cov[X,Y] ist eine Eigenschaft
der gemeinsamen Verteilung von X und Y.

Beispiel 3.16. 1. X ~ Ber,, Var[X] = E[X?] - (E[X])?) =p-p? =p(1 - D).
2. X ~ Poig,,

k-2

E[X(X-1)]= Z:Ok;(k - 1)6_QH = a2];26‘0‘(k = a?,
also
Var[X] = E[X2] - (E[X])" = E[X (X - 1)] +E[X] - (B[X])" = +a-a’ = a
3. X ~Biny,,,

E[X(X-1)] :i (k—l)(Z)p’“(l—p)”"“
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also

Var[ X] = E[X(X - 1)] +E[X] - (E[X])2 =n(n-1)p? +np - (np)? = -np? +np = np(1-p)

4. X ~ Geom,, pe[0,1] (dh. P(X =k) =p(1-p)*, keNy, vgl. Bsp. 1.19 und wir hatten
gesehen, dass E[X] = (1-p)/p, siehe Bsp. 3.3, 3).

Es ist
E[X(X-1)]= iﬂn(n - Dp(1-p)" =p(1 - p)* Zn(n - Dp(1-p)"?= 2(1_—2]3)2

(verwende, dass f(t) := Yoo t" = 7 (fiir [¢] < 1) erfiillt dth(t) - t)3 =Y on(n-1)t"2),
somit
(1-p)* 1-p 2p-1 1-p

P? p P P

Var[X] =E[X(X - 1)]+E[X](1-E[X]) =2

5. X ~N, 2, Var[X]=0?:
VerlX] = B[ - 7)) = [ (oo (- o
2,2 1 —-22/2 _ 220772
:fRaz \/%e 2z = \/ﬂf ( : 2/2/;;,2
o d 29717 29 o? 2
:\/%([Z(_%e_Z/ )]_oo—[w -e /dz):ﬁ(0+\/§)za

(Wir haben Bericht 3.11, 2. verwendet, dann im Integral z = (z — /o) substituiert und
partiell integriert.)

Satz 3.17 (Rechenregeln fiir Varianz und Kovarianz). Seien X,Y, X1, Xo,..., X,, € L2,
a,b,c,deR.

1. aX +b,cY +de L? und
Cov[aX +b,cY +d] = acCov[ X, Y],

insbesondere

Var[aX +b] = a*Var[ X]
(die Kovarianz ist eine Bilinearform, die Varianz ein quadratisches Funktional).
2. Var[iXi] - iVar[Xi] + Y Cov[X;, X;],

1<i,5<n
i#]

insbesondere gilt fiir paarweise unkorrelierte Xy, ..., X, also Var[ Z XZ] ZVar[X
i=1 i=1
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3. Sind X undY wunabhingig, so gilt Cov[X,Y]=0.
4. Es qgilt

|Cov[X,Y]| < V/Var[X]/Var[Y] (Cauchy-Schwarz-Ungleichung?®)

Beweis. 1. Es ist

Cov[aX +b,cY +d] = Cov[aX,cY] (denn E[aX +0b]=E[aX]+0bund E[c¢Y +d] =E[cY]+d)
=E[aX ¢Y]-E[aX]E[c¢Y] = ac( E[XY] -E[X]E[Y])
= acCov[X,Y].

2. Dies folgt etwa per Induktion iiber n aus 1., oder direkt folgendermafen:

Sei 0.E. E[X ] =--- =E[X,] = 0 (sonst ziehe jeweils die Erwartungswerte ab, verwende
1.), dann ist

=Y E[X?]+ Y E[X;X;] =) Var[X;] + )" Cov[X;, X;]

; j i=1 i
3. Klar, denn fiir X und Y unabhingig ist E[X Y] = E[X]E[Y] nach Satz 3.4, 4.
4. Falls Var[Y'] =0, so ist die Ungleichung (als 0 < 0) erfiillt

(denn dann ist P(Y —E[Y] =0) = 1 nach Beob. 3.15, 3. und somit auch Cov[X,Y] =0).
Cov[X,Y]

Falls Var[Y] > 0, setze « := - Var[Y]

, es ist

0 < Var[X +aY] Var[Y] & (Var[X] +2aCov[X,Y] + a*Var[Y])Var[Y]
- Var[ X] Var[Y] - (Cov[X,Y])".

Bemerkung 3.18. Es gilt Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung g.d.w.
es gibt a,b,c € R (mit a # 0 oder b+ 0), so dass P(aX+bY+c= 0)=1.

In diesem Fall heiflen X und Y perfekt korreliert.

(Denn wir sehen aus dem Beweis, dass Gleichheit genau dann eintritt, wenn Var[Y] =0

oder Var[ X +aY] =0.)

Znach Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) und Hermann Amandus Schwarz (1843-1921)
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Beispiel 3.19. 1. X ~ Bin,,, schreibe X =Y; +---+Y,, mit ¥; wi.v. ~ Ber,, so ist (mit
Satz 3.17, 2.)

Var[X] = i\far[}ﬁ] =nVar[Y1] = np(1 -p)

(vgl. auch Bsp. 3.16, 3.).

2. X ~ Hyp, ,,,, stelledar als X = Yi+--+Y, mit ¥ = 14,, A; = {i-te gezogene Kugel ist schwarz}
(bei n-fachem Ziehen ohne Zuriicklagen aus einer Urne mit s schwarzen und w wei-
Ben Kugeln).

Esist E[Y;] = P(A;) = P(A;) = —— - =:p, Var[Y;] = p(1 - p); fiir i # j ist
w

s—1
s+ws+w-1"

Cov[Y;,Y;] = E[Y; V;] - E[Y;] E[Y;] = — = ‘( : f

(A
T s+ws+w-1 S+w

) =-p(1-p)

E[Y; Y] = E[Y; Y3] = P(41n Ay) -

=5(5—1 s

s+w\ls+w-1 s+w s+w—-1’

~
w 1
s+w s+w-1

also

Var[ X Z\far ZCOV 5 Y] np(l—p)—n(n—l)(—p(l—p);)

ey s+w-1

=nM1—pK1—;gi%q)

3. Z reelle ZV mit E[|X|3] < oo und symmetrischer Verteilung, d.h. es gilt P(Z > z) =
P(Z <-z) fiir alle 2> 0 (z.B. Z ~ Ny ), setze

Y = 72,
dann gilt
Cov[Y,Z] =E[Z? Z]-E[Z*|E[Z] = E[Z®] - E[Z*]E[Z] = 0 - E[Z?] -0 = 0.
Z und Y sind also unkorreliert, aber i.A. nicht unabhéngig.

Definition 3.20. Seien X,Y € £2.

Cov[X,Y]

/Var[X \@rY]EPLl]

RXY =

heiBt Korrelationskoeffizient von X und Y (manche Autoren schreiben auch pxy).

(Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (Satz 3.17, 4.) zeigt, dass |kxy| < 1.)
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Beobachtung 3.21 (Interpretation des Korrelationskoeffizienten via ,,beste lineare Vor-
hersage®). Es ist

Jmin E[(Y = 51X = f0)°] = (1= w3, )minE[(V = 50)°] (= (1= w%y)VarlY]),

denn der Ausdruck auf der linken Seite ist
Var[Y - 61X - Bo] + (E[Y] - BE[X] - )
= Var[Y] - 28,Cov[ X, Y] + BiVar[X] + (E[Y] - BE[X] - 5)
= 0% - 2Bi0x0vrxy + 0% + (E[Y] - BE[X] - o)

= ‘712/(1 - K%(,Y) + U?{(ﬂl - Z_;HX,Y)Q + (E[Y] - BE[X] - ﬁo)g,

2

was offensichtlich minimal wird fiir die Wahl
* O- * *
B1 =P = é/ﬁx,y, Bo = By =E[Y] - B{E[X]
und dann den Wert (1 - &%y )oy hat.

(Fiir den Zusatz beachte analog:

E[(Y - $0)2] = E[Y2] - 2BE[Y] + 32 = Var[Y] + (8- E[Y])"
ist minimal fiir die Wahl g = E[Y].)

Im Sinne einer moglichst kleinen quadratischen Abweichung ist E[Y'] die beste kon-
stante ,, Vorhersage“ von Y. Man kann demnach um einen Faktor (1 - % ) besser vo-
hersagen, wenn man stattdessen eine affin-lineare Funktion von X verwenden darf.

Demnach (vgl. auch Bem. 3.18)
lkxy|=1 <« perfekter linearer Zusammenhang zwischen X und Y

kxy =1 <« perfekter linearer Zusammenhang zwischen X und Y
mit positivem Koeffizienten
(X grofer als E[X] < Y grofer als E[Y])

kxy =-1 < perfekter linearer Zusammenhang zwischen X und Y
mit negativem Koeffizienten
(X grofler als E[X] < Y Kkleiner als E[Y])

Nicht-lineare Zusammenhénge erfasst der Korrelationskoeffizient moglicherweise nicht
korrekt (oder gar nicht), vgl. Bsp. 3.19, 3.

3.4 Median(e)

Definition 3.22. X reelle ZV, m heifit (ein) Median von X (auch , Zentralwert®, manch-
mal auch my geschrieben), wenn gilt

1

P(XZm)2§ und P(X <m) >

N | —
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Ein Median existiert stets, auch wenn X keinen Erwartungswert besitzt.

Man kann den Median als eine ,robustere“ Antwort auf die Aufgabe, fiir eine ZV
nur einen ,typischen Wert“ anzugeben, ansehen. Allerdings gibt es fiir Mediane keine so
angenehmen Rechenregeln, wie sie Satz 3.4 fiir den Erwartungswert liefert.

Beispiel 3.23. 1. X ~ Exp, hat Dichte 691 o) (x), Verteilungsfunktion (1-e7%)1(g o) (),
demnach ist der (eindeutig bestimmte) Median m = 5 log 2.

2. X Cauchy-verteilt mit Dichte + 1, Verteilungsfunktion 31 arctan(z), der (eindeutig
bestimmte) Median ist m = 0.

(Wegen der Symmetrie der Dichte, es gibt keinen Erwartungswert, vgl. Bsp. 3.10, 3.)

3. X ~ Berys, so ist jedes 0 <m <1 ein Median.

Bemerkung 3.24. Sei X € L',

1. Jeder Median von X ist ein Minimierer von a E[|X - a|].
2. Fiir jeden Median m ist [E[X] - m| < \/Var[X].
Beweis. 1. Sei m ein Median. Falls a > m:
X —a|-|X =m|>(a—m)Lixem) — (@ —m)L{xsm},
also

E[|X - a|] -E[|X - m|] > (a - m)( P(X <m)-P(X >m)) >0,

>1/2 <1/2

analog im Fall a < m.

2. Es ist

[E[X] - m| <E[|X - m|] <E[|X - E[X]|] = \/<IE[|X - IE[X]|])2 <\/E[IX ~E[X]p],

wobei fiir die erste und die dritte Ungleichung jeweils die Jensen’sche Ungleichung (Satz 3.8)
verwenden. 0

3.5 Erzeugende Funktionen
Definition 3.25. Sei X eine ZV mit Werten in N,
ox(s)=E[s*] =Y s"P(X =n), se[0,1].
n=0

heifit die erzeugende Funktion von X.

Analog ist fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafl p auf Ny die erzeugende Funktion

OE i su({n}).
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Beobachtung. ¢y (und genauso ¢,) ist zumindest fiir s € [0, 1] wohldefiniert mit 0 <
ox(s) <1 =x(1), ist auf [0,1) glatt, ist konvex (strikt konvex, sofern P(X > 1) > 0
bzw. u({2,3,...}) >0).

Satz 3.26 (Momentenbestimmung mittels der erzeugenden Funktion).

(n)
1. P(X=n)= ¢XT!((D fiir n € Ny, insbesondere ist £ (X)) durch px eindeutig bestimmdt.
2. E[X]=¢(1) (sofern existent)

3. E[X(X -1)] = 9% (1), insbesondere ist Var[ X ] = o5 (1) + E[X ] - (IE[X])2 (sofern
existent)

Beweis. 1. Wegen 0 < P(X =k) und Y37, P(X = k) =1 hat die Potenzreihe
Y SFP(X =k) = ox(s)
k=0

mindestens Konvergenzradius 1. Aus der Analysis ist bekannt, dass sie somit an jeder
Stelle s mit |s| < 1 (n-mal) gliedweise differenziert werden kann und es gilt

%@X(S) = g: k(k-1)-(k-n+1)s""P(X = k),

also fiir s=0 g

2. Fiir 0 < s <1 ist nach obigem

(s) = 3 ns" P(X =n) = E[Xs¥1].

n=1

Fiir s # 1 steigt die rechte Seite monoton auf gegen ¥ °; nP(X =n), wenn ¢y in s =1
differenzierbar ist, konvergiert die linke Seite gegen ¢'(1-) = ¢'(1).
(Da ¢x konvex ist in [0,1), existiert

P (1) = lim @y (s) € (~00, 00]
s/

stets, und wir sehen aus obigem Argument, dass E[X] < o0 < ¢/ (1-) < 00.)

3. Analog ist fiir 0<s< 1
P (s)=> n(n-1)s"?P(X =n) = E[X(X - 1)3X_2]
n=2

und sofern px in s =1 zweimal differenzierbar ist, folgt die Behauptung mit s ~ 1.
(Wie oben ist % (1-) < 00 <= E[X(X -1)] < c0.) O
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Satz 3.27. X1,...,X,, unabhdngige, No-wertige ZVn, so ist
Xy s X (8) = 0, (8) - 0x,(8) -+ 0, (8)

Analog gilt fir W’'mafle py, pio, . - ., pn auf Ny

‘Pm*"-wm(s) = 90;11(5) T SO,U«m(S)
Beweis. Fiir s €[0,1] ist

E[SX1+.,~+XM] _ E[SXI . SX2“'SXm] — E[le] . EI:SX2:|"'E[SX7":|

mit Satz 3.4, 4. O]
Beispiel 3.28. 1. X ~Ber,, ¢x(s)=ps+1-p

2. X ~Bin,p, ox(s) = (ps+1-p)" = (1-p(1-5))" (explizite Rechnung oder verwende
Satz 3.27)

3. X ~Poiy, px(s) = Xorge 2rsm = eAeds = e A(1-9)
4. X ~ Geomy, px(s) = £ p(1-p)"s™ = =

Beispiel 3.29 (Eine Skizze zu Galton-Watson-Prozessen). Wir beobachten zunéchst: Sei
X Ny-wertig, X1, Xo,... u.i.v. Kopien von X, davon unabhéngig Y Ny-wertig, Z := 22{1 X;
(mit Interpretation Z =0 auf {Y =0}), dann ist ©z(s) = vy (vx(s)), denn

E[SZ] = iszP(Z =z)= i iszP(Z =2,Y =y)
z=0 z=0y=0
:ZZ Z SZP(Y_y’Xl_Ilv 7Xy—xy)
z=0y=0

= i}P(Y =) i i sP(X =xq)s"P(X =x,)

1’1:0 :ch:O

= i P(Y = y)(ng(S))y = oy (px(s)).

Man findet daraus (zusammen mit Satz 3.26, 2.) insbesondere die Wald’sche Identitét
(zumindest im Fall No-wertiger Summanden):

E[Z] = ¢7(1) = o5 (px (1))ex (1) = ¢y (D@ (1) = E[Y]E[X].
Seien nun X, ;,n,i € N uiv. Kopien einer Ny-wertigen ZV X (mit m = E[X] =
¢ (1) <oound P(X =1) < 1), setze
Zn-1
Z0= 1, Zn: Z Xn,i fiir n e N.

i=1
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Interpretation: Z,, ist die Grole der n-ten Generation in einer Population, in der jedes
Individuum unabhéngig eine zufillige, wie X verteilte Anzahl Nachkommen hat. (Man
nennt (Z,)nen, auch einen Verzweigungsprozess oder Galton-Watson-Prozess3.)

Aus der Definition (zusammen mit obiger Beobachtung und Satz 3.26) findet man
induktiv
07.(s) = (pxopxoopx)(s) und E[Z,]=¢) (1)=m".

n-fache Hintereinanderausfithrung

Z = (Zy)n heiBt subkritisch, wenn m < 1, kritisch, wenn m = 1, superkritisch, wenn m > 1.
Sei g, = P(Z,, =0) = ¢z,(0), offenbar ist ¢, < ¢,41 (denn {Z,, =0} c {Z,;1 =0}) und
Gn M nooo = P( U{Z. = 0}) = P(Z stirbt aus).
n=1

Tatséchlich gilt
P(Z stirbt aus) =1 <= m< 1. (3.1)

Wegen ¢,.1 = ¢x(gn) folgt mit n — oo und Stetigkeit von ¢y, dass ¢ = ¢px(q), d.h.
q =lim,,, @, ist ein Fixpunkt von ¢px.

3Diese Art von zufiilligen Populationsprozessen wird iiblicherweise in der mathematischen Literatur
nach Sir Francis Galton (1822-1911) und Henry William Watson (1827-1903) benannt, die die Eigen-
schaft (3.1) untersuchten: Galton stellte dazu eine Aufgabe, ,,Problem 4001, in der Ausgabe vom April
1873 der Zeitschrift Educational times, in der er nach der Wahrscheinlichkeit des Aussterbens eines Fa-
miliennamens fragte (man lese Z,, als die Anzahl der ménnlichen Nachkommen eines, sagen wir adeligen,
Stammvaters in der n-ten Generation, in Galtons gesellschaftlich-historischem Kontext war klar, dass es
fiir die Namensfrage geniigt, die Anzahl der Shne zu untersuchen). Watson sandte einen — fast richtigen
— Losungsvorschlag, den die beiden dann gemeinsam in dem Artikel ,,On the probability of the extinction
of families“, J. Roy. Anthropol. Inst., 4 (1874), 138-144 veroffentlichten.

Die Geschichte des Studiums der Verzweigungsprozesse ist nicht allzu geradlinig verlaufen: Wie sich im
Nachhinein herausstellte, hatten Galton und Watson zwar den Fall m < 1 richtig behandelt, nicht aber
den Fall m > 1, obwohl der franzésische Mathematiker und Statistiker Irénée-Jules Bienaymé (1796-1878)
das Problem bereits 1845 korrekt gelost hatte — sein Artikel dariiber war in Vergessenheit geraten. Die
Frage, unter welchen Bedingungen P(Z stirbt aus) = 1 gilt, ist wohl derart natiirlich, dass sie im Lauf der
Zeit von verschiedenen Autoren unabhéngig und mit verschiedenen Interpretationen ,,entdeckt* und auch
beantwortet wurde; siehe dazu David Kendall, The genealogy of genealogy: branching processes before
(and after) 1873. With a French appendix containing Bienaymé’s paper of 1845, Bull. London Math.
Soc., 7 (1975), no. 3, 225-253 und die lesenswerten Vortragsnotizen von Peter Jagers, Some Notes on the
History of Branching Processes, from my Perspective. Lecture at the Oberwolfach Symposium on Random
Trees, 18-24 January, 2009 http://www.math.chalmers.se/~jagers/Branching History.pdf

Ohne Zweifel hat die Frage nach dem Aussterben (adeliger) Familiennamen Menschen schon lange vor
Galton und Watson beschiftigt, so schreibt Jane Austen (1775-1817) in ihrem Roman Persuasion iiber
den Vater der Protagonistin (der sich offenbar gerne mit dem in durch (3.1) im Fall m < 1 beschriebenen
Phénomen beschéftigte, auch wenn er es sicherlich nicht als mathematische Frage auffasste):

“Sir Walter Elliot, of Kellynch Hall, in Somersetshire, was a man who, for his own amuse-
ment, never took up any book but the Baronetage; ... there his faculties were roused into
admiration and respect, by contemplating the limited remnant of the earliest patents

R
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Sei ¢ = px(q) ein (moglicherweise anderer) Fixpunkt von ¢y, dann ist 0 = ¢y < ¢,
n-malige Anwendung von @y liefert

gn < ox(q) = q fiir alle n, d.h. ¢ ist der kleinste Fixpunkt von ¢y
Da ¢x konvex ist (und n. Vor. px(s) # s), gilt:

wenn m = ¢ (1) <1, so ist ¢ =1 der einzige Fixpunkt in [0,1]

wenn m = @'y (1) > 1, so ist 0 < ¢ < 1 und die Fixpunkte sind {q,1}

(Details als Ubung)
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Kapitel 4

Gesetz der grofien Zahlen

Satz 4.1. X reelle ZV, f:[0,00) — [0, c0) monoton wachsend.
1. Fira>0 mit f(a)>0 gilt
1

P(1X]>a) < o)

E[f(1X])] (Markov'-Ungleichung).

2. Fiir X € L? gilt
Var[ X |

2

P(IX -E[X]|>a) <

a

Beweis. 1. Sei Y := f(a)1yxsa}, 50 ist Y < f(|X]) und
E[Y]= f(a)P(|X|>a) <E[f(IX])]

nach Satz 3.4, 2.
2. Wende 1. an auf X := X - E[X] und f(a) = a2.

Korollar 4.2. 1. X, Xy, -- € L2 seien paarweise unkorreliert mit

sup Var[X,,] < 6 < oo,

dann gilt fiir e >0

]+
A\
0
IN
—~
e}
~

P(|% 2 (X;-E[xi])| )

2. Speziell gilt fir Xy, Xa, - € L2 w.iv. mit p:=E[X] und 02 := Var[ X;] (< o0)

p(|u_u|>g)ga_2_>o
n

(schwaches Gesetz der grofien Zahlen).

2 Andrei Andrejewich Markov, 1856-1922.
2Pafnuty Lvovich Chebyshev, 1821-1894.

o7

(Chebyshev®-Ungleichung).

(4.1)

(4.2)

(4.3)



Beweis. Zu (4.3): Wende die Chebyshev-Ungleichung an auf
1 n
Y := - Y (Xi -E[Xi]),
i=1

es ist | 1 ,
E[Y]=0, Var[Y]=— ;VM[XJ < —nf=—.

(4.4) ist ein Spezialfall von (4.3), denn Unabhéngigkeit impliziert Unkorreliertheit
(Satz 3.17, 3.). O

Definition 4.3. Seien X, Xs,..., X relle ZVn (auf einem gemeinsamen Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, %, P) definiert).
1. (Xp)nen konvergiert stochastisch gegen X, auch geschrieben

stoch.
Xn — X,

n— 00

(auch X,, — X stoch. oder X,, iR X) wenn gilt

n—>0o0

Ve>0: lim P(|X, - X|>¢)=0.

n—oo

2. (X)) nen konvergiert fast sicher gegen X, auch geschrieben

X, =5 X,

n— 00

(oder X,, — X fast sicher / f.s.) wenn gilt

P(Xn — X) - 1.

n—oo

Beachte:

{anzoX} = N UN{Xn-X]|<e} istein Ereignis.

€e@Qn(0,00) neN m2n
Wir kénnen Kor. 4.2, 2. aussprechen als

X1 + .. +Xn stoch.
—— 'y

n n—oo

Beobachtung 4.4. X,, -» X fs. = X,, > X stoch., die Umkehrung gilt i.A. nicht.

Beweis. Sei P({Xn - X}) =1. Fiir ¢ > 0 gilt
P(|X, - X[ > ) < P {[Xon = X| > £}) —> P({|Xyn = X[ > e fiix o0 viele m}) =0

d.h. es gilt X,, - X stochastisch.
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Fiir ein Gegenbeispiel zur Umkehrung seien X, Xy, ... w.a., X, ~ Beryj,, dann gilt

stochn. . . 1
X, o (denn fiir jedes 1> ¢ >0 ist P(|Xn -0 > 5) =—=0),
n

n—oo

aber
P({X, =1 co-oft}) =1

=limsup{Xn=1}

n—»oco

Man kann mit konvergenten Folgen ,,wie gewohnt®“ rechnen:

Lemma 4.5. X1, X,,..., Y1,Ys, ..., X\ Y reelle ZVn, (an)nen Folge von reellen Zahlen
mit a, - a € R, es gelte X,, > X stochastisch (bzw. fast sicher) und Y, —Y stochastisch
(bzw. fast sicher). Dann gilt auch

X, +Y, — X +Y stochastisch (bzw. fast sicher), (4.5)
an X, — aX stochastisch (bzw. fast sicher). (4.6)

Beweis. 1) f.s.-Fall:
A={X,-> X}, B:={Y,->Y}

erfiillen P(A) = P(B) =1, also auch P(An B) =1, und

AnB={X,->X,Y,»>Y}c{X,+Y,>X+Y} sowie Ac{a,X,—aX}

2) Der Fall stochastischer Konvergenz:
i) Sei e >0, es ist

limsup P( |(X, +Y,) - (X +Y)|>¢)

n—oo

C{|Xn—X|>E/2?U{|YR—Y‘>E/2}
< limsup P(|X,, - X| > ¢/2) + limsup P(|Y;, - Y| >¢/2) = 0.
ii) Sei € > 0 (und wir nehmen o.E. an, dass sup,, |a,,| > 0), es gilt
lan Xy, — aX| =|an(Xn - X) + (a, — a) X| < an|| X — X]| +|an —a| X,
also

limsup P(|a, X, - aX| > €)

n—oo

. 1 6
< hgl_)soljpp(|Xn —X| > m) +hr;1_)soljp P(|X| > 2|an _ (l| ) =0.
~—

—> 00
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Satz 4.6 (Eine Version des starken Gesetzes der grofien Zahlen). In der Situation von
Kor. 4.2, 1. gilt

Zn: (Xi - E[XZ]) — 0 fast sicher, (4.7)

- n—>o0
i=1

S|

insbesondere gilt fiir X1, Xo, -+ € L2 u.i.v. mit E[X] = p

X+ + X, .
L—mz, fast sicher. (4.8)

n n— 00

Beweis. Sei 0.E. E[X;] =0, sonst betrachte X/ := X; - E[X;], setze

1 n
Sn = X
1. Schritt: Zeige S,2 — 0 f.s.
Fiir € > 0 zeigt Kor. 4.2, 1.
0
P(|Sn2| > 6) < 2,2

also
P(|S,2| > € fiir co-viele n) =0

(mit Borel-Cantelli-Lemma (Satz 2.30), da ¥,, =5 < 00) und somit

P({S,2 - 0}°) < P( U {ISne] > e fiir co-viele n}) =0

€eQn(0,00)

2. Schritt: Zu m € N wihle n = n(m) mit n? <m < (n+1)%

O(m —n?)
n2
P(‘ mSy, —n°Sy2 ‘ > gm) e Var[ngzsfi] < T
Y X,
n2<i<m
somit
> P(‘mS —n(m)*Sy(myz > 5m)
m=1
g = (n+1)2—1m_n2 9 = 1 (n+1)2—1—n . 2n(2n+ 1)
<502 <X Z 00,
€ n=l mep2 M €% n=1 j=1
————
_2n(2n+1)
2
demnach gilt (wie im 1. Schritt)
2
P(Sm _nm) Sugmy — o) -1,
dies zusammen mit dem 1. Schritt und Lemma 4.5 zeigt S,,, = 0 f.s. fiir m — oo. [
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Bericht 4.7. Das starke Gesetz der groflen Zahlen gilt tatséchlich auch ohne £2-Annahme:
Fiir X7, Xo,+-- € L1 wiv. mit E[X;] = p gilt

Xi+-+X, )
St IR N i fast sicher.

n n—00

Beispiel 4.8 (Borels® Gesetz {iber normale Zahlen, 1909). Sei U ~ Unifpg 4, X; die i-te
Ziffer in der (nicht-abbrechenden) Dezimaldarstellung von U (d.h. U = 72, X; 107).

Dann gilt fiir ¢ =0,1,...,9:
1‘{1<'< Xi = q}| ! fast siche
—N{1<i<n: X;=q}| — — icher.
n q n—oo 1()

Beweis. X1, X5,... sind wa., X; ~ Unifyg; g, also sind 1yx,—qy, ¢ = 1,2,... uiv,
Bery 9, die Beh. folgt aus Satz 4.6. ]

3Emile Borel, 1871-1956
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Kapitel 5

Zentraler Grenzwertsatz

Vorbemerkung. Seien X, X, ... wiv., E[X;] =, Var[X;] = 02 < co.
Wir haben gesehen, dass X +--- + X,, » ny mit hoher Wahrscheinlichkeit, denn

X Xn
L—Mﬁo f.S.

n n—oo
geméf dem starken Gesetz der groflen Zahlen (Satz 4.6), aber feiner gefragt:

Wie grof ist X + -+ X,, — nu typischerweise?

Fiir A > /n ist (mit Chebyshev-Ungleichung, Satz 4.1) zumindest

2
P(|X1++ X, —npu| > A) < n% (sehr) klein.

Um einzusehen, dass \/n die korrekte Griéfienordnung der typischen Abweichungen
von Xj +---+ X, vom ny ist, betrachte
X; ~Ber,, mit einem pe (0,1) (der ,einfachste Fall“),

dann ist
Zy =Xy +--+ X, ~Bin,,

Erinnerung (Stirling-Approximation!). Es gilt

nl ~V2mn™ 2em P mit 0 < p(n) < £

Dies findet sich in vielen Analysis-Lehrbiichern oder auch in W. Feller, An introduction
to probability and its applications, Vol. I, Wiley, 1968, Kap. I1.9.

Sei C' > 0 fest, p € (0,1), betrachte

n, k € N mit |k - np| < Cv/n.

!James Stirling, 1692-1770
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Es ist

P(Zy = k) = Bin p({k}) = ()p (L-p)~* e i i f(1-p)

()" (0 —p>L><""“”) K(n.E)

exp( nh(%)) -K(n,k)

V_ n

SR

1-

3|
—_
[
|
3|
~—

5~

T\ /n

mit
h(t) := tlog( )+ (1- t)log(l—t) te[0,1],
und Korrekturfaktor
K(n,k) :=exp(p(n) - p(k) - p(n-k)) ( = (1+o0(1)) fiir n, k - oo),

denn mit Stirling-Approximation ist

(”): ot _ 1 ( n )1/2 W e -p(R)-p(n-k)
k] Kl(n-k) Vor\k(n-k)) kk(n-k)»*

Es ist

h(p) =0, fiir te (0,1) ist A/(t) = 1og(%) - log(llf‘;),
R (t) =

1
t(1-1t) (20).

h(t)

0

gy 11 2 pepn3) L 1 32 1
b(E) = 5o (57) +O((5)) = 5o (5 2) +Olam)

weiter ist




(jeweils fiir k,n — oo so, dass |k —np| < C'\/n gilt). Insgesamt:
1

Bin, ,({k}) = ———exp - ot n(k

2mnp(1 - p) 1-p) p) ) Kby

- -
mit einem Korrekturfaktor K (n, k), der

lim  max |[?(n, k) - 1| =0
n=00 k;: [k—np|<C'/n

erfullt.
Zusammenfassend haben wir bewiesen:

Satz 5.1 (Satz von de Moivre-Laplace?, lokale Normalapproximation der Binomialver-
teilung). Sei C'>0, pe (0,1),

1 1.2
p(z) = mexp(—iz )

die Dichte der Standard-Normalverteilung. Mit

(k) = P
! Vnp(1-p)
qilt
Bin,, ,({k
lim max lm »({F) -1(=0.
n—>00 k:|k-np|<C\/n m@(,&n(lﬁ))

Korollar 5.2 (Normalapproximation der Binomialverteilung). Seip € (0,1), Z, ~ Bin,, ,,

setze
Zn —-np

Vnp(1-p)

* .

Dann gilt fiir —oo <a<b< oo

b
lim P(a<Z; <b) = f o(z)dz.

n—00

Proof. Betrachte zunéchst —co <a <b< oo :

1
Pla<Z* <b)= (a0 |(1+001
( : : ) (k:zn(kz)e[a,b] \/np(l_p)(p( ( )))( ())

und
k=[np+by/np(1-p)]

1 1 1 1 k—np 2
—opl(z,(k)) = exp| - = ——
k:zn%[a,b]\/np(l—p)ﬂ ) k_[npm%:mw”p(l‘p)”” 3 2<V”p(1‘1’>))

b
— o(z)dz

n—o00

(die Summe stellt eine Riemann-Approximation des Integrals dar, siche auch folgende
Skizze).

2 Abraham de Moivre, 1667-1754; Pierre-Simon Laplace, 1749-1827
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v(2)

K p(zn(k))

: b
zo(k+1) =
2n (k) zn(k) +1/\/np(1-p)
Sei nun a = —oo < b < oo:
Zu € >0 wéhle a/ <0 so, dass fiir n e N
* A * 4 1 €
P(Z:<ad)<P(|Z:]>|d|) < @) < 1

(mit Chebychev-Ungleichung, Satz 4.1) und

a’ e
d —_
[

gilt. Dann ist fiir n geniigend grof3

‘P(Z; <b) - [b o(2) dz| < |P(a’ <Zr<b)- /,b o(2) dz| + ‘P(Z; < a’)‘ + /a o(z)dz

< S8,
T2 4 4 7
Der Fall b = co kann analog behandelt werden (Ubung). O

Bemerkung 5.3 (Stetigkeitskorrektur). Fiir numerische Approximationen betrachtet
man oft

Bin, ,({k, k+1,...,0}) ~ @(“%—_”p) _ @(’”%—‘”p)

Vnp(l-p) vnp(1-p)
fiir 0 < k< <n (mit ®(z) = [7_(27) V2e7"/2dz)).
Man betrachtet also Histogramm-Balken wie im Beweis von Kor. 5.2, die aber jeweils
an z,(k) ,zentriert“ sind (siehe auch Skizze unten).
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w(zn(k))

zn(k+1) =

zn (k) 2o (k) +1/\/np(1 - p)

Die numerische Approximation ist (speziell fiir eher kleine Werte von n) meist besser mit
»otetigkeitskorrektur®, Beispiele:

n ‘ D ‘ k ‘ 14 ‘Binnyp({k,k+1,...,€}) ‘ Approx. ohne ‘ Approx. mit

15 03| 5 9 0,4809 0,3835 0,4976
50 10,3 9 | 15 0,5509 0,4680 0,5389
1000 | 0,3 | 250 | 290 0,2567 0,2448 0,2558
. .. « - . {-np _ k—np
Hierbei gibt ,, Approx. ohne® jeweils den Wert <I>( \/m) q)( \/M> und ,, Approx.
s £+0p-np | k—-05-np : .
mit* den Wert (I>( N (1_p)) @( N (1_p)> an (jeweils auf 4 Nachkommastellen gerundet).

Bericht und Definition 5.4. Der Sachverhalt aus Korollar 5.2 wird auch ausgesprochen
als ,Konvergenz in Verteilung®:

X, — X in Verteilung (auch Xn % X oder Xn Zx geschrieben),
wenn gilt

lim P(X, <z)=P(X <z) (=Fx(z))

n—oo

fiir jedes x € R, an dem Fx stetig ist.

Satz 5.5 (,Zentraler Grenzwertsatz“). Seien X1, Xs,... w.i.v. reelle ZVn € £? mit
Var[X;] € (0,00), dann gilt fiir —oo <a<b< oo

X1+ + X, —-nE[X] < b) =P(a<Z<b) mit Z ~Ny;.
nVar[ X} ]

lim P(a <

n—oo

Bemerkung. Korollar 5.2 ist ein Spezialfall dieses Satzes, indem man Z,, ~ Bin,, , dar-
stellt als Z,, = X; + Xy +---+ X, mit X; uw.iv., X; ~ Ber).
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Beobachtung. 1. Die Aussage gilt trivialerweise (sogar fiir festes n € N), wenn X; ~ N 1,

da dann

Xi+-+X
e L VA
NG o1

vgl. Beispiel 2.28.

Die Beweisidee fiir Satz 5.5 ist, den allgemeinen Fall auf diesen Spezialfall zuriick-
zufiihren.

2. Wir kénnen o.E. E[ X;] =0, Var[X;] = 1 annehmen, ansonsten betrachten wir

j(\:i = —XZ _ ]E[Xl] .
Var[Xl]

Lemma 5.6. X1, X,... u.i.v. reelle ZVn, X; € L2 mit E[X;] =0, Var[X;] =1, f:R>R
dreimal stetig differenzierbar, die ersten drei Ableitungen seien gleichmdf$ig beschrinkt.
Dann gilt

_ Xi+-+ X,
Jim B[ /(=7 =Bl (2)]
mit Z ~ ./\/’0,1.
Beweis. Seien Z1, Z,... w.iv., ~ Ny1, unabhéngig von den X;, schreibe
Xi+-+ X, i+ + 2,
f( Jn ) - f( Jn )
& X; Z;
S ) sl ) ol
mit

1
N

Taylor-Enwicklung (im Punkt W;,,) liefert

Wi,’n = (X1+X2+"'+Xi_1+Zi+1+Z7;+1+"'+Zn).

’ Xi—2Z; 1 " XzQ B Zz2
= f (VVi,n) \/ﬁ _f (Wz,n) +Ri,n
mit
" " X7 " J " 7}
‘Rz,n‘ < |f (VVl,n + 1917”) - f (Wl,n)‘ 2;7/ + ‘f (Wz,n + 191,71) - f (I/Vz n)|ﬁ

| Zi|
Vn'

X ~
WObei |Q91,n| < | Z|7 |191,n| <

\/ﬁ
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Mit Cs :=sup ‘f”(m)|, C3 :=sup ‘f’"(x)‘ gilt fiir jedes K > 0:
zeR zeR

K3 XZ |Zi|3

|Rin| < Cs ST Lixery + 02#1{|Xi|>K} +C3 32

Nehme Erwartungswert in (5.1):

‘E[f(%)] - E[f(Z)]‘
5[ Elrom) 2]

i=1

1 X272
+ ]E[_f”(VVi,n) i -

5 L ] +E|:Rz7n:|)
E[f/(Win)E[X;~Zi]//m=0  =ELf"(Win)JE[XZ-27]/(2n)=0
Cy

< LE0R (o + RN i)+ EDAF])

also

lim sup

n—oo

(Xl +-+ X,

NG

E[/ )]-E[(2)]

< OE[XP1x,p] — 0

O

Beweis von Satz 5.5. Seien —co <a<b<oo. Zul<e< b’T“ wihle fi, fo, die den Voraus-
setzungen von Lemma 5.6 geniigen und

1[a+5,b—5] < fl < 1[a,b] < f2 < 1[(1—6,b+€]

erfiillen (siehe Skizze).

Es ist

(X1 v;_; Xn)]

€ [a,b])
€ [a,b])
)] :E[fg(Z)] < P(Z € [a—e,b+€]),

P(Z€[a+eb-<]) <E[£i(2)] = lim E[ f,
(X1 + o +Xn
NG
SlimsupP(%
< Jim B[ (7

<liminf P

n—00

mit € | 0 folgt die Behauptung.

Die Fille a = —co oder b = +o0 kann man analog behandeln. O
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Kapitel 6

Markovketten

Beispiel 6.1. Eine faire Miinze wird solange geworfen, bis entweder das Muster K K K
(= Sieg von Spieler A) oder das Muster ZK Z (= Sieg von Spieler B) gefallen ist.

P(Sieg A) =7

Aus der Problemstellung ergibt sich, dass es geniigt, sich die Ergebnisse der beiden
letzten Miinzwiirfe zu merken, moégliche Zustéande:

1 1
K KK ——— KKK
4
o 3 .3
3
1 1
2 2
7 - > /K > /K7
U 3
1
2

(Wir stellen uns vor, ein ,,Spielstein® springt zuféllig auf diesem Graph herum, beginnend
im Knoten ,0“ indem er in jedem Schritt zuféllig einem der vom aktuellen Knoten
ausgehenden Pfeile folgt (mit der daran angegebenen Wahrscheinlichkeit, und die Wahl
ist unabhéngig von den bis dahin getroffenen Entscheidungen).

Sei w(x) = P(A gewinnt von Zustand x aus), zerlege nach dem ersten Schritt:

W(KK) = 3+ zu(?),
w(ZK) = %w(KK),
w(K) = %w(KK) . %w(Z),

w(Z) = %w(Z) + %w(ZK)
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mit Losung w(KK) = 2, w(K) = 3, w(Z) = 3 =w(ZK),

1 1 D
P A ] = = — K — Z = —
(A gewinnt) = w(o) 2w( )+ 2w( ) 15
Definition 6.2. Sei S abzihlbare Menge (S + @).
1. A=(ayy)syes heiBt eine stochastische Matriz (iiber S), wenn gilt

gy >0 fiir alle z,y €S und Z;qa:w =1 fiir alle x €S.
ye

2. Eine Folge X = (X,,)nen, von Zufallsvariablen mit Werten in S heifit eine Markov-
kette! (mit Zustandsraum S und Ubergangsmatrix A), wenn

P(Xn+1 =y|XO :IOw-‘aXn—l :xn—laXn :I) :P(Xn+1 :y|Xn :,I) =dAgy
fir alle n e N, zqg,..., 2, 1,2,y € S mit P(Xy = zo,...,X,, =2) >0 gilt.
Die Verteilung von X, heifit die Startverteilung (von X).

Die entscheidende Eigenschaft ist, dass der (bzw. die Verteilung des) ,neue“ Zustand
X,+1 nur vom direkt vorhergehenden X,, abhéngt, nicht von der ,,gesamten Vorgeschichte®
Xo,X1,...,X, — dies nennt man auch die ,, Gedéchtnislosigkeit* einer Markovkette (s.a.
Beob. 6.3, 3. unten).

Beispiele.

1. Xo,Xq,... wiv. mit X; ~ v (v ist ein Wmaf auf S) sind (trivialerweise) eine
Markovkette, mit a,, = v({y}).

2. (Irrfahrt) Y3,Ys, ... wi.v. mit Werten in Z4, Y; ~ v,
X,=Y1++Y,, neN (und Xj:=0).
(X0 )nen, ist eine Markovkette, a,, = v({y - z}):
Fiir 29 =0, xq,..., 7, € Z% ist

P(XO ::EO7X1:$17"'7Xn:xn)=P()/1=x17§/2=x2_l‘1)"'7YTL:xn_$’n—l)
= HP(Y; :fﬁi—%‘—l) = HV({xi—ﬁi—l})

n
i=1 =1

3. (Pélya-Urne, vgl. Bsp. 2.7) S, = Anz. schwarze, W,, = Anz. weile Kugeln in der
Pélya-Urne nach n Ziigen, X,, := (S,, W,,) mit Werten in N2 (und X, = (1,1), sagen
wir).

(X,)n ist Markovkette, fiir « = (x4, 24),y = (Ys, Y ) € N? ist

Ts
Tg+Toy ?
_ T
a =
.Y Ts+Toy

0, sonst.

wenn yYs = s+ 1, Yy = Ty,

wWenn Ys = Tg, Yo = Ty + 1,

!zu Ehren von Andrei Andreyevich Markov, 1852-1922 benannt
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4. Das ,,Problem der Punkte“ aus Kapitel 0 ist eine Variation iiber 2. mit S = Z2,
v =3001) + 50(10)-

Beobachtung 6.3. 1. Sei X = (X3 )nen, eine Folge von ZVn mit Werten in S. S ist
eine Markovkette mit Ubergangsmatrix A und Startverteilung p g.d.w.

VneN, zg,...,2,€S : P(Xo=0,X1=21,..., X, =2,) =u({x0})nazi_1,mi.
i=1

(,<“ per Inspektion, fiir ,=* beachte

P(X(]:O,Xlzl'l,...7Xn:l'n)
:P(Xn=$n|X0:O,...,Xn_1=$n_1)P(XQ:O,...,Xn_1Zl'n_l)

~~

=a‘$n71 s

== axn—lyxnaxn—%xn—Q.”a‘zmxlP(XO = xo)
sofern die linke Seite > 0 ist.)

2. Zu jeder Ubergangsmatrix A und Startverteilung p (auf einer abzihlbaren Menge
S) gibt es eine Markovkette mit dieser Ubergangsmatrix und dieser Startverteilung:
Dies folgt aus Bericht 2.10 (Konstruktion von W’maflen auf unendlichen Produk-

Man schreibt oft P, (und E, fir Erwartungswerte unter P,), wenn .2 (Xy) = p, um

die Startverteilung einer Markovkette zu betonen, im Fall p = §, mit einem x € S
auch P, und E,.

3. (,Markov-Eigenschaft“) Fiir jede Markovkette (X,,),, n,m € No, B c S**1 B’ c
Smlund x € S gilt

P((Xp, Xnst,- -, Xpom € B'| (Xo, ..., Xy =2,) € B, X,, = 2)
= P,((Xo, X1,..., X)) € B')
(sofern P((Xo,..., X, =2,) € B, X, =1)>0),

denn fiir g, 1,...,ZTn, T, Yo, Y1, - - -, Ym € S (mit x,, = x = yo, sonst ergibt sich = 0) ist
nach 1.

P(XO =20y -- 7Xn—1 = xn—lan = Tnp, Xn =7, Xn = yo;X'rH—l =Y, 7Xn+m = ym)
== P(Xo=20, ., Xno1 = o1, X = Ty Xo = 2) Po(Xo = 90, X1 = Y1, -+, Xow = Um).
Summiere dies iiber alle (g, 1,...,2,) € B, (Yo, Y1,---,Ym) € B’, so folgt

P((Xo,.... Xn=2,) € B, X, =2, (X, Xps1, - -, Xpom € B')
= P((Xo,..., Xp =2,) € B, X,, =2) P,((X0, X1,...,Xm) € B').

Anschaulich gesprochen sind bedingt auf die ,Gegenwart® (den Zustand X, zur
Zeit n) die ,,Vergangenheit® (das Pfadstiick (Xo, X1,...,X,)) und die , Zukunft®
(das Pfadstiick (X, Xpns1,- -, Xpim)) unabhéingig.
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Korollar 6.4. Sei X = (X,,), Markovkette mit Ubergangsmatriz A = (Qzy)zyes und
ag(ﬁily) = Pz(Xn = SL’), T,y € S

die n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeit (fiir n € Ny ).

Dann gilt
alt™ =S alal™, w2z €S, mneN,, (6.1)
yeS
denn Pm(Xner = Z) = Z P:Jc(Xn =Y, Xnim = Z) = Z Pﬂc(Xn = y)Py(Xm = Z)'

yes yeS
Insbesondere ist A™ = (aé@)ws gegeben durch

A"=A-A---A, das n-fache Matrizprodukt von A mit sich selbst.
| —
n Faktoren

Das System von Gleichungen (6.1) heifit die Chapman-Kolmogorov-Gleichungen?.

Beispiel 6.5 (Gewohnliche Irrfahrt auf Z). Sei p € [0,1], S = Z,

Ds y=z+1,
py=311-p, y=x-1,
0, sonst

Es ist

(n) _ (n)

— — nty-z
Ay = aO,y—x -

( i )P(my_mm(l ~p) V2 wwenn y - 2 =n (mod 2) und |y - x| < n,

sonst

)

Man kann per Induktion priifen, dass dies aus den Chapman-Kolmogorov-Gleichungen
folgt:
n n—-1 n—-1 n—-1
ag,z) = Z a((),y )a%z = a’é,z—l) ‘Pt a((),z+1) ’ (1 _p)v
y

alternativ (und zum Argumentieren vielleicht angehmer) stelle die Markovkette X mit
Ubergangsmatrix A dar als

X,=Yi+-+Y, mit Y, uiv., P(Yi=+1)=p=1-P(Y; =-1),

um von 0 nach y — x in n Schritten zu gelangen, muss man

n+y-z
- 2

k Schritte der Gréfle +1 machen und n -k = n-yre Schritte der Grofle —1.
Es gibt (Z) Wahlen, welche £ der n Schritte die +1-Schritte sein sollen, jede solche Wahl

hat Wkeit p*(1—p)»*

(Wir sehen hier ein Beispiel fiir einen Periodeneffekt: Man kann gerade Zusténde
x € 27 nur zu geraden Zeiten besuchen.)

2 Andrey Nikolaevich Kolmogorov, 1903-1987 ; Sydney Chapman, 18881970
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6.1 Gleichgewichte

Definition 6.6. Sei X = (X,,),, Markovkette auf S mit Ubergangsmatrix A. Ein W’maf
m auf S heifit ein Gleichgewicht fir X (bzw. fur A), wenn gilt

P.(X; =) =n(x) fiir alle z € S.

(Wir schreiben hier und im Folgenden abkiirzend 7(z) fir 7({z})).
Da Pr(X1=2) = ¥ s T(Y)ay, ist dies gleichbedeutend mit

wA=m, d.h. 7 ist links-Eigenvektor von A zum Eigenwert 1.
Es gilt dann auch 7 = A"r, P.(X,, =) =7(z) fiir n e N.
Definition 6.7. A = (ay,)syes heiBt irreduzibel, wenn es
fir alle z,y € S ein n =n(z,y) gibt mit aEquj > 0.

Die zugehorige Markovkette kann also von jedem Startzustand x aus jeden anderen Zu-
stand y mit positiver Wahrscheinlichkeit (irgendwann) erreichen.

Satz 6.8. Sei |S| < oo, A irreduzibel, dann gibt es genau ein Gleichgewicht m fir A.
erfillt w(x) > 0 fir alle x € S.

Beweis. Existenz: Wahle xq € S.
Ay = (— Z a,%)@)wes ist ein Vektor in [0,1]%.

Wiihle mit Satz von Bolzano-Weierstra3 ([0,1]° ist kompakt) eine konvergente Teilfolge
Ng 7" koo 00,

1"E G
m(z):=lim — ) ag)e, x€S
k—oo Ny =0
ist ein Gleichgewicht:
L1 )
TA(z) =) (%lm — > aw07y)ay7x
yeS T N 0
1 ng—1 . 1 ni—1 )
= lim — a) a = lim — aJth
k—oo nk ]Z:(:) yg;g 0¥ k—oo nk’ JZ:(:) 0
1 ng—1 ) 1
= lim — O 4 lim —(a™) — 0l ) = 7 (2).
k1—>00 nk‘ jz:[:) a o k1—>oo nk?( 0 0 ) 7T( )

Zeige w(x) > 0 fiir alle x € S:

Wiéhle 7 € S mit 7(Z) > 0. Fiir z € S gibt es nach Voraussetzung ein n (= n(Z,z)) mit
(n)

T,x

a~’ >0, somit

r(x) = A" (z) = Y 7w (y)al?) > w(af)a;{;g > 0.
yesS
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Eindeutigkeit: Sei T ebenfalls ein Gleichgewicht, wihle zy € S mit

M —max{%’(x) : ES} =\,

w(wo) o \w(@)

setze v := Amr — 7. Dann gilt vA=v, v(xy) =0, v(z) >0 fir z € S.

Gébe es ein T € S mit v(T) > 0, so wire (mit Argument wie oben) v(x) > 0 fiir alle
x € S, im Widerspruch zu v(zg) = 0. Folglich gilt v =0, d.h. 7 = 7. O

Definition 6.9. Eine Markovkette X auf S (bzw. eine Ubergangsmatrix A = (Ary)zyes)
heifit aperiodisch, wenn es ein ng € N gibt mit

agﬂ > 0 fiir alle z € S,n > nyg.

Qéﬂ

aperiodisch  periodisch (mit Periode 2)

Beispiel.

Satz 6.10. |S| < oo, A drreduzibel und aperiodisch, (X,), Markovkette mit Ubergangsma-
trix A und Startverteilung p. Dann gilt

fir allexeS: P,(X,= JZ)@TF(%),
wobei  das (eindeutige) Gleichgewicht zu A ist.
Beweis. Wir konstruieren eine Folge von S x S-wertigen ZVn (X,,, X} )nen, mit
1. (X,) ist A-Markovkette mit Startverteilung p
(X)) ist A-Markovkette mit Startverteilung 7
2. P(X, # Xr'l)mo.
Damit ergibt sich

pA*(z) = P(X,=2)=P(X,=2,X,=X))+ P(X,=2,X, # X])
=P(X,=2)-P(X,=2,X,# X))+ P(X,,=2,X, # X))

=r(z) <P(Xn#X1)—0 <P(Xn#X1)—0

—2 (@)

Wir werden (X, X;,), mit den geforderten Eigenschaften als eine Markovkette auf S'x .S
konstruieren: Sei A Ubergangsmatrix auf S x S

Ay yQyry, WENN T # ',
5 — — p/ — oy
Uaa’) (ya) = | Gy wenn 2 =" und y =y,

0, wenn x =z’ und y # y'.
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Man priift, dass dies eine Ubergangsmatrix ist und dass die Marginalverteilungen stimmen
(d.h. jede Koordinate ist fiir sich eine Markovkette mit Ubergangsmatrix A).
Wir konstruieren (X, X/), folgendermafen:

Sei Y = (Yn)n (A, p)-MK, Y= (Y)]), (A,7)-MK, Y und Y seien unabhéngig.
Y! firn<T
Y, furn>T

((X,,X!), hat tatséichlich Ubergangsmatrix A, per Inspektion).

Setze T :=inf{n>0:Y, =Y/}, X,,=Y,, X/ = {

Nach Voraussetzung gibt es ng € N, yg € .5, >0 so dass
VyeS: al) >
Somit
P(Xpy # X)) < P(Yn, #yo oder Yy #yo) = 1= P(Yr, = y0) P(Y,, =y) < 1 - 62
Analog liefert die Markov-Eigenschaft fiir ke N, x,2' € S
P(Xnok # Xpo1 | Xnoh-1) = ij;LO(kq) =1') <1-6%

[teration zeigt
P(Xogh # Xjp) < (1= 6)F — 0.

Nach Konstruktion ist n — P(X,, # X! ) nicht-wachsend, daher folgt die Behauptung. [J

Beispiel 6.11 (Ehrenfest-Modell?). d Teilchen sind verteilt auf einen linken und einen
rechten Behélter, in jedem Schritt wechselt ein rein zuféllig ausgewéhltes Teilchen von
seinem aktuellen in den anderen Behélter. Sei X,, = Anz. Teilchen im linken Behélter
nach n Schritten.

(X,,), ist Markovkette auf {0,1,...,d} mit Ubergangsmatrix

(d-x)/d, y=x+1<d,
apy =y 2/d, y=x-1>0,

0, sonst
Das Gleichgewicht ist 7 = Bing ;/o: Es ist
T(2)ag 1 = T(T + 1)ag11 4

(und allgemein 7(z)a,, = 7(y)ay,, und dies impliziert 7A = 7, denn dann ist 3, 7(y)ay,. =

Y, m(1)apy =m(2) X, azy = 7(2)).

Definition und Beobachtung 6.12. Eine Markovkette X auf S (bzw. ihre Ubergangs-
matrix A = (ay,y)zyes) heilit reversibel (beziiglich 7), wenn gilt

m(x)ayy = m(y)a,, firallez,yeS (,,detaillierte Balancegleichung®)
Dann ist 7 ein Gleichgewicht fiir X und es gilt fiir n e N, zg,21,...,2, € S

Pﬂ'(XO = x();Xl =T, >Xn—1 = xn—th = xn) = Pﬂ'(XO = mn:Xl =Tnp-1,--- 7Xn—1 = xlaXn = .I'o)

3Paul Ehrenfest, 1880-1933; Tatjana Ehrenfest(-Afanasyeva), 1876-1946
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Satz 6.13. Sei X = (X,,) Markovkette auf S mit Ubergangsmatriz A,
T, =inf{n>1:X, =z}

der Zeitpunkt des ersten Besuchs bzw. bei Start in x der ersten Riickkehr nach x. Fir
x €S sind dquivalent:

1. B [7:] < o0.

2. Es gibt ein Gleichgewicht m mit w(x) > 0.

Beweis. ,1. = 2.“ : Sei

Tz—1
o(y) = Egg[ D 1{Xn:y}] (< o00) fiiryesS,
n=0

———
<Tx

es gilt

p(y) = 2 p(2) sy,

zeS
denn

o0

Z p(z)az,y = Z Em[ Z 1{Xn=z,rz>n}]az,y

zeS z€S n=0

= Z i Px(Xn = 2,7, > n)azy = i P71, >n, Xp1 =)
n=0

2eS n=0

=P (Tz >n, Xn=2,Xns1 :y)

= ]E:t:[ Z ]-{X":y}] = p(y)
n=1
Weiter ist

S o)=Y Pu(Xn=yome > 1) = 3 Po(ra > n) = Eu[r] < oo,

yeS yeS n=0 n=0

d.h. w(y) = Ep([zj_)], y € S leistet das Gewdiinschte.

52. = 1.“: Fiir £ e N gilt
Ey[TJ;/\(€+ 1)] =1+ Z ay,z]Ez[Tx/\EL yes

z€S, z#x

(zerlege gemifl dem ersten Sprung, analog zu obigem), Sei m Gleichgewicht mit 7w(z) > 0

Y w(y) Ey[Tx A E] <l+y W(Z)Ez[Tx A E],

yeS [ — 2T
<Ey[ren(€+1)]
d.d. W(:E)Ex[Tx /\E] < 1. Mit £ - oo folgt W(ZE)EQC[TJC] <1, also

Eq[r.] < % < oo,
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Korollar 6.14. Wenn X (in der Situation von Satz 6.13) ein eindeutiges Gleichgewicht

besitzt, so gilt
1

m(x)
Fiir das Ehrenfest-Modell (Bsp. 6.11) mit d Kugeln ist

E.[7] = fiir x € S.

— 1 —
~ Bing2({0})

Beispiel 6.15 (Erneuerungskette). Sei m € N, v Wmaf auf {1,2,...,m+1} mit v(j) >0
fir 1 <j<m+1, X Markovkette auf S ={0,1,2,...,m} mit Ubergangsmatrix

]Eo[To] 2d.

v(j+1) i=0<j<m,
CLZ‘J': 1, jzi—l,
0, sonst.

Offenbar X ist irreduzibel und aperiodisch. Mit pu := Z?Sl jv(j) ist das (eindeutige)
Gleichgewicht gegeben durch

W(Z‘)=ll/({l’+1,$+2,...,m+1}), x €S,
i
denn
. 1 . . .
(5 +1)pje1; +7(0)po; = ;(V({j +2,...,m+1})-1+1-v(j+ 1)) =7(j).

Mit Satz 6.10 folgt
ng(Xn = J,’) — 7T(J})

(fiir alle xg,x € 5).
Man kann X folgendermaflen darstellen: Seien Ty, 15, ... wiv., T; ~v, W, =T +--+T),,
neN (W :=0), dann ist
X, = inf{Wk—n:keNg,Wk Zn}

eine Markovkette mit obiger Ubergangsmatrix (Ubung).
(Interpretation: Tj, = Lebensdauer der k-ten ,Glithbirne“, W; = Zeitpunkt, zu dem

zum j-tem Mal die Gliihbirne ausgewechselt wird, dann ist X,, = ,,Restlebensdauer®
der zum Zeitpunkt n brennenden Gliihbirne.) Wir finden eine Version des sogenannten
Erneuerungssatzes:

n—>o0

1
P(EIk:eN:szn):Po(Xn:O)—mr(O):;.

Bericht. Man kann die Voraussetzungen deutlich abschwéchen, tatsdchlich gilt obiges
auch in dem Fall, dass v ein W'maf} auf N ist mit Y, yzv(x) < oo, die Bedingung, dass
v strikt positiv ist, kann ersetzt werden durch die Forderung ggT({z: v(z) > 0}) = 1.
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6.2 Treffwahrscheinlichkeiten und erwartete Eintritts-
zelten

Sei X = (X, )nen, Markovkette mit Zustandsraum S und Ubergangsmatrix A, fiir B c S
sei
Tp:=min{neNy: X, € B}

die (erste) Treffzeit von B und Xr, der Ort des ersten Besuchs in B.
Fiir z € B sei h,(z) = P,(Tp < 00, X1, = 2).

Satz 6.16. h, ist die kleinste nicht-negative Ldsung von
f(x):]-{w:z}a Z'EB,
f(@) =) asyf(y), zeS\B.
y

In Matrizschreibweise lautet die zweite Zeile von (6.2) f(x)=Af(x), xe€ S\ B.
Man sagt dazu auch: f ist ,harmonisch® (bezgl. A) auf S\ B.

Beweis. Offenbar gilt h.(x) = 1(,_.; fir x € B, fiir x € S\ B ist
P (Tp <00, Xy =2)=Y Po(X1=y,Tp < 00, X7, = 2)

yeS
=Y Pu(X1=y)Py(Tp <00, X7, =2) = Y a,h.(y)
yesS yeS

(wobei wir in der zweiten Gleichung die Markov-Eigenschaft, Beob. 6.3, 3. verwendet
haben), d.h. h,(-) lost (6.2).

Sei f:S — [0, 00) eine Losung von (6.2), zeige induktiv (iiber n):
VoeS: P(Tp<n Xp, =2) < f(x) (6.3)

Fiir z € B gilt (6.2) offenbar stets, ebenso fiir n = 0.
Sei (6.2) fiir n erfiillt, betrachte ein x € S\ B:

Po(Tp<n+1,Xp,=2)=Y P(Xi=y,Tp<n+1,Xp, =2)

yeS
=) Po(X1=y) Py(Tp <0, Xy = 2) < 3ty f(y) = [ (2)
yes yeS

<f(y) n. Vor.

wobei wir fiir die letzte Gleichung verwenden, dass f (6.2) 16st. Mit n — oo in (6.3) folgt
h.<f. O

Bemerkung. Fiir die Untersuchung in Satz 6.16 konnten wir die Zustédnde x € B absor-
bierend machen, d.h. iibergehen zu

~ ay r¢ B
A=(Tp))pwes mit Tp, =4 Y
( ,y) €S Y {1{y=x}’ reB

Es ergibt sich damit dieselbe Losung.
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Bemerkung 6.17 (Stochastische Losung eines diskreten Dirichlet-Problems). In der
Situation von Satz 6.16 sei |S| < 00, @+ B c S, es gelte

VeeS: P (Tg<oo)>0
Dann ist fiir jedes g: B - R das (lineare) Gleichungssystem

{Af(x) =f(z), xeS\B

f(x)=g(z), zeB (6.4)

mit Af(z) := ¥ e5aayf(y) eindeutig losbar (und nach Satz 6.16 bzw. einer leichten
Erweiterung davon gegeben durch f(z) =E, [g(XTB)]).

Beweis. Sei @y = 1g.p(2)ay.,, A= (@uy)ayes, G(x) =1p(z)g(x), so ist (6.4) (in Matrix-
schreibweise)

(IS - A\)f = ?(x)v
(mit I = (04, )zyes der Identitdtsmatrix auf S) also ist

f=(Is - A)'g(x)

Beachte: (I s - 2)71 =30 A die Reihe konvergiert, denn @, , > 0 und nach Vorausset-
zung ist fiir ein np € N und ein 6 € (0,1)

sup Z’d&”y) <1-§ fiir n > ny,
zeS yeS

demnach sind die Eintriige von Am0** nicht-negativ und beschréinkt durch (1-0)k. O

Beispiel 6.18. 1. (Symmetrische gewohnliche Irrfahrt auf Z, Riickkehr zur 0)

Betrachte (X,,) aus Bsp 6.5 mit p=1/2
Sei T := inf{n € Ny : X, =0}, so gilt

P.(Th <o) =1 fiir jedes z € Z.

Die Funktion ho(z) := P,(Ty < o) 16st nach Satz 6.16
1 1
ho(O) =]_, ho(l’)= §h0($—1)+§ho(l'+1), x#O,

d.h. die Werte ho(z) liegen auf einer Geraden mit ho(0) =1, wegen 0 < ho(z) <1VzeZ
folgt ho(z) = 1.

2. (,Ruinproblem des Gliicksspielers*)
Seien b,ce N, S:=={-b-b+1,...,0,1,...,¢}, pe(0,1),

D, y=x+1<c,
J1-p, y=x-12-,
Gou = 1, y=x=-bodery=x=c,
0, sonst
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Wir interpretieren die zugehorige Markovkette (X,,) als (kumlierten) Gewinnprozess in
einem (iterierten) Miinzwurfspiel:

Gewinne 1 € bei Kopf (W’keit p), verliere 1 € bei Zahl (W’keit 1 - p), spiele solange,
bis entweder ¢ € gewonnen (,,Sieg”) oder b € verloren (,Ruin®).

he(w) := Pp(Tey < 00) 16st
he(c) =1, ho(=b) =0, he(z)=ph(x+1)+(1-p)h(z-1), -b<z<ec,
die Losung ist fiir p # 1/2

(¢/p)* - (q/p)™*

hc(il?) = mit g:=1-p
(a/p)- - (g/p)~*
und fiir p = 1/2
T+b
he = .
() c+b

Analog findet man

oy = la/p)=(afp)* | -
BT <o) =t mye—tgpy = 1~ el <o)

(bzw. Py(Ti_py < 00) = (c—x)[(c+b) fiir p = 1/2), es gilt also Pp(T{_pc < 00) =1, das
Spiel endet mit Sicherheit in endlicher Zeit.

Erwartete Eintrittszeiten

Man kann fiir eine Markovkette die erwartete Zeit bis zum Besuch eines gewissen Zustands
in dhnlicher Weise bestimmen wie die Auftreffwahrscheinlichkeiten.

Bericht 6.19. (In der Situation von Satz 6.16) sei g(x) = E,[Ts]. ¢ ist die kleinste
nicht-negative Losung von

f(x)=0, reB,

f@)=1+Ya,,f(z), reS\B (6.5)

(wobei die Summe Y, a, , f(2) moglicherweise divergieren kann).

Man kann den Beweis analog zu dem Satz 6.16 fithren; Bem. 6.17 zur Eindeutigkeit
gilt entsprechend.

Beispiel 6.20. Sei (X,,) symm. gew. Irrfahrt auf Z (startend in X, = 0), vgl. Beispiel 6.5
(und Bsp. 6.18). Es ist
1 1
EO[T{I}] =1+ 5 -0+ QE—l[T{l}L
andererseits ist
E_l[T{l}] = E_l [T{o}] +E0[T{1}] = QEO[T{l}].
[
=Eo[Ty13]

Somit ist Eo[T1y] = 1+ Eo[T71y], was Eo[T1y] = +00 erzwingt.
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6.3 Rekurrenz und Transienz

Sei X = (X,)nen, Markovkette mit Zustandsraum S und Ubergangsmatrix A.

Definition 6.21. Ein Zustand x € S heifit rekurrent, wenn P, (7, < o0) = 1 gilt, ansonsten
transient.

Die Kette (X,,), heiBt rekurrent (transient), falls alle Zusténde rekurrent (transient)
sind.

Beispiele. 1. Die gewohnliche Irrfahrt auf Z mit Drift 2p -1 # 0 (ay 441 =P = @y p1) ist
transient (vgl. Bsp. 6.18, 2.), fiir p = 1 ist sie rekurrent (vgl. Bsp. 6.18, 1.).

2. |5] < o0 und A irreduzibel, so ist X rekurrent (dies folgt aus Satz 6.8 zusammen mit
Satz 6.13).

Beobachtung 6.22. 1. z € S rekurrent, so gilt Px(Xn = z fiir unendlich viele n) =1.

2. x € S transient, so gilt PH(Xn =z fiir unendlich viele n) = 0 fiir jede Startverteilung
L.
3. x €S ist transient g.d.w. > Py(X,, =) < oo.
n=1

Beweis. Sei
B, = |{n >1:X, = a:}‘ die Anzahl Besuche in z,

m € N, u beliebige Startverteilung. Es ist

P,(B,>m) = ZPM(X17 o X122, Xy =2, X, =2 fiir mind. m -1 Werte von n > E)

~
—_

L

P(X1,.... X1 #2, Xy =2)Py(By >m—1)

~
I
[y

= P,(1p <00)Py(B, 2m—-1)

also gilt
P,(By2m) = P,(7, < ) P,(7, < 00)™ .
Im transienten Fall (Punkt 2.) folgt
Pu(By = ) = T Pu(Bu > m) =0,
im rekurrenten Fall (Punkt 1.) folgt
P.(By>m)=P,(1,<o00)™ =1 fiir jedes m e N,

somit P,(B, =o00) = 1.

Zu 3. :
<“: Reihe endlich = P,(B, < o) = 1 mit Borel-Cantelli-Lemma.

2
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,=: Nach obigem ist

P.(By=m)=P,(By,>m)—-P,(B, >m+1)
= (1= Py(7y < 00)) Py(7; < 00)™,

d.h. B, ~ Geom;_p, (r,<00) unter P, also

S P(Xy =) =E[B,] = — Cl<oo.

n=1

]

Beispiel 6.23 (Gewohnliche symmetrische Irrfahrt auf Z9). (X,,) Markovkette auf S =

.. L. falls ||z -yl =1
Z4, Ubergangsmatrix a,,, = (Q)d’ t“ vl=1, (d.h. X springt jeweils zu einem uni-
,  sons

form ausgewéhlten (direkten) Nachbarpunkt auf dem d-dimensionalen Gitter).

X ist rekurrent fiir d =1 und d = 2, transient fiir d > 3.

Beweis. Wegen Verschiebungsinvarianz (es gilt a,, = Gpizys2 = G0y fur alle x,y, z € Z4)
geniigt es den Startpunkt z = 0 € Z? zu betrachten.

Den Fall d = 1 haben wir bereits behandelt (Bsp. 6.18, 1.).
Der Fall d = 2: Es ist

7 2n
Py(Xap =0) =472 ( )
0(X2n =0) ,;) kkn—-kn-k

2n\ & (n n 2n\? 1
-GGG -5
n kz:(:) E)\n -k n ™m
mit Stirling-Approximation, wegen Y, 1/n = oo folgt aus Beob. 6.22 Rekurrenz.
Der Fall d > 3: Es ist

R(Xo=0)= )™ %

nl,...ndeZ+
ni+-+ng=n

=(2d)‘2”(2:) )y ( " ’nd)Q

Ny, N2, N3, ...

2n

ny, N1, N2, N2, ... 7nd7nd)

nl,...nd€Z+
ni+-+ng=n

denn man muss in jeder der d Koordinatenrichtungen gleich viele +1 und —1-Schritte
ausfithren, um nach 2n Schritten wieder zuriick in der 0 zu sein.

n17n2’n3,...,nd m,m’...’m
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(denn falls n; <n; -2, so ist (n1 . nd) < (m nd))7 somit ist

..... T yeeey Tl yenny e+l mg =1,
PO(X%:O)SQ‘Q”(Qn) (dm)d!d‘” D ( " )d‘”
n / (m!) n1, N2, N3, ...,N4
ni,...ng€%+

1 (2mdm)'/?
v (2rm)d/?
fiir n - oo (und damit auch m = [n/d] — co0) mit Stirling-Approximation.

Insgesamt folgt Py(Xs, = 0) = O(n=4?), fiir d > 3 ist daher Y52, Py(X) = 0) < oo, mit
Beob. 6.22 folgt Transienz. O

ddm—n
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Kapitel 7

Ideen und Begriffe aus der Statistik

7.1 Zur deskriptiven Statistik

In diesem Kapitel der Vorlesung werden Ideen und Verfahren der beschreibenden Stati-
stik kurz diskutiert, vergleiche die Folien deskriptive_Statistik.pdf auf der Home-
page der Vorlesung; Themen dort: Histogramme, Dichtepolygone, Stripcharts, Boxplots,
statistische Kenngrofien: Lageparameter (empirischer Mittelwert, Median, Quartile) und
Streuungsparameter (empirische Streuung, Quartilsabstand)

7.2 Grundlegende Begriffe, Schitzen von Parame-
tern

Beispiel 7.1. Bei einer biologischen Expedition wurden n = 53 Krebse einer gewissen
Art gefangen, davon k = 23 Weibchen.

Was sagt uns dies iiber den Weibchenanteil in der Population?

Gibt die Beobachtung (Weibchenanteil in der Stichprobe % ~ (,434) Anlass, an einem
ausgeglichenen Geschlechterverhéltnis in dieser Population zu zweifeln?

Vorstellung: Eine sehr grofie Population von Krebsen mit (uns unbekanntem) Weib-
chenanteil ¥ € (0, 1),

der naheliegendste Schatzwert fiir 9 (angesichts der Beobachtungen) ist

~ 23
¥v=— (20,434).
53( Y )

Modell: X = (X, X,,...,X,),

%

1, i-ter gefangener Krebs ist Weibchen,
0, i-ter gefangener Krebs ist Mannchen

X, sind u.a., ~ Bery (Wir tun hier so, als ob wir mit Zuriicklegen rein zufillig aus der Gesamt-
population gezogen hiitten — diese Approximation ist fiir grofe Populationen gerechtfertigt.)
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Wir interpretieren % = ﬁ als Realisierung der Zufallsvariable

~ 1
19 = E(Xl + - +Xn)

1. (Punktschitzung) Was auch immer 9 ist, es gilt

Ey[J] =9,
2

1 1 o
= —nd¥(1-=-0)==9(1-9) = —
Vary[] —nd(1-1) = ~0(1-1) = —

mit o0 = o(¥) = \/U(1-1). (Ey, etc. bezieht sich auf Erwartungswerte beziiglich dem
Wahrscheinlichkeitsmaf}; unter dem X; ~ Bery und u.a. sind.)

—_

(1 -9)

ist ein naheliegender Schétzer fiir o.

_

Ein Schétzer fiir die Standardabweichung von U ist %.

n
Im Statistik-Jargon heifit dies auch der ,,Standardfehler (englisch: standard error [of
the mean|, SEM), dies ist eine naheliegende Mafizahl fiir die ,, Genauigkeit der Schatzung*.

(Im Beispiel:

% @_0246 o % 0,496 ~ (0,0681

23 53 /B3

man gibt also an: geschétzter Weibchenanteil 0,43 + 0,068.)

2. (,, Wie genau ist die Schiatzung?“: Konfidenzintervall) Wenn der wahre Weibchenanteil
¥ ist, so ist X + -+ X,, ~ Bin,, », also

J-9  G-v a.
F/m o o@)n

geméfl dem Satz von de Moivre-Laplace (Satz 5.1 und Korollar 5.2), also

—_

9
Py(-1,96 < /\/_3196) ~ P(~1,96 < Z < 1,96) ~ 0,95

mit Z ~ N1, d.h. das (zufillige) Intervall

—~
—~ o —~

T
= [7- =7 +1,967=] exfillt Py(9 € 1) ~ 095
(fiir jede Wahl von ¢ € [0,1]).

I heifit ein Konfidenzintervall (fiir 1) zum (approximativen) Niveau 0,95
(Im Beispiel: I ~ [0,30,0,57])
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3. (Testen von Hypothesen) Passen die Beobachtungen zur Hypothese, dass der wahre
Weibchenanteil in der Population 9, = % ist?

Wir beobachten
p-31- 12 - 5= 007

es ist
Pﬁo(\{sf— Jo| > 0,07) » P(1Z] > V4-1n-0,07) 2 2(1-®(0,96)) = 0,336.

Demnach: Wenn die Hypothese ¢ = 9y = 1 zutrifft, wiirden wir in ca. 1/3 der Félle eine

mindestens so grofle Abweichung |1/9\ - %‘ wie die tatsidchlich anhand der Daten beobachtete
finden. Insoweit gibt die Beobachtung keinen Anlass, diese Hypothese anzuzweifeln.

Definition 7.2. Ein statistisches Modell ist ein Tripel (M =) (Q, F, (Pﬁ)geg), wo Q@
Menge (,,Beobachtungs- oder Stichprobenraum®), .7 c 22 eine o-Algebra, © eine Menge
(mit |©] > 1) und fiir jedes ¥ € © ist Py ein W'maf auf (2, &).

Das Modell M heifit parametrisch, wenn © c R¢ fiir ein d € N, speziell einparametrisch,
wenn d = 1.

M heifit diskret, wenn 2 abzdhlbar ist, M heiflt stetig, wenn 2 ¢ R* und jedes Py
eine Dichte py: 2 — [0,00] besitzt.

Ein diskretes oder stetiges Modell heifit ein Standardmodell.

(Q”, Fen (Pg’”)ﬁe@) heifit das n-fache Produktmodell von M (fiir Produktmafe vgl.
Def. 2.21).

Definition 7.3. (Q,a@, (Pﬁ)ﬂg@) statistisches Modell, (.S, <) messbarer Raum.

1. Eine Zufallsvariable X (definiert auf (2,.#) mit Werten in S, d.h. X : Q - S ist
F-of -messbar) heifit eine Statistik (manchmal auch: ,Stichprobe®).

2. Sei 7 : ©® - R eine reelle Kenngrofie (oder ,,Parametermerkmal®), eine Statistik
T:Q - R heifit ein Schdtzer (genauer: ,,Punktschatzer®) fiir 7.

3. Ein Schitzer T fiir 7 heiit erwartungstreu (oder ,unverzerrt“), wenn gilt
VieO : Ey[T]=9.
by(T) := Ey[T] — ¥ heiBt die Verzerrung (englisch: bias) von T.

Die typische Konstruktion / Situation eines Schétzers ist T' = ¢(X) fiir eine Funktion
t:S—->R.

Man schreibt / benennt einen Schétzer fir 7 oft 7.
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Schematische Darstellung eines Schéitzers T = t(X) fiir 7

Das Startbeispiel 7.1 in der Formalisierung von Definition 7.2 und 7.3 ausgedriickt:
e Statistisches Modell: Q ={0,1}", . =2% 0 =[0,1], Py = Bery"
e Parametermerkmal: 7:0 - R, 7(¢) = ¢

e Statistik: S =Q, X =1Idg

e Schétzer: T': Q) - R, T((ﬂfl,...,In)) I )
n

Dies ist ein Standardmodell im Sinne von Def. 7.2, es gilt Ey[T] = 9 = 7(9) fiir alle
¥ €[0,1], d.h. T ist hier ein erwartungstreuer Schitzer fiir 7.

Beispiel 7.4 (Erwartungstreue Schétzer fiir Mittelwert und Varianz im Produktmodell).
Fiir ¥ € © sei (Qy ein Wmafl auf R mit endlichem Mittelwert

m(9) = fR 2 Qy(dz)
und endlicher Varianz

() = [R (2= m(9))’ Qu(dz).

Unter Py seien Xq,..., X, wiv., X;~ Qy.

(In der Formalisierung von Definition 7.2 und 7.3 kénnten wir wihlen: M = (R", B(R"), (Py)veo)
mit Py = Q3" fiir ¥ € O, als Statistik betrachten wir X = (X,...,X,) mit X, :R" - R
die Projektion auf die i-te Koordinate.

Bemerke: dies ist u.U. kein parametrisches Modell, man konnte z.B.
O := {Q : @ ist WmaB auf R mit [ 22 Q(dx) < oo}

wéhlen.)
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Dann ist

1 n

— > X, ein erwartungstreuer Schétzer fiir m(¥),

n i=-1

—1 (X - Y)Q ein erwartungstreuer Schétzer fiir v(¥).
n-1:3

(In diesem Kontext heifit X auch der empirische Mittelwert oder Stichprobenmittelwert
, S? die korrigierte Stichprobenvarianz, vgl. auch die Diskussion in Kapitel 7.1 iiber
deskriptive Statistik.)

Fiir ¥ € © gilt ndmlich

B, [X] = %il@ﬁ[m = = () = m(9),

Ey| 3 (X, - X)] = nEy[(X: - X)?] = nVary[ X; - X]

i=1

:nvm[” 1X1__ZX] n((2) Var, [X,] + 25 Vary [ X,])
= (n-1)Vary[ X;],

also

Ey[5?] =

Eﬁ[i (X:-X)"] = v(),

i=1

Beobachtung und Definition 7.5. Betrachten wir in der Situation von Beispiel 7.4

die Stichprobengrofle n als variabel (formal: wir gehen zum unendlichen Produktmodell
M = (R=, B2, (Q%)geo) iiber (vgl. Beobachtung und Bericht 2.23), mit X; : R* - R
Projektion auf i-te Koordinate).

Dann gilt fiir jedes v € ©

— 1
X, =— ZX — m(¥) stochastisch bzgl. Py und
n

1 & -
S2 = — Z; (X; - Xn)27H—o>ov(19) stochastisch bzgl. Py.

Man sagt: Diese (Folgen von) Schétzer(n) sind konsistent.

Fiir X, folgt dies direkt aus dem Gesetz der groBen Zahlen (siche Korollar 4.2), weiterhin
ist

%*szﬁiil(x-mz(ggx;) oK)+ () = (5 1 X7) - (R
= [ 22 Qy(dr) - (m())" = v(9)

gemif dem Gesetz der groflen Zahlen zusammen mit Lemma 4.5 und obigem, wegen
n=l 1 folgt mit Lemma 4.5 die Behauptung.
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Bericht. Tatséchlich gilt sogar

X, — m(¥) Pyfs. und S22 — v(¥) Pyfs.

n—oo

(diese Schétzer sind auch ,stark konsistent®).

Fiir X,, folgt dies unter den Voraussetzungen von Beispiel 7.4 aus der Version des
starken Gesetzes der grofien Zahlen, die wir in Satz 4.6 bewiesen haben, fiir S2 folgt dies
aus Bericht 4.7.

7.2.1 Maximum-Likelihood-Schéitzer
Definition 7.6. Sei .4 = (X, %, (Py)yco) €in statistisches Standardmodell mit

Gewichten py(-) bzw. Dichte py(-) fiir ¥ € ©.

Die Funktion
p: XxO —[0,00)

(2,9) > p(w,9) = py(2)
heilt Likelihood-Funktion (manchmal auch , Plausibilitdts-Funktion“), fir z € X heifit

Ly:© ~[0,00),  Ly(0) = p(x,9)

die Likelihood-Funktion zum Beobachtungswert z.

Ein Schétzer T': X - O heiit (ein) Maximum-Likelihood-Schétzer, wenn

p(a,T(z)) = maxp(z,0) Vred

(auch kurz ML-Schétzer genannt, engl. MLE = maximum likelihood estimator).

Beispiel 7.7. 1. (,Riickfangmethode®, engl. “capture-recapture”) Ein Teich enthalte v
Fische (einer gewissen Art, 9 € N ist der unbekannte Parameter), fange und markiere
m, setze wieder aus. Wenn sich die markierten Fische gut verteilt haben, fange erneut n
Fische.

Nehmen wir an, wir beobachten unter den erneut gefangenen x markierte Fische.
Formalisierung als statistisches Modell:

X={0,1,...,n},0={(mvn),(mvn)+1,(mvn)+2,...}, Py =Hyp,, 9 mn

Die Likelihood-Funktion ist

(1))
()

p(:}:,ﬁ) =

der ML-Schétzer ist _ n
19ML = T(l’) = |‘E . mJ,
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denn

pz9) ()
pled=1) ()5

n n—-x

(P-=m)(¥-n) Jxr —mn .

= :1— :]_7 19:—’
HI-m-n+zx) Y -m-n+x) e
<1, 9>=¢

>1, 9<me

(beachte: stets ist ¥ —m >n -z, es gibt im Teich mindestens so viele unmarkierte Fische
wie in der Riickfang-Stichprobe).

2. (Erfolgsw’keit im Binomialmodell)

p(x,9) =L, (V) = (n)ﬁx(l—f})”_w, (Py=Bin,y fir 0 ©=[0,1], ze X ={0,1,...,n}),
T

da;logL (W) = dﬁ log Z)+xlogz9+(n x)log(1 19))
r n-zx
—5—1_19 0 — 9o s

d.h. hier ist Ty = =
mn

(Es ist 4 log L, (¥) > 0 fiir ¥ < z/n und 2 log L,(9) < 0 fiir ¥ > x/n, d.h. es handelt
sich tatsacll\hch um ein Maximum; Inspektlon zeigt, dass auch in den Randféllen z =0
und z =n Yy, = £ gilt.)

3. (Normales Modell mit bekannter Varianz) n Beobachtungen seien u.i.v. ~ Ny 2, 02 >0
sei bekannt.

Mit x = (x1,...,2,) € R™ ist

plx,9) = Ly(9) = 1‘[ _exp(_%)

1 n
_ 2\-n/2 _ 92
= (2m0”) exp( 557 i:E1($l ) )

d.h.
L.(9) Smax < > (- 0)? Zmin.
i=1

Mit m(z) = £ ¥, @, ist
zj: V) = i(mi—m(x))2+ (m(x)—ﬁ)2,

d.h. es ist Dy, = m(z), das empirische Mittel der Beobachtungen.

4. (Normales Modell, unbekannter Erwartungswert und unbekannte Varianz) n Beob-
achtungen seien u.i.v. ~ N, , mit unbekannten p € R und v € (0, c0).
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(Formalisierung: X =R", © = {0 = (,v) : p e R,v > 0}, Py = N22)
Wie in 3. ist
1 n

Z(lﬂz _M)Qv

n n
log L, ((p,v)) = -3 log(27) - B logv - 50
i-1

n
nach obigem ist fiyg, = — sz Maximierer beziiglich p (fiir jeden Wert von v), weiter ist
ni=

n

2logL:c((/ub,v))|

1 n
— > (@ — ),
v 202 H

=——+
H=0ML 2v

v

(Und man priift: log Lx((ﬁML,v)) ist wachsend fiir v < Typr, fallend fiir v > Tyr.)

0 - - 1 —~
also —long((,uML,v)) =0 < v=Ty = - Z(:cZ ~ v )2
i=1

Beachte: Der ML-Schitzer fiir die unbekannte Varianz ist hier die (unkorrigierte)
Stichprobenvarianz, also ist er nicht erwartungstreu (vgl. Beob. und Def. 7.5).

5. n Beobachtungen seien u.i.v. uniform auf [0, 9] (mit einem unbekannten 9 € (0, c0)).
Es ist

I = max{ry, T, ..., Ty},
denn 1
—, falls v >z, 29,...,2,,
L(m1 ..... xn)(ﬁ) = 79”
0, sonst.

Bericht 7.8 (Cramér-Rao-Schranke und ,,beste* Schétzer). Sei (X,.Z, (Py)geo) €in sta-
tistisches Standardmodell, p(x,1) die Likelihoodfunktion.

Ein erwartungstreuer Schétzer T fiir ein reelles Parametermerkmal 7(¢) heifit varianz-
minimierend (auch ,gleichméfig bester Schitzer®, engl. UMVU (= uniformly minimum
variance unbiased) estimator), falls fiir jeden anderen erwartungstreuen Schétzer T fiir 7
gilt

Vary[T'] < Vary[T'] fiir alle 9 € ©.

(In diesem Sinne ist 7" optimal und beantwortet — so existent — auf diese Weise die Frage
» Wie gut kann man 7(9) anhand der Beobachtungen iiberhaupt schitzen?*)

Ein einparametriges Standardmodell (d.h. © c R) heifit regulér, falls gilt:
(i) © c R ist ein offenes Intervall.

(ii) Likelihood-Funktion p(x,) ist strikt positiv auf Xx© und fiir jedes x ist ¥ — p(x, 1)
stetig diff 'bar.

(ili) Uy(z) := L log p(x,d) erfiillt Iy := Varyg[Uy] € (0, 00)
(Uy heiit die ,,Scorefunktion® und Iy heifit die Fisher-Information) und es gilt

f){%p(x,ﬁ)d:p:%/)(p(z,ﬁ)dx (=0).
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Weiter heifit ein Schétzer T' regulér, wenn fiir jedes ¥ € © gilt

%LT(x)p(x,ﬂ)dx:fXT(x)%p(:c,ﬁ)dx.

(Wenn X diskret ist, so ist jeweils das Integral [, ...dz durch die Summe Y »... zu
ersetzen. )

Sei 7: © — R ein stetig differenzierbares Parametermerkmal, 7" ein regulérer, erwar-
tungstreuer Schétzer fiir 7 in einem reguldren Standardmodell. Dann gilt die Cramér-
Rao-Schranke!:

(7'(9))?
Var,g[T] > W Ve @,

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn

() ()

T()-7(0) = =50

Beispiel(-klasse). Exponentielle Familien (bzgl. der Statistik 7"
Sei
po,9) = () - exp (a(9) - T(z) - (D)

fiir gewisse Funktionen a,b: ©® > Rund h: X - R

Dann ist
Ug(x) =a'(9)T(x) - (),
also

Ey[T] = 2,,8’;)) = 7(1),

man kann zeigen, dass

1(19) = Varlg[Uﬁ]
=a'(9)-7'(9),

d.h. es gilt

b'(d) | Us(x) 7' (D)Us(x)
T(x)= =
=@ ey T T Iw)
T ist demnach in dieser Situation ein varianzminimierender erwartungstreuer Schétzer

fir 7.

Beispiel-Instanzen.

nach Harald Cramér, 1983-1985 und Calyampudi Radhakrishna Rao, *1920
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1. Binomialverteilungen: Py = Bin,, », ¥ € [0, 1]

p(x,fﬁ)z(Z)ﬁm(l—ﬁ)n—w:(:;)exp( % nlog(l?ﬁ)+nlog(1—ﬁ)), x € Np,

—~ S———— __
T(x) =a (") =-b(?)

T'(x) = £ ist varianzminimierender erwartungstreuer Schétzer fiir 7(J) = 0/(9) /a’ (V) =

0.

2. Poissonverteilungen: Py = Poiy, 0 € (0, 00)

T(z) =¢(®)  b(¥)
L

a 1 =
p(x,ﬁ) — 6—19_ = —_ e® logd — ¥
! a!
—
=h(x)

Es ist 7(¢) = 1/%9 =1, T(x) = x ist varianzminimierender erwartungstreuer Schétzer

(W) _ 12 _ g

fiir 99, seine Varianz ist Z@r ) = 11

3. Normalverteilungen bei bekannter Varianz: Py = Ny 2 mit festem 2 > 0

1 1 9
p(x,ﬁ‘):\/ﬁexp<—ﬁ(m—ﬁ))
i) 192 )7

= ;6_12/(202)'6}(1)( — x [ —

V2ra? ~ o2 20

:T(x) el ~——
=h(z) =a(¥)  =b(v)

also: T'(z) = x ist varianzminimierender erwartungstreuer Schitzer fir 9 = 7(9) =

%, seine Varianz ist o2 = ﬁ =12/(a’'(V)7'(1)).

Bemerkung. Das n-fache Produktmodell .Z®" eines reguldren Modells ist wiederum
reguliir, seine Fisher-Information erfiillt (") (9) =n - I(¥9).

Ist 4 exponentielles Modells bzgl. der Statistik 7', so ist .#Z®" ebenfalls ein exponen-
tielles Modell, und die zugrundeliegende Statistik ist

12
Tn(xl, . ,ilj'n) = E ZT(IZ),
i=1

denn

3I>—‘

2 (s ), 1) = Hp(:cz,fﬁ) Hh(xl)exp(na(ﬁ il xz))—nb(ﬁ)).

7.2.2 Eine Anmerkung zu linearer Regression und kleinste-Quadrate-
Schitzung

Beobachtung 7.9 (Lineare Regression als kleinste-Quadrate-Schéitzer). Nehmen wir an,
die Beobachtungen bestehen aus n Messwertpaaren (x;,v;), 4= 1,...,n (Werte in R?) und
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wir vermuten aus theoretischen Griinden einen (affin-)linearen Zusammenhang, d.h. bei
»perfekter® Messung gélte y; = Sy + 121 fiir gewisse (uns unbekannte) Zahlen 5y und f;.

(Ein ,,Lehrbuchbeispiel“: y; ist die Lénge einer Stahlfeder bei Zugbelastung mit Ge-
wicht z; innerhalb des Giiltigkeitsbereich des Hooke’schen Gesetzes.)

Aufgrund beispielsweise von Messungenauigkeiten (oder womoglich auch weil der li-
neare Zusammenhang in Wirklichkeit nur approximativ gilt) werden die realen Daten-
punkte typischerweise nicht auf einer Geraden liegen.

y

Formulierung als statistisches Modell: z1,...,z, seien feste (bekannte) Werte (z ist die
»erklarende Variable®), fiir O = (fy, 81) € © = R? sei unter Py

Y;=Bo+ B+, i=1,...,n mit g uwiv. mit E[g;] =0, Var[g;] = o2
und wir fassen die beobachteten y;-Werte als Realisierungen der Y; auf (y ist die ,,abhéngi-

ge Variable“ oder , ZielgroBe®).

Ein naheliegender Ansatz, ¥ = (Bo, £1) zu schitzen, ist der kleinste- Quadrate-Schitzer:
Finde [y, 81 so, dass

(yi ~(Bo + B\lxi)f = min Y (?Jz - (Bo+ 51%‘))2

n
i=1 (Bo,B1)eR? i=1

Die Losung kennen wir schon (vgl. Beob. 3.21, die wir hier gewissermaflen nur ,statistisch
aussprechen®): Mit

_ 1z _ 1 & 1& _ 1& _
P, TSy e ST, oe ()
st
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(Betrachte nimlich eine ZV (X,Y) mit Werten in R2, deren Verteilung die empirische
Verteilung der Datenpunkte ist, d.h. = Y7, 6z, 4,), SO ist E[X] =7 E[Y] = 7, Var[X] =
o2, Var[Y] = oz, Cov[X,Y] = cov,, und die Behauptung folgt wortlich aus Beob. 3.21,
man kann natiirlich auch die Rechnung dort nochmals hier wiederholen).

Ubrigens: Wenn man zusétzlich annimmt, dass die g; wi.v. ~ No2 sind, so ist der
kleinste-Quadrate-Schéitzer hier auch zugleich der Maximum-Likelihood-Schétzer (mit
einer Rechnung analog zu Bsp. 7.7, 3.).

7.3 Konfidenzintervalle (und Konfidenzbereiche)

Definition 7.10. Sei 4 = (X,.7,(Py)seo) €in statistisches Modell, 7(?) reelles Para-
metermerkmal, L, R Statistiken mit L < R, o€ (0,1).

Das (zuféllige) Intervall I := [L, R] heifit ein Konfidenzintervall (manchmal auch ,, Ver-
trauensintervall“) fiir 7 zum (Sicherheits-)Niveau 1 -« (bzw. Irrtumsniveau «), wenn gilt

Ve : Py(r(W)el)>1-a.

Beachte: I ist zuféllig, nicht aber ¥ (zumindest in unserer (sogenannten frequentistischen)
Interpretation).

Allgemeiner heifit eine in Abhéngigkeit von den Beobachtungen z € X konstruierte
Menge C(x) c © heifit ein Konfidenzbereich fiir 7 zum (Sicherheits-)Niveau 1 - «, wenn
gilt

Vie® : Py({zeX:C(z)>7(¥)})>1-a.

Offenbar méchte man i.A. I so kurz wie moglich wihlen (soweit vertriglich mit dem
geforderten Niveau).

Beispiel 7.11 (Konfidenzintervall fiir den Mittelwert im normalen Modell bei bekannter
Varianz). Unter Py seien X1, Xo,..., X, wiv. ~ Ny 2 mit J € © :=R, 02 > 0 sei bekannt
(und fest).

— 1 &
Sei ¢ := ®71(1-%) das (1-a/2)-Quantil der Standardnormalverteilung, X = — " X
N

L’yw.i]

v v

ist ein Konfidenzintervall fiir 9 zum (Sicherheits-)Niveau 1 - a, denn unter Py ist X ~

Nﬁ,cﬂ/n?

I := [Y—q-

< o S o X -9
Py(X-q-—=<9<X+q-—=)=Py(g> > -
(X —q = +q \/ﬁ) (a N q)
=P(-q<Z<q)=P(Z<q)-P(Z>~q)=1-5 - S=1-a

(mit Z o~ ./\/’071).
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Beispiel 7.12 (Approximatives Konfidenzintervall im Binomialmodell mittels Normal-
approximation, vgl. auch Bsp. 7.1). X ~ Bin,,», 8 € © = [0,1],

J:=% 5=\/0(1-7), ae(0,1), ¢:=d1(1-2), dann ist

7 Gy

\/_ \/_

ein (approximatives) Konfidenzintervall fiir ¥ zum Sicherheitsniveau 1 - «, denn unter Py
gilt fiir n - oo

—_

[=[0-q—,0+q

-~ d d J-9 X-nd 4
059, 7——+/9(1-9), und — —— — Mo
NG

(mit Satz von de Moivre-Laplace, Satz 5.1 und Korollar 5.2)

):Pﬁ(—qs,f/?/%Sq)NP(—qSZSQ)Zl—Oé

7.3.1 Rund um die multivariate Normalverteilung

Fiir das weitere Vorgehen benétigen wir einige Eigenschaften der multivariaten Normal-
verteilung.

Beobachtung und Definition 7.13. neN, X}, X5, ..., X,, w.i.v. ~Npy1, so hat

X = X12 + X22 4ot Xg die Dichte F(;/Q)Q n/QIQ _I/Q].[O,oo)(x)a

X2 = Z(X) heifst Chiquadrat-Verteilung mit n Freiheitsgraden.

Beachte: x2 = I'1j /2, wo die Gamma-Verteilung I, , die Dichte ﬁa”x”‘le‘wl(o,w)(az)
besitzt (o« = Skalen-, v = Formparameter), siche Aufg. 4.3.

Proposition 7.14. Seien a,r,5 >0, X ~T'y ., Y ~ 'y s unabhingig. Dann sind

unabhdngig

X
X+Y dV:=
+Y und V ran

und X +Y ~Tq,is, V ~ B,5, wobet die Beta-Verteilung 3, s die Dichte

I'(r+s r— S—
St v (1= v) g (v)

besitzt.

Insbesondere bilden die Gamma-Verteilungen eine Faltungsfamilie (beziiglich des zwei-
ten, des sogenannten Formparameters): U, %o s =T s

Beweis. (X,Y") hat Dichte
a"""S

faxyy(x,y) = (I

x’r—lys—le—a(xﬂ;) auf (0’ 00)2'
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+
Sei p(z,y) = (x - y)’ so ist

T+y
lz+yl 1
(z+y)* |o+yl

Schreibe Z := X +Y, V := &, Gem#B 2-dimensionaler Dichtetransformation (siehe
Bericht 1.38) ist die Dichte von (Z,V):

faxy) (@ H(z,v))
[det Dp(¢71(z,0))]

= & W(zv)’“‘ (z(1-v))* e
oY reetgeas L¥s)

T(r+s) T(r)T(s)

Dichte von 'y r+s Dichte von S s

' (2,0) = ((1 U)) Dso(fv,y)=(i _W), [det Dp(x,y)| =

(z+y)?

fzvy(z,v)

,Ur—l(l _ U)S_l

Beweis von Beob. 7.13. X ~ Ny, so ist X2 ~ Iis (=x3) :

N

x

| X| hat Dichte %6’7 auf (0,00);seip: (() 00) = (0,00), 2 = 22, 0 (y) = /¥, diygo‘l(y) =

2y, also hat X? die Dichte 2¢_\/_ €% = (%)7 I )yz le~2¥ (siche Beob. 1.36).
Dies zeigt die Behauptung fiir n = 1, der allgemeine Fall folgt daraus induktiv unter
Verwendung von Proposition 7.14. O]

Korollar und Definition 7.15. Seien m,n € N, Xy,...,X,,,Y1,...,Y, unabhéngig,

~ No1-
1% 2 m
" E X D("5")  m zz!
1. me = 1n— hat Dichte fm n(I) Wm 22 ﬁ1(0700)(x)
L3 y? 2 )1 (3 (n+mz) 2
j=1

Z(Fn) heifit Fisher-Verteilung? mit m und n Freiheitsgraden (préiziser: mit m
Zahler- und n Nenner-Freiheitsgraden).

X INEC | 2\~

9. T, := ——— hat Dichte ¢ .
Ty, e TR Frm vl )
njzl J

Z(T,,) heiit Student- Verteilung® mit n Freiheitsgraden (auch Student’sche T-Verteilung
genannt).

Bemerke: Die Student-Verteilung mit einem Freiheitsgrad ist die Cauchy-Verteilung.

Bemerkung. Sei T,, Student-verteilt mit n Freiheitsgraden, so ist T, 4, Noi.
(denn es gilt ¢, (x) - \/%e*ﬁ/ 2 lokal gleichméBig).

2Nach Ronald Aylmer Fisher, 1890-1962
3Nach William Sealy Gosset, 1876-1937, der sie 1908 unter dem Pseudonym “Student” veréffentlichte.
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sind unabhéngig, also

Beweis von Korollar 7.15. 1. X := § X2~T1 f 1n
izl 2772 j=1 272
. X "
ist V= ~v " 6%7% nach Proposition 7.14.
Dann ist X
2 :nX:_Xer_ﬁ %4
e mY mX{Y ml-V’
mit
5:(0.1) > (0,00), 00 LV alsopi(z) = Doyt
’ T ml-v’ n+mz  dv m(1-wv)?

ist Fy,.n = @(V), hat also die Dichte

ne  T(M) (mz \EL( on
fmn( ) (n+m2)2r(%)r(%) (n+m2’) (n+m2)
(n+m m ﬂ Z%_l

e

2. T? hat (nach 1.) Dichte f ., also hat |T;,| Dichte 2 f1 »(t*)1[0,00) ().
Da T,, symmetrisch um 0 verteilt ist (klar aus der Symmetrie von X3), hat 7,, die
Dichte

LY e (P
PN (e )P
_ ) 1 1
PIT(E) Vi (14 2)00P

[t]frn () = [¢]

Satz 7.16. Xy,..., X, w.iv. ~N,,2 mit peR, 0>0,
L3P RN LI o5 G VT
n " n-15"" '
Es qilt

1. M und S? sind unabhingig, M ~N,, y2/n, “55% ~ X2_;.

7o V(M —p)
\/§

Beweis. Sei 0.E. p1=0, 02 =1, sonst betrachte X/ := (X; — u)/Vo?.
1. Sei O orthogonale n x n-Matrix, deren erste Zeile z; = (%, ﬁ, - ﬁ) ist, d.h.

st Student-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden.

erginze z; zu einer Orthonormalbasis z1, ..., z, von R", setze
Z1
0=\
Zn
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Dann ist

Y Xy
v =0l Y
Y, X,

n-dimensional Standardnormalverteilt (nach Beispiel 2.20, Invarianz der n-dim. Normal-
verteilung unter orthogonalen Transformationen).

Somit

LA |
Y=Y —X,; =VnM, also M ~ Ny 1/n,
=R /

(n-1)82= 3 (X~ M)? = 3 X2 — n®
=1

1=1

= ||(X15 cee 7Xn)T||2 _Yf = ||(}/17 cee 7Yn)T||2 - er = ZY?a
=2

also (n—1)S% ~ x2_; und unabhéngig von M.

(Geometrisch ausgedriickt: Zerlege R” = D @ D* in die Diagonale D = {(z,z,...,x) :
x € R} ¢ R™ und ihr orthogonales Komplement D* = {(x1,%9,...,2,) : x1 + -+ + 2, = 0},
seien Pp : R® - D, Pp, = Idgn = Pp : R* - D* die orthogonalen Projektionen auf D bzw.
auf D', dann ist \/nM die (signierte) Linge von PpX und (n-1)S?% =||Pp, X|?.)

2. Dies folgt aus 1. und der Definition (vgl. Korollar und Definition 7.15, 2.) [

Korollar 7.17 (Student-Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert im normalen Mo-
dell). Unter Py, ¥ = (u,0?) e Rx (0,00) seien

XI,XQ, “en ,Xn U. 0. ~

1,02

Sei e (0,1), ¢ = qu-1,1-a/2 das 1 = §-Quantil der Student-Verteilung mit n -1 Freiheits-
graden,

M::lzn:Xi, 52::Li(Xi—M)2.
M i=1 n-L1ia

I::[M—q\/%,M+Q\/§]

ein Konfidenzintervall fiir u zum Irrtumsniveau .

Dann st

Beweis. T := % ist Student-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden (fiir jede Wahl von

und 02),
P01~/ E 1 0y/5)

:P(—quSq):P(T§q)—P(T§—q):1—%.
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Beispiel. Zwei Schlafmittel sollen verglichen werden, 10 Patienten erhielten in aufein-
anderfolgenden Néchten Medikament A und B.

Die Daten (z; = Anz. Stunden Schlaf mit Mittel A - Anz. Stunden Schlaf mit Mittel B
bei Patient Nr. 7):

il 1234567 ]8]9]10

x| 12]24[13]13]00]1,0[1,8[08[46]|14

Es ist 0 0 /
_—i LN = 1 _7)2 12%
T = 0 ;% ~ 1,58, s= (9 ;(xl 7) ) ~ 1,23.

Nehmen wir an, die Daten stammen aus einer Normalverteilung mit unbekanntem
Mittelwert 1 und unbekannter Varianz o2 (und die Ergebnisse der verschiedenen Patien-
ten sind unabhéngig).

Es ist g9 0995 & 3,25 (aus einer Quantiltabelle oder beispielsweise mit R berechnet),
demnach ist 5
T+qg—| 20,31, 2,85
[T+q \/ﬁ] [ ]

ein Konfidenzintervall fiir p (die mittlere zusétzliche Anzahl Stunden Schlaf, die Medika-
ment A mehr bringt als Medikament B) zum Sicherheitsniveau 0,99 = 1 - 0,01.

(Beachte: (Sinnlos) genaue Werte mit Rechnergenauigkeit sind 7 — 4 2 0,3159481,
T+ q% ~ 28440519, man sollte allerdings die Grenzen eines Konfidenzintervalls stets
,konservativ“, d.h. nach auflen, runden.)

7.3.2 Ein Konfidenzintervall fiir den Median (ein kleiner Aus-

flug in die nicht-parametrische Statistik)

Satz 7.18 (Ein Konfidenzintervall fiir den Median). Seien X;,..., X, w.i.v. reellwertig,
mit (unbekannter) Verteilung @, die eine stetige Verteilungsfunktion besitzt (d.h. Q hat
keine Atome). (Im Formalismus: © = {V : ¥ nicht-atomares W’maf$ auf R}, X = R",
Py =19%n)

m(Q) sei ,der* Median von Q@ (d.h. Q((-00,m(Q)]) = 3 = Q([m(Q), o)), vyl
Def. 3.22; falls mehrere Werte in Frage kommen, nehmen wir das arithmetische Mit-
tel aus dem kleinsten und dem grifiten maoglichen Wert).

Die zugehérige Ordnungsstatistik ist
Xy < X@)<... < Xp).
Zu o€ (0,1) wihle k mazimal, so dass Bin,1/2({0,...,k=1}) < §, dann ist
[ Xy Xnoren) ]

ein Konfidenzintervall fiir den Median m(Q) zum Sicherheitsniveau 1 — cv.
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Beweis. Es ist

Q%" ( Xy >m(Q)) =" ({1<i<n: X; <m(Q)} <k-1)
= Binn,l/g({O, Ce ,l{'— 1}) < %,

analog ist
Q%" (X(nk1y <m(Q)) = Q% ({1 <i<n: X; 2m(Q)} <k-1) < %
somit
Q¥ ([ Xy, Xenren ] F1(Q)) £ Q5" (X > m(Q)) + Q" (X ty <m(Q)) < .

]

Im ,,Schlafmittel-Vergleich“-Beispiel oben ergébe sich fiir o = 0,01: n = 10, man muss
in Satz 7.18 k = 1 wéhlen (es ist Binjg1/2({0}) & 0,001, aber Binjg;,2({0,1}) = 0,012),
d.h. ein Konfidenzintervall fiir den Median (der Differenz der Schlafdauer unter Mittel A
versus Mittel B) zum Sicherheitsniveau 99% ist [X (1), X(10)] = [0, 4,6].

(Fiir o = 0,05 konnte man £ = 2 wihlen und erhielte [X(9), X(9)] = [0,8, 2,4] als
Konfidenzintervall zum Sicherheitsniveau 95%.)

7.3.3 Exkurs: Exakte Konfidenzintervalle fiir den Erfolgspara-
meter in der Binomialverteilung

Unter n unabhéngigen Versuchen seien x Erfolge beobachtet worden, wir fassen z als
Realisierung einer Bin,, g-verteilten ZV auf und wollen anhand der Beobachtung auf ¢
schlielen.

Wir hatten in Beispiel 7.12 das auf asymptotischer Normalitit fulende (approxima-
tive) Konfidenzintervall fiir 9 zum Niveau 1 — « kennen gelernt:

—_ P —
it d==,7=1/09(1-1), qgdas 1-2- til M
mi - ( ), q das 5-Quantil von Ny

Wie konnten wir vorgehen, wenn wir uns nicht auf die Asymptotik verlassen mochten?
Wir beobachte X ~ Py := Bin, y und méchten anhand der Beobachtung ein (nur nicht
approximativ korrektes) Konfidenzintervall fiir ¢ € © = [0, 1] konstruieren.

Idee: Zu ¢ € © := [0, 1] wihle ¢y € (0,1), so dass fiir
Cy={ze{0,1,...,n}:Bin, y({z}) > ¢y}

gilt Bin, y(Cy) > 1 - a (und ¢y moglichst groB, so dass Cy moglichst klein).
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Setze C'(z) :={0 €O :xeCy} fiir x e X :={0,1,...,n}, dann gilt
Vie® : Py(eC(X))=Py(XeCy)>21-a
nach Konstruktion.
Es gilt

1. Fir 9 € (0,1) ist {0,...,n} 3  » Bin, y({z}) strikt wachsend auf {0,1,...,[(n +
1)9-1]}, strikt fallend auf {|(n+1)d],...,n}, also maximal auf z = | (n+1)9] (und
auf (n+1)Y -1, wenn (n+ 1) € Z).

2. Fir x e {1,...,n} ist [0,1] 39 » Bin,y({z,x +1,...,n}) stetig, strikt monoton
wachsend mit

Binn,ﬂ({xa T+ 17 ce 7n}) = Bm,n—x+1([0719])7
wo [, (die Beta-Verteilung) die Dichte

_T(a+b) b-1
fBetaa’b(u) = WU (1 - u)

auf (0,1) hat.

Argument:
1.
Bin,y({z}) () (A-9)
Bin, y({z - 1}) (,")0=1(1 - §)naL
= % >1 — z<(n+1)0

2. Uy,...,U, unabhingig und uniform auf [0, 1], so ist
S =) 110 (Us)
i=1

ist Bin,, y-verteilt.
Sei Uy < Uy < ... < Uy, die ,,Ordnungsstatistik®.

Bin,y({z,...,n}) = P(Sy>x) = P(Uy) < V)

- i Z (Ukéﬁ,UmSUkﬂirmeB, )

T By U Ui le {1, n} s ({k}uB)

|Bl|=z-1

9 9
= [ ulBl(1-u)"~IBl-1 du= [ ur~1(1-u)"~ du
0 0

9
n(n - 1) / u” (1 -u)"* du
-1 J

——
n! [(n+1)

(- D)!(n-z)! T(x)D(n-xz+1)
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Wihle Cy = {z_(9),z_(9) + 1,...,2.(¥)} mit z_(J) = max{z : Bin, »({0,...,z -
1}) <%} und z,(¥) = min{z : Bin, y({z +1,...,n}) < %

Es gilt:
o r <z, (V) < Bin,y({z,...,n}) = Bon-—2+1([0,9]) > %

< ¥ >p_(z) = §-Quantil von Beta, ;1.
e r>x,(V) < Bin,y({0,...,2})=1-Bin({z+1,...,n}) = fes1na([V,1]) 2

[0

> ¥ <p.(z):=1-%5-Quantil von Betay i, .

Somit haben wir bewiesen:

Satz 7.19 (Exaktes Konfidenzintervall im Binomialmodell).

p-(x) := §-Quantil von Betay ;_g41,

p+() = 1= §-Quantil von Betay,1 o

x> [p-(z),p+(x)] ist ein Konfidenzintervall fir ¥ zum Sicherheitsniveau 1 — av.

Bemerkung.

e Quantile der Beta-Verteilungen sind tabelliert, gelegentlich kann beim Nachschlagen
in Tabellen die Symmetrieeigenschaft

Bthb([ovz]) = /Bb,a([l -, 1]) =1- Bb,a([oa 1- $])
niitzlich sein.

e R kennt die Beta-Verteilungen, ihre Verteilungsfunktionen pbeta(x, a, b) und
ihre Quantile gbeta(p, a, b)

_ Fiir die Daten aus Beispiel 7.1 (n = 53, beobachtet x = 23) mit a = 0,05 finden wir
Y= % ~ 0,434, 5 ~ 0,496, goors » 1,96, also ist das approximative 95%-Konfidenzintervall

fiir ¢ hier [J q\/%] ~[0,30,0,57].

Es ist p_(23) = 0,025-Quantil von Ba331 ~ 0,30, p.(23) = 0,975-Quantil von [a 30 »
0,57, d.h. das exakte Konfidenzintervall [p_(z),p.(x)] ~ [0,30,0,57] (stimmt hier bei
Rundung mit obigem iiberein).

(Die Intervalle sind nicht gleich: Absurd priizise Werte wiiren: [@‘iq%] ~ [0,3005306, 0,5673939],
[p-(23),p+(23)] ~ [0,2983921,0,5771742].)

Bericht. Manchmal betrachtet man auch den Schéatzer

@':I‘i‘l
n+2

fiir ¥ und bildet als (approximatives) Konfidenzintervall zum Niveau 1 - «

[J-q—=,0+¢

v
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Uberdeckungswahrscheinlichkeit Uberdeckungswahrscheinlichkeit
n=100 (approx. Konfidenzintervall, nominelles Niveau 0.95) n=100 (exaktes Konfidenzintervall, Niveau 0.95)
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|
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|
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|
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Abbildung 7.1: Uberdeckungswahrscheinlichkeit eines (nominellen) 95%-Konfidenz-
intervalls fiir den Erfolgsparameter p einer Binomialverteilung mit n = 100 als Funktion
von p: Links approximatives 95%-Konfidenzintervall (aus Bsp. 7.12), rechts exaktes Kon-
fidenzintervall (aus Satz 7.19). Speziell fiir p nahe an 0 oder 1 hilt das approximative
Konfidenzintervall das nominelle Niveau nicht ein.

mit 7 = \/J(1-0), q¢das1- $-Quantil von Ny ;.

U wirkt vielleicht zunéchst »ad hoc* gewahlt. Die Form von ¥ ist natiirlich im Kontext
eines Bayesschen Ansatzes, den wir in dieser Vorlesung nicht weiter diskutieren werden.
Die tatséichliche Uberdeckungswahrscheinlichkeit dieses approximativen Konfidenzinter-
valls ist speziell fiir 1 nahe an 0 oder 1 besser als die des , klassischen“ approximativen
Konfidenzintervalls aus Bsp. 7.12 (vergleiche die Grafik unten mit Abb. 7.1, linke Grafik):

Uberdeckungswahrscheinlichkeit
n=100 (modifiziertes approx. Konfidenzint., nominelles Niveau 0.95)

1.00

0.95
Il

0.90
1

0.85
1

0.80
1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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7.4 Statistische Tests

Beispiel 7.20 (fiir einen einseitiger Binomialtest). Herr A behauptet, (mit W’keit 9 >
1/2) vorhersagen zu konnen, ob die oberste Karte eines verdeckten, gut gemischten Skat-
blatts rot oder schwarz ist.

Frau B ist skeptisch (und verddchtigt, dass A einfach rét, d.h. ¢ = 1/2) und schligt
vor, n = 20 Versuche durchzufiihren.

Sei
X := Anzahl richtige Vorhersagen von A,

wir modellieren X ~ Bin,, y (mit uns unbekanntem 4 € [0, 1]).
B wéhlt « = 0,05, sagen wir, und k (moglichst klein) mit (und hier dJg := 1/2)
Binnﬂ%({k’, E+1,... ,n}) <«

(hier & = 15, denn Bin,, 4, ({15, 16, ...,20}) & 0,021, Bin,g,({14, 15, ...,20}) & 0,058) und
wird (auf dem Signifikanzniveau «) die

1
Nullhypothese : 9 < 3

verwerfen zugunsten der

1
Alternative : 9 > 3

wenn das Ereignis {X > k} eintritt, ansonsten die Nullhypothese beibehalten.

Demnach: Falls A tatsdchlich rit (also in Wirklichkeit o = 1/2 gilt), ist die Wkeit, ihm
versehentlich hellseherische Fahigkeiten zuzuschreiben (dies wire dann ein sogenannter
,Fehler 1. Art“: die Nullhypothese abzulehnen, obwohl sie zutrifft), hochsten a.

Nehmen wir an, die 20 Versuche werden durchgefiihrt und A erzielt 13 , Treffer. B
wird also die Nullhypothese beibehalten (denn {X > k} tritt nicht ein; quantitativer: der
p-Wert ist Pl/Q(X >13) 0,132 > 0,05; d.h., wenn A einfach nur riit, wiirde er in ca. 13,2%
der Félle mindestens ebensoviele , Treffer* erzielen wie beobachtet) und etwa sagen:

,Die Beobachtungen zeigen (auf dem Niveau o = 5%) keine keine signifikante
Abweichung von der Nullhypothese.“

7.4.1 Der formale Rahmen statistischer Tests

Definition 7.21. Sei (X, .%#,(Py)geco) ein statistisches Modell, © = ©yU0; disjunkte
Zerlegung in ,Nullhypothese® und ,, Alternative®“ (auch ,, Gegenhypothese®).

Eine Statistik ¢ : X — [0, 1] heifit ein Test von Oy gegen O.
Der Test heifit randomisiert, wenn (X)) ¢ {0, 1}, sonst nicht-randomisiert,

fiir einen nicht randomisierten Test ¢ heifit

{z:p(z) =1} der Ablehnungs- oder Verwerfungsbereich (von ©y).
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G,:0-[0,1], G, (V) =Ey[¢]

heifit die Giitefunktion von ¢ (1 - G, heifit Operationscharakteristisk), ¢ heifit ein Test
zum Niveau (auch: Signifikanzniveau) « € (0,1), wenn gilt

sup G, (V) < a.
196@0

sup G, (V) heifit effektives Niveau (auch: Umfang) von ¢.
¥eOq

Fiir 9 € ©1 heifit G,(V) die Macht (auch: Schérfe, englisch: power) des Tests ¢ bei ¥.

Sei (Pa)ac(o,1) eine Familie von nicht-randomisierten Tests mit ¢, < o fiir a <o/, o
habe effektives Niveau «. Dann heifit fiir z € X

p(=p(x)) =inf{ae(0,1):pa(z) =1}
der p-Wert (bei Beobachtung x).

Interpretation.
1. Man interpretiert ¢ als Entscheidungsregel: Bei gegebener Beobachtung x

©(x) =0 : behalte Nullhypothese bei
p(x)=1 : verwirf Nullhypothese, entscheide fiir die Alternative
o(2) € (0,1) : wirf eine Miinze, die mit W’keit ()

fiir die Alternative entscheidet

2. Niveau « bedeutet, dass die W’keit fiir einen , Fehler 1. Art“ (die Nullhypothese
falschlicherweise zu verwerfen) < o ist (uniform in o € Gy).

3. Fiir ¥ € ©; ist 1 - G,(¥) die Wahrscheinlichkeit, einen , Fehler 2. Art“ zu begehen
(die Nullhypothese félschlicherweise zu akzeptieren).

4. Viele ,praktische“ Tests haben die folgende Form, z.B. Bspe. 7.23, 7.24, 7.25, 77:
Berechne eine gewisse (Test-)Statistik Y (aus den Beobachtungen), verwirf die
Nullhypothese, wenn Y > ¢ fiir einen gewissen Wert ¢ = ¢(«), der in Abhéngig-
keit von den Parametern des Tests (insbesondere dem gewiinschten Niveau o)
gewdhlt wird. In der Sprache von Definition 7.21 also: ¢,(x) = 1(Y(z) > q(«))

und supyee, Eg[p] = o

Dann kann man den p-Wert des Test(ergebnisses) interpretieren als die Wahrschein-
lichkeit, bei Giiltigkeit der Nullhypothese einen mindestens so ,,extremen* Wert der
Teststatistik zu finden wie den tatséchlich anhand der Daten beobachteten.

Demnach sind fiir ¢ wiinschenswert:
G, sollte auf ©; moglichst grofl sein

(solange mit dem gewiinschten Signifikanzniveau vertriglich), zudem sollte fiir einen Test
zum Niveau « gelten

sup G, (V) < a < sup G, () (dann heifit ¢ ,unverfialscht®).
196@0 ¥e©q

106



Beispiel 7.22 (Binomialtest). © = [0,1], unter Py sei die Beobachtung X ~ Bin, y
(oder aber Beobachtungen Xj,..., X, sind unter Py u.i.v. ~ Bery und wir bilden X :=
Xp+--+X,). Wéhle a € (0,1/2).

1. Zweiseitiger Binomialtest: ©g = {¥g} fiir ein ¥ € [0, 1], ©1 = O \ Og. Setze

co=max{ze{0,1,2,...,n}: Bin, 4, ({0,1,...,2}) <a/2},
¢y = min {x €{0,1,2,...,n}: Bin, y,({z,z+1,...,n}) < oz/2},

Dann gilt

By, [0(X)] = Py, (X <) + Py, (X 2 ¢,)

= Bin, 9,({0,1,...,¢/}) + Bin, g, ({¢r, ¢ + 1,...,n}) < % + 5 a

nach Konstruktion, d.h. der Test hilt Niveau « ein. (Wegen der Diskretheit der moglichen
Beobachtungen ist das tatséchliche Niveau i.A. etwas kleiner.)

Bei gegebener Beobachtung z ist der p-Wert dann 2Bin,, »,({0,1,...,2}) falls < ndy
und 2Bin, y,({z,z +1,...,n}) falls 2 > nd,.

2. a) Einseitiger Binomialtest (linksseitige Alternative): Oy = [, 1] fiir ein 9 € (0,1],
@1 = [0,190) =0 @0. Setze

= max{x €{0,1,2,...,n}:Bin, 4,({0,1,...,2}) < a},
o(x) = 101, c}(x)-

Nach Konstruktion ist Ey [@(X)] = Py, (X < ¢) < o und man kann (leicht) zeigen, dass
fiir ¥ > ¥y gilt Py(X <¢) < Py, (X <¢) (<), d.h. der Test hiilt Niveau « ein.

Bei gegebener Beobachtung z ist der p-Wert dann Bin,, »,({0,1,...,z}).

2. b) Einseitiger Binomialtest (rechtssseitige Alternative): ©g = [0, 3] fir ein ¥ € [0,1),
O = (Y, 1] = O\ Oy. Analog setze

C:= max{:c €{0,1,2,...,n}:Bin, y,({z,z,+1,...,n}) < a},

Der Test hélt Niveau « ein, bei gegebener Beobachtung z ist der p-Wert dann Bin,, g, ({z, z, +1,...

Bemerkung. Offenbar benttigt man die Verteilungsfunktion der Binomialverteilung, um
die , kritischen Werte“ ¢y, ¢, bzw. ¢, C fiir den Binomialtest bei vorgegebenem n und « zu
bestimmen. Fiir kleine Werte von n kann man diese ,,von Hand* bestimmen, fiir groflere
Werte konsultiert man entweder ein Computerprogramm oder eine entsprechende Tabelle
oder man verwendet die Normalapproximation der Binomialverteilung: Mit Satz 5.1 und
Korollar 5.2 ist

T —ndy )

V1o (1 =)

wobei ® = F), , die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung ist.

Bin, 4,({0,1,...,2}) ® <I)(
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Beispiel 7.23 (z-Test oder GauB-Test). © = R, unter Py seien die Beobachtungen
Xi,..., X, wiv. ~ Ny 2 mit bekanntem, festem o2 > 0. Wiahle a € (0,1).

1. Zweiseitiger z-Test: ©g = {¥} fiir ein J e R, ©1 =O \ Oy
M -9,
Voiln

mit ¢ := $71(1 - a/2) (das (1 - a/2)-Quantil der Standardnormalverteilung) ist

1 n
M:E;X“ Z

O(X1, .., Xn) = 1z

ein Test von ©y gegen ©; zum Niveau a (denn unter Py, ist M ~ Ny, 52/,,).

Der p-Wert ist dann 2(1 -o(|Z7 |)), wobei ® die Verteilungsfunktion der Standard-
Normalverteilung ist.

2. Einseitiger Test: ©g = {: 19 <t} fir ein e R, ©1 =O N Og = {0 : 9 >y}
Mit g := ¢71(1 - «) ist
O(X1,..., X)) =1z
ein Test von Oy gegen ©; zum Niveau a. Als p-Wert ergibt sich 1 - ®(2)

(Je nach Anwendungssituation kann man auch ©g = {9 : 9 > ¥y} betrachten, dann ist
o(X1,...,X,) = 1{z<_q zu wihlen und der p-Wert wire ®(Z) =1 - ®(-2)).

Beispiel 7.24 ((ein-Stichproben- oder gepaarter) ¢-Test). © = R x (0,00) 3 ¥ = (u,02),
unter Py seien die Beobachtungen X, ..., X, wiv. ~N, ;2 (mit unbekanntem p € R und
unbekanntem o2 > 0). Wéhle v € (0,1).

12 1 n—-1
Sei M ==Y X;, S%= —— X; - M)=2.
i M= 3 8 S )
1. Zweiseitiger (ein-Stichproben) ¢-Test: O¢ = { = (u,0%) € © : pu = po} fiir ein pg € R
(man schreibt dies oft knapp als ,0g: p = 1p“), ©1 = O \ Oy.
M — i

V52

Mit ¢ := gn-1,1-aj2 = (1 = @/2)-Quantil der Student-(n — 1)-Verteilung ist

T:=/n

O(X1,.. 0, X0) = Lrpg)

ein Test von O gegen ©; zum Niveau « (denn nach Satz 7.16 ist T fiir jedes ¥ € O unter
Py Student-(n — 1)-verteilt).

Der p-Wert ist 2(1-Fr, ,(|T])) mit Fr,_, der Verteilungsfunktion der Student-(n—1)-
Verteilung.

2. Einseitiger Test: O¢ = { = (u,02) € O : pu < o} fiir ein py € R (oft knapp geschrieben
als ,,0¢ : p < pp“), ©1 = O\ BOp. Mit q := ¢-11-0 = (1 — @)-Quantil der Student-(n - 1)-
Verteilung ist

O(X1,..., X)) = g
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ein Test von Oy gegen O zum Niveau « (und analog ¢(X7,..., X,,) = 1¢7_q ein Test
fiir ©¢ = {1 > po}, beachte auch: —q ist das a-Quantil der Student-(n — 1)-Verteilung).
Der p-Wert ist 1 - Fr,,  (T).

(Je nach Anwendungssituation kann man auch ©¢ = {9 = (u,02) € © : p > po}
betrachten, dann ist ¢(X7,...,X,) := 1yp<g zu wihlen und der p-Wert wére Fr,_ (T') =
1-Fr,,(=T)).

Anwendungsbeispiel. a) Die Wirksamkeit eines gewissen Schlafmittels soll gepriift wer-
den. 10 Patienten erhalten das Schlafmittel, die Anzahl zusétzlicher Stunden Schlaf wird
in einer Nacht beobachtet.

Wir nehmen an, die Beob. sind wiv. ~ N, 2 und wir mochten die Nullhypothese
=0, sagen wir, zum Niveau a = 0,05 testen.

Die Daten*:
Patienti | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 [ 6|7 |8]9]10
zus. Schl. | 0.7 [-1.6 [ -0.2 | -1.2 [ -0.1 [ 3.4 [ 3.7 0.8 ]0.0 | 2.0

Esist n=10, 7= %% 2, =0,75, 2= ¥,0 (2, -7)? 2 1,79, ¢ = /@?_0 ~ 1,326

Das 0,975-Quantil der Student-9-Verteilung ist ~# 2,262, demnach kénnen wir die Null-
hypothese nicht ablehnen.

(Fiir ein Student-9-verteiltes T ist P(|T| > 1,326) = 0,2176, dies ist der p-Wert des
Tests.)

Man kann diesen Befund folgendermaflen formulieren:

,Die Beobachtungen sind mit der Nullhypothese 1 = 0 (im statistischen Sinne) ver-
traglich.

oder

,Die beobachtete Abweichung T = 0,75 ist nicht signifikant von 0 verschieden (¢-Test,
a=0,05).¢

b) Die Wirksamkeit eines Schlafmittels soll mit der eines anderen verglichen werden. 10
Patienten erhalten Schlafmittel A, die Anzahl zusétzlicher Stunden Schlaf wird in einer
Nacht beobachtet. Dann erhalten dieselben 10 Patienten Schlafmittel B, wieder wird die
Anzahl zusétzlicher Stunden Schlaf in einer Nacht beobachtet.

Da dieselben Patienten untersucht werden, kénnen (und sollten) wir die Messungen
paaren: Wir interessieren uns bei jedem Patienten fiir die Differenz des (zusétzlichen)
Schlafs bei Mittel 2 und bei Mittel 1.

Wir nehmen an, die beobachteten Differenzen sind Realisierungen von u.i.v. ZVn mit
Vert. N, ,2 und wir mochten die Nullhypothese ;o < 0 gegen die Alternative p > 0, sagen
wir, zum Niveau a = 0,05 testen.

(Dies wire beispielsweise in folgender Situation angemessen: Wir mochten darlegen,
dass Mittel B wirksamer ist als Mittel A, indem wir die Nullhypothese ,,;u < 0% entkréiften.)

Die Daten (wiederum aus Student, a.a.0.) :

4Aus Student (William S. Gosset), The Probable Error of a Mean, Biometrika 6:1-25 (1908)
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Patienti | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6] 7|8 9]10
Mittel A [ 0.7 | -1.6 [ -0.2 [ -1.2[-0.1 | 3.4 [ 3.7 [ 0.8 [ 0.0 | 2.0
Mittel B | 1.9 | 0.8 | 1.1 | 0.1 [-0.1 |44 |55 |16 4.6 |34
Diff. |12]24| 13| 13|00 |10|1.8]08|46]14

Esist n=10, 7=+ %1% 2, =1,58, 2= 3.0 (2, -7)? 2 1,23, t = 7}~4062

Das 0,95-Quantil der Student-9-Verteilung ist # 1,833, demnach kénnen wir die Null-
hypothese ablehnen.

(Fiir ein Student-9-verteiltes T ist P(T > 4,062) = 0,0014, dies ist der p-Wert des
Tests.)

Mégliche knappe Formulierung dieses Befunds:

,Die beobachtete Differenz T = 1,58 ist signifikant groBer als 0 (einseitiger ¢-Test,
a=0,05).“

Beispiel 7.25 (Test fiir die Varianz im normalen Modell). In der Situation von Bei-

spiel 7.24 sei ©g = {1 = (i, 02) € © : 02 <y} fiir ein vy > 0, O = O N\ Og. Wihle a € (0,1).

Mit ¢ := (1 - @)-Quantil der x2_,-Verteilung ist
SO(Xh oo 7Xn) = 1{52>qvo/(n—1)}
ein Test von Oy gegen O zum Niveau « (vgl. Satz 7.16).

Beispiel 7.26 (zwei-Stichproben oder ungepaarter t-Test [mit Annahme gleicher Vari-
anzen]). © =R xR x (0,00) 39 = (uy, 2, 0?), unter Py sind X7, ...,X,, wi.v. und davon
unabhéngig Yi,...,Y, wiv. (m,neN), X; ~ N, 2, Yj ~ N, ,2. Seien

1 n
M = Z X27 MY - Z 1/;
m -
die jeweiligen Stichprobenmittelwerte,
1 1 &

S§=m—Z<X Mx)?, 8¢ = —— 2 (¥; - My)?,

i=1 —1i3

die (korrigierten) Stichprobenvarianzen,

(- s (B a5 m7) ),

(die ,,gepoolte Stichprobenvarianz*),

(m-1)S% +(n-1)5%

S? =
m+mn-—2

(Beachte: Stets gilt E(,, 4,.02)[5?] = 02 [S? ist ein erwartungstreuer Schétzer fiir o] und
T ist unter P, ,,o2) Student-(n + m — 2)-verteilt, Argument analog zum Beweis von
Satz 7.16).
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1. Zweiseitiger ungepaarter ¢-Test : Og = {(u1, o, 02) € O : g = po} (oft knapp geschrieben
als ,0q : i1 = Mz“), ©; =6\ 0.
Wihle v € (0,1), mit ¢ = Gun-2,1-aj2 = (1 — @/2)-Quantil der Student-(m +n - 2)-
Verteilung ist
SO(le s 7X’ma }/17 s aYn) = 1{|T|>q}
ein Test von ©g gegen O zum Niveau .
1. Einseitiger Test : ©g = {(p1, ft2,02) € © : pig < o} (oft knapp geschrieben als ,,0q : g <
p2t), ©1 = O\ 0g. Mit ¢ := ¢in-21-o = (1 —a)-Quantil der Student-(m +n—2)-Verteilung
ist
(X1, ..
ein Test von ©( gegen O zum Niveau .
(Analog ist o(X1,..., Xm, Y1, ...
f1 > po}.)

'7XmaYia' .- 7Yn) = 1{T>q}

JY,) = 1i7<_qy ein Test von ©o = {(p1, p2,0%) € O :

(p-Werte werden analog zum ein-Stichproben-Fall (Bsp. 7.24) berechent, wobei Fr, ,
durch Fr, ., ersetzt wird.)

Anwendungsbeispiel. Es wurden fossile Backenzihne gefunden, die zwei Arten von
Urpferden zugeordnet wurden, und jeweils die (,mesiodistale) Lange bestimmt. Wir
mochten die (Null-)Hypothese priifen, ob die mittlere Zahnlinge bei den beiden Arten

gleich ist.
Die Daten:

= Xp=25.9,54=2.2

5| B 5@ '

38 qHBH HBBogoB o B

% | |

T Xa = Sa Xa + A

e X =28.4,s5 =43

S ! E !

B o 8 § HafloB Faﬁn smooBoo o

= | |

T YLI_SL YL-LSL
I I I I
25 30 35 40

mesiodistale Lange [mm]

Fir Hipparion africanum: ny =39, T4 = 25,9, s4 =2,2

fiir Hipparion lybicum: ny = 38, Ty, = 28,4, s;, = 4,3

111



Wir verwenden Signifikanzniveau a = 0,01, das 99,5%-Quantil der Student-Vert. mit
75 Freiheitsgraden ist ® 2,64. Es ist

-1)s% +(ny - 1)s? TA-T
§2 = (na )SA (ng )SL§117947 tzMg_g’QZQ,
na+ng—1 s /L + L
na nr,

Wir konnen die Nullhypothese ,,die mittlere mesiodistale Lange bei H. lybicum und bei
H. africanum sind gleich“ zum Signifikanzniveau 1% ablehnen.

(Fir ein Student-75-verteiltes T ist P(|T| > 3,229) = 0,0018, dies ist der p-Wert des
Tests.)

Mogliche Formulierung dieses Befunds: ,,Die mittlere mesiodistale Lange war signifi-
kant groBer (28,4 mm) bei H. libycum als bei H. africanum (25,9 mm) (¢-Test, o = 0,01).¢

Bericht 7.27. Die Tests aus Bsp. 7.23-7.26 sind (in ihrem jeweiligen statistischen Modell)
optimal (sie sind ,,gleichméBig beste Tests®) in dem Sinne, dass sie unter allen allen Tests
von O gegen ©; mit Niveau a die grofite Macht haben.

Dies ist das ,, Test-Analogon“ zu Bericht 7.8, vgl. z.B. die Diskussion in [G, Kap. 10.3
und 10.4].

Bericht 7.28 (zwei-Stichproben-t-Test ohne Annahme gleicher Varianz, Welchs ¢-Test?).
Es gibt auch eine Version des zwei-Stichproben-t-Tests, der die Annahme gleicher Vari-
anzen nicht trifft (wir werden ihn im Verlauf der Vorlesung allerdings nicht verwenden):

Man schéatzt die Streuung von My — My durch

S22 S2 M~ — M

X L 5Y ynd bildet T = —2X Y

nx Ny S§(+S§,
nx | ny

Unter P(#WO’U%J%) ist T' ,approximativ Student-verteilt mit g Freiheitsgraden, wobei

2 2 12

S
(_X+5_Y)

nx ny

4
Sy

g= 1
Sx
n% (nx-1) ' nZ(ny-1)

aus den Daten geschétzt wird.

Seien die Werte T' = t und g beobachtet worden, man verwirft die Nullhypothese
»H1 = fi2° (zum Niveau «), wenn 1 - Fr, () < /2, wobei Fp, die Verteilungsfunktion der
Student-Verteilung mit g Freiheitsgraden, d.h. wenn die Wahrscheinlichkeit, dass eine
Student-verteilte Zufallsgrole mit g Freiheitsgraden einen betragsmifig mindestens so
groflen Wert wie den beobachteten t-Wert annimmt, < « ist.

(Wir hatten in Korollar 7.15 die Student-Verteilung nur fiir ganzzahlige Werte von n
definiert, aber man kann dort allgemeine Werte n > 0 zulassen).

5B. L. Welch, The Significance of the Difference between Two Means When the Population Variances
Are Unequal, Biometrika 29:350-362, (1938)
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Dieser Test hat approximativ Niveau « und wird in der Praxis hédufig verwendet.
Beispielsweise fiihrt der Befehl t.test in dem Statistikprogramm R automatisch diese
Version des zwei-Stichproben-t-Tests durch, wenn man zwei Stichproben iibergibt und
keine weiteren Zusatzparameter setzt.

Bemerkung 7.29 (Zur ,reinen Lehre® des statistischen Testens). Nehmen wir an, wir
mochten eine gewisse Aussage anhand experimenteller oder empirischer Daten statistisch
priifen. Das korrekte (,,lehrbuchméfige“) Vorgehen sieht folgendermaflen aus:

1. Statistisches Modell formulieren, Nullhypothese und Alternative angeben (was die Null-
hypothese ist, hangt von der konkreten Anwendungsfrage ab, oft ernennt man , das Ge-
genteil dessen, was man erhédrten mochte“ zur Nullhypothese).

2. Dann einen Test (einschlieBlich gewiinschtem Niveau) festlegen.

3. Dann erst: Daten erheben (bzw. Daten anschauen), Test-Entscheidung féllen.

Die Kontrolle der Fehlerwahrscheinlichkeiten, die die Theorie des statistischen Testens
liefert, bezieht sich auf dieses Vorgehen. Wenn man die Reihenfolge herumdreht, also
zuerst die Daten anschaut und dann einen Test wéhlt, verfalscht man strenggenommen
zumindest das Signifikanzniveau, moglicherweise bis ins Unsinnige (Beispiel: zuerst den
empirischen Mittelwert bestimmen, dann je nachdem, ob er links oder rechts von 9 liegt,
entscheiden, ob man eine rechts- oder eine linksseitige Alternative wahlt, ist offenbar
»geschummelt”.)

Man sollte dieselben Daten nicht fiir explorative Statistik (d.h. Beobachtungen, die zu
neuen Hypothesen fiihren [sollen]) und schlieBende Statistik (d.h. Beobachtungen, anhand
denen eine Hypothese getestet werden soll) zugleich verwenden.
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