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Ising-Modell

Ein einfaches Modell fiir (Ferro-)Magnetismus von
Kristallen (Ernst Ising, 1924)

» Atome sitzen auf den Knoten eines Gitters, wir
denkenan A :={0,1,...,L—1}2flurein L€ N

> jedes Atom (/,j) € A besitzt ein magnetisches
Moment x(; ;) € {—1,+1} (,Spin®)

» Atome wechselwirken (nur) mit ihren direkten
Nachbarn auf dem Gitter, und sie bevorzugen
dieselbe (Spin-)Orientierung wie ihre Nachbarn zu
haben



Ising-Modell, 1

» Die ,Energiefunktion“ eines Zustands x € {£1}" ist
gegeben durch

Z X(,/ ,/ /

(LN~ ')

((i,)) ~ (',j') bedeutet, dass (i,j) und (i, j') benachbarte
Gitterpunkte sind)

Demnach ist die Energie eines Zustands umso
kleiner, je mehr ,gleichsinnige” Nachbar-Paare (+/+
oder —/—) es gibt

» Wegen thermischer Fluktuationen ist der
(,mikroskopische®) Zustand des Systems bei
Temperatur T > 0 zufallig



Ising-Modell: Gibbs-Verteilung

H(X) = — Z XipXijy, XE€ {:|:1 }A
(1)~ f")
Bei Temperatur T > 0 hat Zustand x Wahrscheinlichkeit

mit 5 = 1/T (,inverse Temperatur®) und
Normierungskonstante (,Zustandssumme®)

Zz = Z exp (— BH(y)).

ye{£1}A

u ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf {+1}", die
,Gibbs-Verteilung” (oft auch ,Boltzmann-Verteilung*
genannt)



Gibbs-Verteilung
15000 = 5 exp (= H(). x € {£1)"

mit Zs =3 ¢ (113n Xp (= BH())

Um ,typische® Konfigurationen im thermischen
Gleichgewicht zu beschreiben, missen wir
Erwartungswerte beztglich ;.5 ausrechnen.



Gibbs-Verteilung

a(x) = Zlﬁexp (= BH(X)). x e {=1)h

mit Zg = Zye{jﬂ}/\ exp ( - BH(}’))
Um ,typische® Konfigurationen im thermischen

Gleichgewicht zu beschreiben, missen wir
Erwartungswerte beztglich ;.5 ausrechnen.

Problem: Wir kdnnen 15(x) nur sehr schwer ausrechnen,
denn Z; ist eine Summe Gber 2Nl Terme

(z.B. fUr ein Gitter der Gr6Be 100 x 100 sind dies

210000 ~ 2. 103910 Summanden)



Gibbs-Verteilung

15000 = 5 exp (= H(). x € {£1)"

mit Zs =3 ¢ (113n Xp (= BH())

Um ,typische® Konfigurationen im thermischen
Gleichgewicht zu beschreiben, missen wir
Erwartungswerte beztglich ;.5 ausrechnen.

Problem: Wir kdnnen 15(x) nur sehr schwer ausrechnen,
denn Z; ist eine Summe Gber 2Nl Terme

(z.B. fUr ein Gitter der Gr6Be 100 x 100 sind dies

210000 ~ 2. 103910 Summanden)

Losungsvorschlag: Finde eine Markovkette (X,)nen,, die
us als (einziges) Gleichgewicht besitzt, dann besitzt

(firn>1) X, (ungefahr) Verteilung pz



Gibbs-Sampler
Fur (i,j) € A, x € {£1}" sei
xUD+ e {£1}" geg. durch X

und analog x():—

()4 _
J)

A

+1,
X(i i)



Gibbs-Sampler
Fur (i,j) € A, x € {£1}" sei {

XU+ e {£1}" geg. durch x|,/ =

und analog x():—
Definiere (A(X, ¥))xye(+13r durch

A(x, xU)H) = 1 s (X))
’ T 7 0) T (K
. 1 pa(x (i):~)
Alx, xUD)=y = — ,
( )= A D) + iy (X0

A(x,y):=0, fallsy & U;,{xt)+ x)-—}
Beachte: A ist eine (irreduzible und aperiodische)
stochastische Matrix, und man braucht Z nicht zu
kennen, um A zu bestimmen

(Interpretation von A: Wahle zuféllig einen Gitterpunkt, flippe
den Spin dort geman p, bedingt auf alle anderen Spins.)



Gibbs-Sampler, I

Alx, xUD+) = 1 pip(xUDT)
A s(x ’” ) + pa(x0D=)°
(i), =
A(x, x0D=Y = L LELCS)
[A] 1a(x ”)+)+Mﬁ(x(’f )

Es gilt
1s(V)A(Y, 2) = ng(2)A(z,y) faralle y,z € {£1}"

(es genligt hier, dies fiir y = x(i)-+, z = x(00):— fiir alle
x € {£1}7, (i,f) € A zu priifen)
und somit

> ns(2)A(z,y) = psly) furalle y e {£1}"

g ist ein (reversibles) Gleichgewicht fur A



Simulationen eines Zustands geman s fur L = 256




(Absolute) Magnetisierung

Fur einen ,Mikro“-Zustand x{41}" ist

1
::’— Z X(,j

(i.f)en

die Magnetisierung (pro Spin),

mg =Y ps(x)|m(x)]

x{E1}A

ist die mittlere (absolute) Magnetisierung bei inverser
Temperatur



Mittlere (absolute) Magnetisierung als Funktion von
(basierend auf Simulation fir L = 1000)
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