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Kapitel o
Auftakt

Das Problem der Punkte

Aus dem Briefwechsel zwischen Blaise Pascal' und Pierre de Fermat® 1654, angeregt durch Fragen von
Antoine Gombard, genannt Chevalier de Méré3, siehe auch [KW, S. osff]:

Spieler A und Spieler B spielen tiber mehrere Runden, jede einzelne Runde ist ein faires Gliicks-
spiel (z.B. ein fairer Miinzwurf).

Am Anfang setzt jeder gleich viel ein, derjenige, der als erster insgesamt vier Runden gewonnen
hat, bekommt alles.

Nach drei Runden muss das Spiel abgebrochen werden, es steht 2 : 1 fiir A.

Frage: Wie soll der Einsatz nun gerecht aufgeteilt werden?

Ansatz: Aufteilung gemifd der Wahrscheinlichkeit, von diesem Spielstand aus zu gewinnen.

Wie wahrscheinlich ist es, dass A vom Spielstand 2 : 1 aus gewinnt?

Fermats Berechnungsvorschlag (,Aufzihlung aller Vorwirtspfade®)

Spiele im Geiste 4 Runden weiter (dann wire das Spiel sicher entschieden), die 16 méoglichen Spiel-
weiterfithrungen sind

AAAA ABAA BAAA BBAA
AAAB ABAB BAAB BBAB
AABA ABBA BABA BBBA
AABB ABBB BABB BBBB

(unterstrichen = fiihrt zu Sieg von A)

'Blaise Pascal, 1623-1662, Mathematiker, Physiker, Philosoph, ...
*Pierre de Fermat, 1607(?)-166s, Jurist, Gelehrter, Mathematiker, ...
? Antoine Gombard, 1607-1684, Schriftsteller und (Amateur-)Mathematiker
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Ein Spielverlauf = Nord-Ost-Pfad in Ny x Ny, blau eingezeichnet Verlauf ABBA. Die
schwarz ausgefiillten Punkte sind Endstinde solcher Spielweiterfithrungen, bei denen A
gewinnt.

Demnach ist die

11
Wahrscheinlichkeit, dass A vom Stand 2 : 1 aus gewinnt, gleich I

Pascals Berechnungsvorschlag (,,Riickwirtsrechnung®)

Berechne ,riickwirts“ die Wahrscheinlichkeit f(z,y), dass A vom Spielstand = : y aus gewinnt:
Wenn man f(z + 1,y) und f(z,y + 1) schon kennt, kennt man auch

fg) = 5/ Ly)+ 50y 1)

Siege B
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Bemerkung. Pascals Methode ist weniger rechenaufwendig (speziell wenn eine grofiere Anzahl als 4
gewonnene Runden fiir den Gesamtsieg betrachtet wird).

Wir werden Pascals Ansatz wieder treffen als (einen Spezialfall) der Losung des Dirichlet-Problems
fur eine Markovkette.



Kapitel 1

Grundlegendes

In diesem Kapitel geht es um grundlegende Begrifte und Definitionen, die zur mathematischen Mo-
dellierung von Zufallssituationen verwendet werden.

1.1 Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten

Sei € (nicht-leere) Menge (,,Ergebnisraum® oder ,Stichprobenraum®),
w € Q heifit ein ,Elementarereignis®

(gewisse) A c Q nennen wir Ereignisse,
insbesondere (2 . .. ,sicheres Ereignis“, @ ... ,unmdgliches Ereignis®

Vorstellung: ,,der Zufall“ wihlt ein w € 2, wir sagen ,,A tritt ein®, wenn w € A.

Wir betrachten F ¢ 29 (:= { B: B c Q}) und lassen A € F als Ereignisse zu.

Operationen (Mengeninterpretationen und ihre Interpretation fiir Ereignisse):
Ac:=Q~NA ... ,Atritt nichtein®
(A heifst Gegen- oder Komplementirereignis von A)

AnB ... wAund B treten ein“
AuB ... ,Aoder B treten ein“
AcB ... »Aimpliziert B¢

Manchmal auch:

AAB = (An B°) u (A° n B) (symmetrische Differenz),

»genau eines der beiden Ereignisse A, B tritt ein’

<

Wir fordern, dass F erfiillt

i) deF,
i7) AeF = A°eF,
i) A, A€ F = U A e F.



Definition L.1. Sei (2 eine nicht-leere Menge. F ¢ 2%, das 7)-717) geniigt, heifdt eine 0-A4lgebra (iiber
Ein Paar (2, F) mit F o-Algebra tiber {2 heifft ein messbarer Raum (auch: Messraum oder Er-
eignisraum).

Bemerkun . Das ,,0“ im Namen erinnert an die abzihlbare Operation in 77z 5 Wenn man stattdessen
»
ﬂﬂ)’ /41,/42 eF = /41 LJ142 eF

fordert, so heifdt F eine Algebra.
Eine o-Algebra ist insbesondere eine Algebra, denn A; U Ay = A, u Ay uu@u---

Beispiel r.2. (2 endliche (oder abzihlbare) Menge, F = 2 (diskreter messbarer Raum®)

Beispiel-Instanzen:
* Wurf einer Miinze, 2 = {K, Z}
* Wurfeines Wiirfels, @ = {1,2,...,6}
* Dreifacher Wiirfelwurf, Q = {1,2,...,6}3 (= {(a1,as,a3) : a; € {1,...,6}})

* Wartezeit, bis in einer Miinzwurffolge der erste Erfolg kommt, €2 = Ny

Abgesehen von maf$theoretischen Schwierigkeiten im tiberabzihlbaren Fall, die dann i.A. die
Wahl F = 22 unméglich machen - vgl. z.B. [G, Satz 1s], (,Warum so vorsichtig?*) -, hilft eine
o-Algebra auch bei der Modellierung unterschiedlicher ,Informationsgenauigkeit*:

Bemerkung. F modelliert, welche Ereignisse wir beobachten kénnen, z.B.
Q={1,...,6}, F={2.{2,4,6},{1,3,5},{1,...,6}}

entspricht folgendem Zufallsexperiment: Jemand wirft einen 6er-Wiirfel, verrit uns nur, ob Augen-
zahl gerade oder ungerade.

Definition 1.3. (2, F) ein messbarer Raum. Eine Abbildung P : F — [0, 1] mit
(N) P(2)=1 (,Normierung®) und

(A) Ay, Ay, € F paarw. disjunkt = P( U An) =Y P(4,)  (,0-Additivicit)
n=1 n=1
heiflt ein Wabrscheinlichkeitsmafs (auf (€2, F)).
Ein solches Tripel (€2, F, P) heifSt ein Wabrscheinlichkeitsraum.
Fiir A € F nennen wir P(A) die Wahrscheinlichkeit (des Ereignisses A unter dem Maf P).



Beispiel 1.4 (diskreter Wahrscheinlichkeitsraum). €2 endlich oder abzihlbar, p : 2 — [0, 1] Abbil-
dung mit Y, p(w) = 1.
wed

P(A):=> p(w), AcQ

weA

definiert ein Wahrscheinlichkeitsmafd auf (2, 29).
pheifdt die (Wahrscheinlichkeits-)Gewichtsfunktion von P, p(w) heifdt das (Wahrscheinlichkeits-)
Gewicht von w.

Beispiel-Instanzen

1. Uniforme Verteilung auf einer endlichen Menge: || < o0, p(w) = ﬁ sind die Gewichte der
uniformen Verteilung auf €2. Das zugehérige P heifdt oft auch die Laplace-Verteilung' (auf §2).

(a) (Wurfeines fairen 6er-Wiirfels) Q2 ={1,2,3,4,5,6}, p(w) = 1/6 fiirw € Q

(b) (dreimaliger Wurfeines fairen 6er-Wiirfels) €2 = {(wi,wq, ws) 1 w; € {1,2,3,4,5,6} furi =
1,2,3}, p((wr,wq,w3)) = 1/63 = 1/216

(c) (n verschiedene Objekte / Zahlen in zufilliger Reihenfolge)
Q={(z1,29,...,2) 1 @1,...,2, € {1,2,...,n} paarweise verschieden}
(,symmetrische Gruppe der Ordnung n), p((x1, 22, ..., x,)) = 1/n!
2. Ein verfilschter Miinzwurf: € = {Kopf, Zahl}, p(Kopf) = 0.6 = 1 — p(Zahl)
3. Eine winziges Modell fiir Spam, das Sprache und Status einer Email betrachtet:
() = {Deutsch,Englisch} x {Spam,keinSpam},

p((Deutsch, Spam)) = 0.2, p((Deutsch,keinSpam)) = 0.1, p((Englisch, Spam)) =
0.6, p((Englisch,keinSpam)) = 0.1

4. Anzahl Wiirfe, bevor beim wiederholten fairen Miinzwurf zum ersten Mal Kopf kommt: €) =

No, p(n) = (1/2)"-(1/2) =2 fiirn € Q

Lemma v.s. Sei (€2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A, B, A, Ay, --- € F,so gilt

P(2)=0 (1)
P(AuB)+P(AnB)=P(A)+ P(B) (endliche Additivitit), (1.2)
insbesondere P(A) + P(A°) =1
AcB= P(A)<P(B) (Monotonie) (1.3)
P( U An) < i P(4,)  (o-Subadditivitit) (1.4)
n=1 n=1

An 7 n—oo A (dh Al Cc A2 C...mitA= U;.lozlAn)
oder A, Npneo A(dh. A0 Ay o ... mit A=n Ay,
sogilt P(A) = lim P(A,) (0-Stetigkeit) (r5)

'nach Pierre-Simon Laplace, 1749-1827



Beweis. (11):

P(g)=P(gugu...)= iP(Q), also P(2) = 0.

(r.2): Betrachte zunichstden Fall An B = &:

P(AuB)=P(AuBugugu...)=P(A)+P(B)+ P(@) + P(?) ++, dh.(12)gilt

Allgemeiner Fall: Schreibe
AuB=(ANB)u(B~NA)u(AnB) (paarw. disjunkt)
(mit AN B:= An B°),also

P(AuB)+P(AnB)=P(ANB)+P(B~A)+2P(AnB)
= (P(ANB)+P(AnB))+(P(B~A)+P(AnB))=P(A)+ P(B).

(r.3):
’ P(A)<P(A)+P(B~A)=P(B)

oo 00 n—-1
(14): Stelle | J A,, = | A), als disjunkte Vereinigung dar mit A}, := A, \ [ J A; (c A,), soist
n=1

n=1 j=1

P(UA) = P(UJ4) = 3 P(a) < ilp(A;)

=1 i=1 n=1

~

(r.5): Betrachte zunichst den Fall A,, 7 A: Setze A} := A; N U, ; Aj = Ai N Aisq (Ap = 9),

P(A) = P(O(Az N Ai—l)) = iP(Az N Ai—l) = %l_{glo 2P(Al N Ai—l) .

i=1 i=1

=P(An)
Falls A,, ~ A, so beachte, dass AS 7 A gilt, dann verwende obiges zusammen mit (1.2). [l

Bemerkung 1.6 (Einschluss-Ausschluss-Formel). Formel (1.2) aus Lemma 1.5 kann man auch folgen-
dermaflen schreiben

P(AuB)=P(A)+ P(B)-P(AnB) 3

Man kann diese Formel anhand eines Venn-Diagramms veranschaulichen:

Der schraffierte Bereich A n B wird in P(A) + P(B) doppelt gezihlt, in
P(An B) aber nur einmal.




Allgemein gilt fir Ay, Ay, ..., A, € F (man nennt dies auch die ,Siebformel“):

P(UA) -3 P(A) = 3 P(4ind))

+ > PANAnA) £+ (-1)"'P(AinAynn4,)

d.h. knapp ausgedriickt

P(UA)= Y (n®p(NA) (16)

i=1 @Jc{l,..n} ieJ

Man kann (1.6) beispielsweise per Induktion beweisen oder indem man die ,Atome* N;e; A; N
Njen\s A;, Jc{1,2,...,n}dervon Ay, ..., A, erzeugten o-Algebra betrachtet.

Beispiel. Betrachten wir in Bsp. 1.4, 1 (c) mit n = 3 die Ereignisse A; = {(x1,22,23) € Q: z; =
i} firi = 1,2,3. Wenn wir eine uniform verteilte Permutation von 1,2, 3 betrachten, so ist A; =
{7 ist ein Fixpunkt}. Dann ist

P(A1UA2UA3):P(A1)+P(A2)+P(A3)
—P(AlﬂAQ)—P(AlﬂAg)—P(A20A3)+P(A10A20A3)
11 1 1 1 1 1 2

die Wahrscheinlichkeit, dass es mindestens einen Fixpunkt gibt.

Bemerkung 1.7. Wahrscheinlichkeitsriume (€2, F, P) gemifd Def. 1.3 werden heute, nicht zuletzt
wegen des einflussreichen Werks von A.N. Kolmogorov, Grundbegriffe der Wabrscheinlichkeitsrech-
nung, 1933, oft als ,,Basisobjekt* der mathematischen Modellierung von Zufallsvorgingen verwendet.
Insoweit ist die explizite Wahl eines geeigneten Wahrscheinlichkeitsraums (oft) ein Teil der Arbeit,
wenn ein umgangssprachlich formuliertes Problem in Mathematik tibersetzt werden soll. Man sollte
sich allerdings bewusst sein, dass es dabei i.A. viele mogliche Wahlen gibt.

(Wir werden bald sogenannte Zufallsvariablen einfithren — formal als geeignete Funktionen auf
(2 definiert —, die dazu einen fiir die Intuition und fiir das Argumentieren sehr angenechmen Zugang
ermoglichen.)

Wir lassen hier die ,philosophische” Frage offen, welche Interpretation die Wahrscheinlichkeit P(A)
eines Ereignisses A haben soll. Es bieten sich etwa an:

e naive Interpretation der Wahrscheinlichkeit: Die ,Natur enthilt inhdrente Unbestimmt-
heit (,,ist selbst nicht sicher, was sie tut*), und P(A) beschreibt den Grad der Sicherheit, mit
dem sie sich fiir das Ereignis A entscheidet.

* frequentistische” Interpretation der Wahrscheinlichkeit: Wenn man das zufillige Experiment
unter exakt denselben Bedingungen sehr oft wiederholte, wire der relative Anteil der Ausginge,
in denen A eingetreten ist, etwa P(A).

10



* subjektive” Interpretation der Wahrscheinlichkeit: P(A) misst, wie sicher ich mir personlich
bin, dass A eintreten wird.

(Beispielsweise: Wieviel Wetteinsatz wire ich bereit zu bezahlen, wenn mir 1 € ausgezahlt wiirde,
sofern A eintritt?)

[KW, S. vi] schreiben dazu: ,,Es kann nicht darum gehen, eine spezielle Intuition gegeniiber den an-
deren durchzusetzen. Dass sich dies innerhalb der Mathematik auch gar nicht als nétig erweist, ist
eine der Stirken mathematischer Wissenschaft.“ Siehe z.B. auch die Diskussion in [G], S. 14 am Ende
von Abschn. .13 oder [P, Sect. 1.2. Interpretations].

Beispiel 1.8 (Kollision von Kennzeichen (oder ,Hash-Werten)). n Objekte erhalten ,rein zufillig
ein Kennzeichen aus einer Menge von  méoglichen Werten.
Wir formalisieren dies via

Q={1,2,....r}"sw=(wy,...,wn)

mit
F =29

und

|A]

P(A) = ok AcQ, deruniformen Verteilung auf 2.

Betrachte das Ereignis

B:{(wl,...,wn) W # W fﬁralleléiijén}
(alle Kennzeichen sind verschieden)
Frage: P(B) =7

Esist
|IBl=r(r-1)(r-2)-(r-n+1)

(r Wahlméglichkeiten fiir wy, dann 7 — 1 Wahlmoglichkeiten fiir wo, etc.), also

P(B):@_T(T—l)(r—2)---(r—n+1) :ﬁLi:ﬁ(l—z)-

2] " G r

Mitl -z <e ™ firz € R ergibtsich

n

S | =

i) = exp (- 22 1))

n-1
—ifr — _
P(B) < g e exp( 5

Il
—_

i
fiir eine untere Schranke beachte

B¢ = {(w1,---7wn) W = W ﬁ'ireinPaari#j} = U {wi=w}

1<i<j<n
Demnach
P(BY< Y, Plu=w)= ¥, o=l
1<i<j<n I<i<j<n T 2r
insgesamt
n(n-1) n(n-1)

exp( - =5—2) > P(B) =1~ P(B) > 1- =

II



1.2 Bericht zum Fall () = R¢

In vielen Situationen interessieren wir uns fiir zufillige Experimente, deren Ausgang eine reelle Zahl
bzw. eine (reeller) Vektor [d-Tupel] ist, z.B. physikalische / chemische / biologische Messungen (etwa
Masse, Zeit, Linge, Konzentration,...). Um dies mathematisch zu modellieren, méchten wir den Fall
Q2 = R4 (oder auch Q eine geeignete Teilmenge von R?) in unserem Rahmen betrachten kénnen.

Aus mafltheoretischen Griinden ist fiir tiberabzihlbares (2 die Wahl F = 29 i.A. nicht moglich?.
Eine explizite Beschreibung einer o-Algebraisti.A. schwierig, man betrachtet daher oft sog. ,Erzeu-
germengen®. Dazu:

Beobachtung 1.9. Sei J eine beliebige Indexmenge, fiir j € J sei Fj c 2% eine o-Algebra. Dann ist
auch

9:-N7,

jeJ
eine 0-Algebra.
Sei £ c 2. Man schreibt
o(€) :={F: Fisto-Algebramit & c F c 29},
die ,von & erzeugte o-Algebra“. (Dies ist offenbar die kleinste o-Algebra tiber €, die £ umfasst.)

Fiir 2 = R? méchten wir (im Fall d = 1) mindestens Intervalle bzw. (im Fall d > 1) Quader in F
haben, d.h. wir fordern

Va<b: (a,b]eF (imFald=1)
Vap <bp,as <by,...,aq<bg: (a1,b1] x (ag,by] x-+-x (ag,b4] € F (imFalld > 1)

Beobachtung. Ausdieser Forderung folgt, dass jede offene Menge in F liegen muss, denn fir O ¢ R?

offen gilt
o= U (2]

z,yeONQ, x<y

und analog im R<.

Man verwendet daher die Borel-o-Algebra?
B(R?) := o({O: O c R offen}).
Bericht r.1o. Es gilt
Ec2% nstabil (dh.A,Be&=>AnBef)

so ist ein Wahrscheinlichkeitmaf§ P auf 0(€) bereits durch seine Werte auf € festgelegt, d.h. sind P,
P’ W’mafle auf (2, 0(&)) mit P(E) = P'(E) firalle £ € &, sogilt P = P'. Sichez.B. [G, Satz .12].

*Siehe z.B. [G, Satz 1.5 und Diskussion dort], wir diskutieren dies (und mehr) erst in der Vorlesung Stochastik I ge-
nauer.
3nach Emile Borel, 18711956
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Man verwendet zweckmifSigerweise

E={(-00,z]:z ¢ R} (Halbintervalleim Falld = 1),
£ = {(—oo,xl] x (—00,za] X ... (=00, 2q] Ty, 20,..., 24 € R} (Halbquader im Fall d > 1)

als N-stabile Erzeugermengen der entsprechenden Borel-o-Algebra.

Beobachtung und Definition r.1x. Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (R, B(R)) ist die Funk-
tion Fp : R — [0,1], Fp(z) := P((-o00, z]) nicht-fallend und rechtsstetig mit

lim Fp(r)=1, lim Fp(z)=0.

Tr—>00

F,, heifit die Verteilungsfunktion von P.

Die Eigenschaften folgen aus Lemma v, (1.5): Fiir 2 < y ist (—o0, 2] ¢ (—o0,y] und somit
F,(z) = P((-00,x]) < P((-o00,y]) = F,(y); seien =, > x mit x,, N x, setze A, := (—00,2,],
A = (—o0,z],s0gilt A, N Afiirn - oo und daher auch Fp(x,) = P(A4,) N P(A) = Fp(A),
d.h. Fp ist rechtsstetig. Analog gilt Fp(z,,) = P(A,) » P(R) = 1firxz, ~ ocound Fp(x,) =
P(A,) N P(@) =0fiirz, N —oo.

Analog betrachtet man im Fall d > 1 fiir (z1, 29, . .., x4) € R? die Funktion
FP($17$27 cee ,$d) = P((_OO>$1] X (—OO,Z‘Q] X (—Oo,l‘d]),
die entsprechende Eigenschaften besitzt.

Bericht r.12. Umgekehrt definiert jede Funktion F' : R — [0, 1] (bzw. F' : R? — [0, 1]) mit den
Eigenschaften aus Def. 1.11 ein (eindeutiges) Wahrscheinlichkeitsmafy P mit F' = Fp.

Bemerkung 1.13. 1 (Bezugzum diskreten Fall). Sei eine (hdchstens) abzihlbare Menge Q' = {1, 2, . ...

R (zB. QY = N,V = Z,...) und ein diskretes Wmafl P auf (£2/,2%) mit Gewichten p(-) (wie in
Bsp. 1.4) gegeben. Wir konnen P auch als W’maf auf (R, B(R)) auffassen via

P(A) = Z p(zn),

n:xrncA

dann ergibt sich als Verteilungsfunktion

Fp(z)= > p(an).

n:Trn<x
(Diese ist stiickweise konstant mit (héchstens) abzihlbar vielen Spriingen.)

2. Sei P Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf (R, B(R)) mit Verteilungsfunktion Fp. Die (verallgemei-
nerte) inverse Funktion von Flp,

Fpl(t) =inf{z e R: F(x) > t},

heif$t auch die Quantilfunktion von P.

(Beachte, dass die so definierte Funktion F5! linksstetig ist. Mit dieser Definition ergibt sich fiir
z e R, t €[0,1] die Beziehung

Fpl(t) <z <= t< Fp(x).

In der Literatur gibt es leicht verschiedene Definitionen der ,Quantilfunktion®, man priife ggfs. je-
weils die verwendete Konvention.)

3



Beispiel (Dirac-Maf).
1, zeA,

%(A4) = {O x¢ A
(ImFall Q = Rist F5,(y) = 1(z <y).)

Beispiel r.14 (Mafle mit Dichten auf R (bzw. auf R%)). Sei fp : R - R, integrierbar* mit

/R fp(z)dr =1.

Dann definierts

P(A) = fA fo(x) do

ein Wahrscheinlichkeitsmaf3, die Funktion fp heifdt die Dichte (auch: Wahrscheinlichkeitsdichte) von
P.

Die Verteilungsfunktion
Fp(e) = P((-o0,21) = [ fo(y)dy

ist dann (zumindest an Stetigkeitsstellen von fp) differenzierbar mit

d

Fp() = fo(2)

Analog definiert man fiir (geeignet) integrierbares fp : RY — R, mit [, fp(2) dz = 1 durch

P(A) ::/Afp(x)dx

ein W’maf§ P auf R? mit Dichte fp. Wir denken an dieser Stelle wiederum an geeignet ,gutartige”
Funktionen fp und Teilmengen A c R4, fiir die das Integral beispielsweise als iteriertes Riemann-
Integral wohldefiniert ist, d.h.

[ te@yde= [ [T aaGna) feos ) degeda

Dies wird fiir die im Rahmen der Vorlesung betrachteten Beispiele gentigen.

Beispiel 115 (,Klassische® eindimensionale Verteilungen mit Dichte).

1. (uniforme Verteilung) a,b € R, a < b. Uniff, 37 mit Dichte bflal[a,b] (z), Verteilungsfunktion
(Z2A1)v0

*In einem mit den Vorkenntnissen der Horer vertriglichen Sinn: Wir werden nur Beispiele betrachten, in denen fp
wenigstens stiickweise stetig ist, so dass man hier durchaus an das Riemann-Integral (oder auch ganz salopp an die ,,Fliche
unter der Kurve®) denken kann. Fiir einen Bericht zum Lebesgue-Integral z.B. [G, Tatsache 1.14].

SWiederum hingt es vom verwendeten Integralbegrift ab, fir welche Mengen A das Integral f A [P (x) dz sinnvoll
definiert ist. Man verliert an dieser Stelle wenig, wenn man bei A etwa an eine endliche Vereinigung von Intervallen denkt.
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2.

Dichte von Unif{y 3)

Dichte von N ;

Dichte von Exp;

(Normalverteilung[en]) it € R, o > 0. N, ,2 mit Dichte \/2;7 exp ( - (g;’é) 2) heifdt Normal-

verteilung mit Mittelwert 4 und Varianz 2.

No1 heiflt die Standardnormalverteilung, die Verteilungsfunktion

1
V2T

ist tabelliert bzw. in vielen Computerprogrammen implementiert undesist \V,, ,2((—o0,z]) =

@((2 - u)/o) (Ubung).

(E;(p)onentia(lvgrteilung[en]) 6 > 0, Expg hat Dichte 0921 ) (), Verteilungsfunktion (1-
e "*)1 [0,00) (T

12 4y

O(z) := FN0,1($) - [:
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Beispiel 1.16. Laplace-Verteilung auf einem beschrinkten Gebiet €2 ¢ R%: Fiir A c € (geeignet®) ist

vol(A)  [,1ldx

P =@~ [ 1a

1.3 Kilassische diskrete Verteilungen

Beispiel 1.r7 (Urnenmodelle). Eine Urne enthalte n (nummerierte) Kugel, wir ziehen zufillig £ (<
n) heraus.

1. mit Zurticklegen, mit Beachtung der Reihenfolge:
0 = {(wl,...,wk) TW, ..., W) € {1,2,...,n}} ={1,2,...,n}"

Pl({(wl,...,wk)}):% ( 1

= —— vgl. auch Beispiel 1.8

2. ohne Zuriicklegen, mit Beachtung der Reihenfolge:

Q2:{(wl,...,wk):wl,...,wke{l,2,...,n},wi;twjfiirz'qtj},

1 (n—-k)! 1
P2({(w1""’wk)}):n-(n—l)---(n—k+1) R (: |QQ|)

3. ohne Zurticklegen, ohne Beachtung der Reihenfolge:

Qs ={Ac{1,2,...,n}:|A] =k},
1 I(n-k)! 1
p3({ A}) - @ - k(nn—'k‘) ( = m, denn es gibt (Z) versch. k-elementige Teilmengen)

4. mit Zuriicklegen, ohne Beachtung der Reihenfolge:
Qu={(l1,lo,....0,) eNy : by + Lo+ + 0, =k}
(¢; gibt an, wie oft Kugel ¢ gezogen wurde)
Fur (fl,gg, e ,gn) € Q4 glbt €s

k

!
(61,62, .

,Multinomialkoffizient*

verschiedene w = (w1, ..., wy) € 1 mit

{l<j<k:wj=i}|=4 fuari=1,...,n.

P4({(£1,...,gn)}):(61,£27’f“’£n)(%>’f, (1, 0,) €

®in dem Sinne, dass ein ,Volumen® vol( A) definierbar ist
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Bemerkung 1.18. Es gilt

n+k-1 n+k-1
Q = =
=" (<)
Ein “Ziahltrick”: Lege k Kugeln und n — 1 “Trennstibe” — also insgesamt n + k — 1 Objekte — in eine
Reihe:

OO | O0--0O | “ 00O ‘ OO
—_—— — —_——— ——

£1 Kugeln £2 Kugeln £3=0 £n-1 Kugeln £, Kugeln

Insbesondere ist die Verteilung auf €24 aus Beispiel 1.17, 4. nicht die uniforme.

Die uniforme Verteilung auf der Menge €24 aus Beispiel 1.17, 4. heifft auch die ,,Bose-Einstein-
Verteilung®, die in Beispiel 1.17, 4. tatsichlich betrachtete Verteilung heifdt (im Kontext der statisti-
schen Phyisk) auch die ,Maxwell-Boltzmann-Verteilung®.

Beispiel. Eine Horsaalreihe habe n Plitze, darauf nehmen m (< n/2) Minner und n — m Frauen
rein zufillig Platz.
Die Wahrscheinlichkeit, dass keine zwei Minner nebeneinander sitzen

()

()

Beispiel 1.19 (Hypergeometrische Verteilung). Eine Urne enthalte n Kugeln, davon s schwarze und
w weifde (s + w = n), ziehe k-mal ohne Zurtcklegen,

()G
v

ist die W’keit, genau £ schwarze Kugeln zu zichen.

Hyps,w,k({g}) =

0=0,1,...,k

Beispiel 1.20 (p-Miinzwurf). 1. Q = {0,1}, Ber,({1}) = p = 1 - Ber,({0}) mit einem p € [0, 1]

(»Bernoulli-Verteilung7)

2. n-facher p-Miinzwurf (mit p € [0,1]): 2 = {0, 1},

Bery" ({(wr,. .. ,wa) }) = pllsm =1 - p)ltisni=0)

3. Binomialverteilung (zum Parameter n und p, n € N, p € [0, 1]):

Bin,,,({k}) = (Z)pk(l ) E, ke {0.1,....n)

(dies ist die W’keit, beim n-fachen Miinzwurf genau k Erfolge zu beobachten)

7nach Jakob Bernoulli, 1654-1705
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Beispiel 1.21 (Geometrische Verteilung). p € (0,1), Q2 = Ny,

Geom,({k}) =p(1-p)F, keNy

ist die W’keit, bei wiederholtem p-Miinzwurf genau k& Misserfolge vor dem ersten Erfolg zu beobach-
ten

Beachte: Manche Autoren betrachten die geometrische Verteilung auf N (statt auf Ny), dann ist
das Gewicht p(1 - p)*~! und die Interpretation .k Wiirfe (einschliefSlich) bis ersten Erfolg.“

Beispiel 1.22 (Negative Binomialverteilung, auch Pascal-Verteilung genannt). Fiir r € (0, 00), p €
(0,1) ist

NegBin, ,({k}) = (Z)(—l)'“p"(l -p)F, keNg

wobei (—kr) o (—T)(—r—l])f-!-~(—7‘—k+1) ( _ (_1)k(r+l]z—1) firr e N).
NegBin,., ( {k }) ist die Wkeit, insgesamt k& Misserfolge vor dem 7-ten Erfolg in einer p-Miinzwurf-
folge zu sehen (NegBin, , = Geom,).
(Beachte
() —r .
> () -t = (1ep- 1 =1
k=0
und allg. fiir 7 > 0 ¥52 (7)a* = (1 + )~ (fiir [z| < 1) mittels Taylor-Entwicklung in = = 0 bzw.

allgemeinem Binomischem Lehrsatz.)

Beispiel 1.23 (Multinomialverteilung). s € {2,3,...},p1,...,ps € [0,1],p1 + - +ps=1,neN,
Q:{(kla-.-yks) ENgik1+...+ks:n},

Mult,,.p, .. ps({(kl,...,kzs)}) - (k1 k2” . )piflpgz,..plscs

Interpetation: n Ztige mit Zuriicklegen ohne Beachtung der Reihenfolge aus einer Urne mit s Kugeln
(s verschiedene ,Farben®), Farbe ¢ wird mit Wkeit p; gezogen), obiges ist die Wkeit, genau k;-mal
Farbe 7 zu ziehen fiiri = 1,2, ..., s.

Beispiel 1.24 (Poissonverteilung®). A € (0, o0),

k
Poin({k}) =2 ke,

H?

Proposition 1.25 (Poissonapproximation der Binomialverteilung). Seien p,, € [0, 1] mit p, - 0und
np, = A € (0, 00) fiirn — oo, so gilt fiir jedes k € N

Bin,, ,, ({k}) — Poi, ({k}).

8nach Siméon Denis Poisson, 1781-1840
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Beweis. Esist

(Z)pﬁ(l ) = n(n—1)(n-k+1)

(np) (1= "22)" (1= pa)

k!nk —_——
—>A -
—1/k! SeA
k
I
e E ur”n — oo.

]

Prop. 1.25 motiviert, warum die Poissonverteilung oft in Anwendungssituationen vorkommyt, in de-
nen man viele unabhingige Ereignisse betrachtet, von denen jedes nur mit einer sehr kleinen W’keit
eintritt — man denke etwa an Schidensfille bei Versicherungen, Zerfallsereignisse in einer Probe ra-
dioaktiven Materials oder an genetische Mutationen.

Beispiel 1.26. L. von Bortkewitsch? berichtete in seinem Buch Das Gesetz der kleinen Zablen, Teub-
ner, 1898 verschiedene Datensitze, die gut zur Poissonverteilung passen.

Speziell in § 12, 4. (,,Die durch Schlag eines Pferdes im preuf$ischen Heere getéteten) werden fiir
20 Jahre (1875-1894) und 10 Armeckops der preuf$ischen Kavallerie, also insgesamt 20 - 10 = 200
LKorpsjahre® berichtet, in wievielen davon sich x Todesfille durch Schlag eines Pferds ereigneten

(Tabelle b) auf S. 25):

Ergebnis x | Anz. ,Korpsjahre*
o 109
I 65
2 22
3 3
4
25 o

Angenommen, die Anzahl durch Schlag eines Pferdes wihrend eines Jahres in einem Korps getote-
ter Soldaten wire Poiy-verteilt mit A = 0,61, so wiirden wir das Resultat z je 200 x Poi g («)-mal
erwarten:

Ergebnis # | Anz. ,Korpsjahre® | 200 x Poig ¢ ()
0 109 108,67
I 65 66,29
2 22 20,22
3 3 411
4 0,63
25 o) 0,08

Von Bortkewitsch, a.a.0., S. 25 schreibt: ,,Die Kongruenz der Theorie mit der Erfahrung ldsst [...],
wie man sieht, nichts zu wiinschen tbrig.“

Ubrigens: Wie ist von Bortkewitsch auf A = 0,61 gekommen?

Die beobachtete ,mittlere Anzahl Todesfille pro Korpsjahr in den Daten ist

~ 109 65 99 3 1
e e 0+ 22 42 942 34— 44+0=061
200 200 "200 “ 200 " T200 VT

?Ladislaus von Bortkewitsch, 1868-1931
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und es ist auch . o o .
;)xPoiA(x):;)xHe Z (:c—l)‘ D

(»der Erwartungswert von Poi) ist A“) und somit ist obiges der naheliegende ,Momentenschitzer —
wir werden darauf zuriickkommen.

1.4 Zufallsvariablen

Zufallsvariablen (oft abgekiirzt ZV; manchmal auch ZufallsgréfSen gennant) sind (in einem gewis-
sen Sinn sogar: die) ,Fundamentalobjekte der Stochastik', sie sind zudem oft sehr angenehm zum
Rechnen/Notieren und zum intuitiven Argumentieren tiber zufillige Vorginge.

So kann man die Beispiel-Instanzen aus Beispiel 1.4 auch folgendermaflen aussprechen:

. (a) SeiW das Ergebnis eines Wurfs eines fairen Ger-Wiirfels (Wertebereich {1, 2, 3,4, 5,6}).

(b) Werfe Wiirfel dreimal, seien W5, Wy, W3 Ergebnisse des 1., 2., 3. Wurfs des Wiirfels (W =
(W4, Wy, W3) hat Wertebereich {1,2,3,4,5,6}3).

(c) nverschiedene Objekte in zufilliger Reihenfolge: Sei X = (X1, Xo, ..., X,,) eine zufilli-

ge Permutationvon 1,2,...,n
(Wertebereich {(x1, g, ..., %) : 21,...,2, € {1,2,...,n} paarweise verschieden}).

2. Sei M das Ergebnis eines (mdglicherweise verfilschten) Miinzwurfs (Wertebereich { Kopf, Zahl}).

3. Wihle uniform eine Email aus meiner Inbox (die deutsche und englische Emails enthil, die je-
weils Spam sein konnen oder nicht), sei X die Sprache und Y der Spam-Status der betrachteten
Email ((X,Y") hat Wertebereich {Deutsch, Englisch} x {Spam, keinSpam})

4. Wir werfen eine faire Miinze, bis zum ersten Mal Kopf kommt. GG zihlt, wie oft bis dahin Zahl
gefallen ist (Wertebereich Ny).

Beispiel 1.277. Wir werfen 2 Wiirfel (naheliegende Modellierung: Q2 = {1,2,...,6}? [und F = 2%,
P=uniforme Verteilung auf €2]) und beobachten die Augensumme, nennen wir sie X.

Wir konnten tibergehen zu €' = {2,3,...,12} [und entsprechendem P’({z}) =
wir betrachten

] oder

X : Q -

(w1, w2) + w1 +wo

und Ereignisse

{X =x}:= {(wl,wg)eQ:leer:x} fire=2,3,...,12

**Man kann ein Zufallsexperiment auch stets auffassen als: ,Der Zufall wihlt aus einer Menge S mdoglicher Realisie-
rungen der Zufallsvariable X eine aus“ und sich in diesem Sinn den ,,Umweg" tiber die Diskussion von Ereignissen und
Wahrscheinlichkeitsriume (zunichst) ersparen, tatsichlich stellt das Buch von Kersting & Wakolbinger [KW] Zufallsva-
riablen auch gleich an den Anfang der Diskussion; die beiden Zuginge sind logisch dquivalent, unterscheiden sich aber
etwas in der ,,Betonung®. Siehe auch Bemerkung 1.36 unten.
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Definition 1.28. (2, F, P) ein W’raum, (S, S) ein messbarer Raum (der ,,Wertebereich®).
Eine Abbildung X : Q — S heifit eine Zufallsvariable (mit Wertebereich \S), wenn gilt

VBeS: X (B)={weQ: X(w)eB}eF.

(im Sinne der Maf3theorie ist X eine messbare (strikt: eine F-S)-messbare Abbildung von €2 nach S.)

\
0

»Logo-Bild* fiir eine Zufallsvariable X.

X

S

Wir schreiben
{X eB}:=X1B)
fiir das Ereignis , X nimmt einen Wert in B an® und abkiirzend oftauch {X = 2} := {X € {2} };im
Fall S = Roftauch {X <z} := {X € (—oo,x]}, etc.
Im Fall reellwertiger Zufallsvariablen lassen wir oft auch die Werte +oco oder —oo zu (Ubergang

von S =RzuS =R).

Beachte hier die iibliche Notationskonvention: ZV werden meist mit Grof$buchstaben benannt,
mogliche Werte (,,Realisierungen) mit Kleinbuchstaben.

Bericht 1.29. 1. Wenn (2 und S abzihlbar sind (und wir in kanonischer Weise die jeweiligen Potenz-
mengen als 0-Algebren verwenden), so ist jede Funktion eine Zufallsvariable.

2.5ei S = 0(€) fiirein £ c 29, dann ist X eine Zufallsvariable, sofern gilt
VCe&E: XHO)eF

(d.h. es gentigt Messbarkeit auf einer Erzeugermenge der o-Algebra zu priifen, speziell fiir S = R
[oder R] fiir Mengen der Form (—o0, x]),denn {B ¢ S : X~1(B) € F} ist eine o-Algebra (Ubung),

umfasst nach Voraussetzung &.

3. Im Fall Q = R™, S = R4 (jeweils mit der zugehdrigen Borel-o-Algebra versehen) ist jede stetige
Abbildung f : 2 — .S messbar

Beispiel .30 (Indikatorvariable). A€ F,14:Q - {0,1},

14(w) 1, fallswe A,
w) =
4 0, fallsw¢ A

14 heif3t die Indikatorvariable des Ereignisses A.
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Zufallsvariablen sind nicht zuletzt deshalb niitzlich fiir die Modellierung zufilliger Vorginge, weil
man mit ihnen gewissermaflen genauso operieren und ,rechnen kann wie mit anderen Variablen
(oder ,unbestimmten Groflen®) in der Mathematik:

Beobachtung 1.31 (Rechnen mit ZVn). Sind X7, X, ... reelle ZVn, so sind auch

(X1, X2), X1+ Xo, Xy = X, Xy - X, Xy A X, Xy v X,
sup X, mf X,, limsup X,, und liminf X,

Zufallsvariablen, denn
{(Xl,XQ) € (—OO,.Z‘l] X (—OO,IQ]} = {Xl < .Tl} N {XQ < 132} € f,

die Abbildungen (z,y) = = +y, bzw. » x -y, = -y, etc. sind stetig,
{supX <zh=({X,<z}eT, e,

neN
limsup X, = inf { sup X, hm me =sup inf X,,
n—o00 neN m>n neN m2n

Insbesondere konnen wir das Ereignis

{Xn konvergiert} = { limsup X, < liTrlI}) glf Xn}

( {(hmsuan,hmme) {(m,y)e@2:xﬁy}})

n—oo
sinnvoll betrachten.

Beobachtung 1.32 (Verkettung messbarer Abbildungen, Funktionen von Zufallsvariablen). (S,S),
(S’,8"), messbare Riume, f : Q2 - S, g: S — S’ messbar, dann ist

gof: Q-5 gof(w)=g(f(w))
(F-S-)messbar, denn

(go f)_l(B') =f g (B))eF firjedessB €S
eS

Insbesondere ist fiir eine S-wertige ZV X auf (2, F, P)
g(X)=goX

wiederum eine Zufallsvariable.

(Interpretation: Wir werten die Funktion ¢ an der zufilligen Stelle X aus.)

Beobachtung und Definition 1.33. 1. (Verteilung) X ZV (auf einem Wraum (Q, F, P)) mit Wer-
ten in S,

Px(B):=P({XeB}), BeS

definiert ein Wmaf§ auf (S, S) (Ubung), wir nennen Py die Verteilung von X (unter P) und schrei-
ben auch Lp(X) := Px, oft auch nur L (X ), wenn P fixiert ist oder aus dem Kontext klar.
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(Das L erinnert an English “law” bzw. Franzdsisch <loi>, d.h. ,Gesetz".)

2. pLein Wmaf§ auf S, wir schreiben X ~ i, wenn Lp(X) = pu.

3. X undY ZVn mit Werten in S beifSen identisch verteilt, wenn Lp(X) = ZLp(Y') (man
schreibt dies auch als X =Y")

4. X1, Xo, ..., Xy (reelle) ZVn, Y := (Xl, Xo, ... ,Xd) , 50 beifst Lp(Y') die gemeinsame Ver-
teilungder Xy, Xo, ..., Xo, Lp(X;) beifst die i-te Randverteilung (oder Marginalverteilung) von Y.

Schreibweise. Wir kiirzen (auch im Folgenden) oftab P(X € B) := P({X € B}), P(X =x):=
P({X =x}), P(X) € By, X2 € By) := P({X1 € Bi} n{Xs € By}), etc.

Beispiel 1.34. 1. Fiir A € Fist Zp(14) = Berp(a).
2.8ei Q2 ={0,1}", P = Bergn (aus Bsp. 1.20,2.), X;(w) =w;, Y = X7 + Xo + -+ X, s0ist

gp(Xz) = Berp, gp(y) = Binn,p

3. (Augensumme beim zweifachen Miinzwurf, vgl. auch Bsp. 1.4 1. (b) und Bsp. 1.27) W; und W,
das Ergebnis des ersten bzw. des zweiten Wurfs beim zweimaligen Werfen eines fairen Wiirfels und
X := Wy + W, die Augensumme (z.B. formalisiert via 2 = {1,2,...,6}? mit p((wl,WQ)) =1/36
fiir (w1, wy) € Q, I/I/,»((wl,wg)) = wj, i = 1,2), so hat X Wertebereich Sy = {2,3,...,12} und
Verteilung . (X') =: p mit

p({z}) = P(X =x) = >, P(Wi=w, Wy =w,)

(w1,w2) 1wy +wa=x
~#{(wr,wa) €{1,2,...,6}2:wy +wa=x} 6-|7-2
- 36 36

.Z'ESX

Bemerkung 1.35. Die Randverteilungen legen (i.A.) nicht die gemeinsame Verteilung fest, z.B.:

Wir haben eine faire Miinze M; und zwei gezinkte Miinzen M», Ms, wobei
3 1
P(MQZK):Z,P(M:;:K):Z.

Wir werfen erst M, wenn M, K (Kopf) zeigt, so werfen wir dann My, sonst Ms.
Sei X; = Resultat des i-ten Wurfs, 7 = 1, 2.

Die gemeinsame Verteilung von (X7, X3) ist

X K v4
X1

1.3_3 1, 1_1/]1
K 2 4 8 2 47 8 2
1.1_1 1 3_3/]1
2 4 8 2 47 8 2

1 1

2 2

also P(X; = K') = P(X, = K) = ; und dieselben Randverteilungen ergeben sich, wenn man zwei
Mal M, wirft, aber die gemeinsame Verteilung wire eine andere.
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Bemerkung 1.36 (Kanonisches Modell fiir eine ZV). Man kann eine Zufallsvariable X mit Wertebe-
reich S und Verteilung 1 stets in ,kanonischer Weise® mit der Wahl 2 = S'und P = ;1 und geeignetem
F c 25 (im diskreten Fall kann man F = 29 wihlen) als X = Idg auf dem W’raum (.S, F, i) for-
mulieren.

Man kann daher genausogut die mathematische Modellierung eines Zufallsphinomens mit der
Formulierung geeigneter Zufallsvariablen samt Verteilung beginnen (dies ist der in dem Buch von
G. Kersting und A. Wakolbinger [KW] beschrittene Weg).

Definition 1.37. X ZV mit Werten in R
Fx:R—[0,1], Fx(x)=P(X<x), xeR

heiflt die Verteilungsfunktion von X . (Strenggenommen: die Verteilungsfunktion von .Zp (X))

Beobachtung 1.38 (Erzeugung reeller ZVn mit vorgegebener Verteilung). Sei F' : R — [0,1] eine

Verteilungsfunktion,
F7(t) —mf{xER F(a:)>t} €[0,1]

die inverse Verteilungsfunktion oder Quantilfunktion (aus Bem. 1.13), U reelle ZV, U ~ Unif g 1}, dann
hat
X :=F1(U)

die Vertedlungsfunktion Fx = F.

Beweis. Esgilt F-1(t) <z <= t < F(x) nach Bem. 1.13, somit ist fiir € R
P(X<z)=P(F*(U)<z)=P(U<F(z))=P(0<U< F(x))=F(x)-0=F(x).
O]

Beispiel 1.39. Expy hat Verteilungsfunktion Fiyp,, (2) = (1-€79%) 1[0 o) () mitinverser Funktion
Expg (t) - % lOg(l - t):
1
also ist 3 log(l - U) ~ Expy (und natiirlich ebenso 3 log(U))

Beobachtung 1.40 (Dichtetransformation im Fall RY). X reelle ZV mit Dichte fx, d.h. Fx(x) =
f I[x(2)dz I c R (miglicherweise unbeschréinktes) offenes Intervall mit P(X € I) =1, J c R,

o I — J stetig differenzierbar, bijektiv.
Dann hatY = o(X) die Dichte

fx(e' W)
A=) v
0, y¢J

Beweis. @ muss offenbar strikt wachsend oder strikt fallend sein, wir betrachten den wachsenden Fall.

Firz <inf Jist P(Y < 2) =0, firz >sup Jist P(Y < z) = 1.
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Seiz € J:

P(Y <z)=P(o(X) <z)=P(X <p'(2))

71 (2) z ) 1
:[ fX(x)df’UZf (e W) =y s
oo oo ' (7 ()]
wobei wir = ™! (y) (und somit Z—z = m substituiert haben). Siehe auch die Skizze unten.
O
A
y+od
T
e y+0) m e (y) + - (071) () = ¢ (Y) + S iy
J
L | ) >
t 1 >
I

=9 (y)

Beispiel 1.41. X ~ N1, peR,0>0,s0istY :=0X +p~ N, (Ubung).

Bericht 1.42 (Dichtetransformation im R9). X Ré-wertige ZV mit Dichte fx, I ¢ R? offen mit
P(X eI)=1,J cReoffen, p: I - J bijektiv, stetig differenzierbar mit Ableitung

d
o'(z) = ( gfz () ) (,Jacobi-Matrix“),
j

ij=1
dann hat Y := ¢(X') die Dichte
fx(e™' )

fr(y) ={ |[det @' (o7 (y))]
0, y¢J

yed,

Beweise finden sich in Analysis-Lehrbiichern, z.B. G. Kersting und M. Brokate, Ma/fS und Integral,
S. 107, H. Heuser, Analysis, Teil 2, Satz 205.2 (“Substitutions-Regel”), O. Forster, Analysis 3, Kap. 9,
Satz 1 (“Transformationsformel”).

Wir betrachten hier nur folgende Heuristik (im Fall d = 2): Lokal sicht
1 p1(x) )
€T = = €T) =
( Ty ) o) ( ©a ()
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:
»AUs wie

p(z) » p(z) +¢'(z) - (' - 3)
= p(x) + (%Sﬁl(z) %wl(z)) ' (xl _ xl)
3o-P2(7) 5o-pa() Ty~ T2
(plus Terme, die O(||z" — z||?) sind), also:

die Fliche der Grofie hy - hs ,rund um 2

wird auf

~ Fliche hy - hy - |det ¢’ (z)| ,tund um y* abgebildet.

X2

> >

T Y1

Wenden wir dies auf Y = (X)) an, so bedeutet das anschaulich: Fiir y = ¢(z) € J (und sehr
kleines h > 0) ist
fy(y)h? ~ IP’(Y nimmt Wert in einem Quadrat der Fliche h? mit yYAufpunkt® y an)
~ ]P’(X nimmt Wert in einem Quader der Fliche 1?/| det ¢’(x)| mit ,Aufpunkt‘ = an)

R,
O TR T
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Kapitel 2

Bedingte Wahrscheinlichkeiten und
Unabhingigkeit

2.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Beispiel 2.1. Wir zichen zwei Kugeln ohne Zuriicklegen aus einer Urne mit s > 0 schwarzen und
w > 0 weiflen Kugeln.

Modell: Nummeriere die Kugeln, 1, ..., w seien weif, w + 1, ..., w + s schwarz,
Q={(i,j):1<i,j<w+s,i#j},
P = uniforme Verteilung auf Q (|Q] = (w + s) (w + s - 1)),

betrache die Ereignisse

A= {erste Kugel ist weiB} ={(i,7) € Qi <w},
B = {zweite Kugel ist weiﬁ} ={(i,7) €Q:j <w}.

Ohne weitere Informationen ist

—@: w(w+s-1) W
P(B)_|Q| (w+s)(w+s-1) w+s

Nehmen wir an, wir haben den ersten Zug beobachtet und gesehen, dass A eingetreten ist. Mit
dieser Information sollte die W’keit von B

w-—1 w
<

w+s—-1 w+s

sein (denn es ,wurde schon eine weifSe Kugel verbraucht®).
Beobachtung und Definition 2.2. Sez (2, F, P) Wraum, A € F mit P(A) > 0.
P(BnA)
P(A)
heifSt bedingte Wahrscheinlichkeit von B, gegeben A (fiir B € F).

P(- | A) ist ein Wabrscheinlichkeitsmaf§ auf (2, F), man priift leicht per Inspektion, dass die
Eigenschaften aus Definition 1.3, Normierung und o-Additivitat, erfiillt sind.

P(B|A):=
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Wir lassen P(B | A) undefiniert, wenn P(A) = 0.

In Beispiel 2.1 ist P(A) = ﬁ’ P(A N B) = ‘AIFHB' = (w_:ggzuujiz_l), also ergibt sich tatsichlich
P(B|A) = 35

Bemerkung 2.3 (,Natiirlichkeit von Definition 2.2). Nehmen wir an, wir mochten angesichts der
Information ,,A ist eingetreten das W’maf$ P revidieren zu einem W’maf$ P mit

1. P(A) =1(d.h. Aistsicher unter P) und

2. ]3(3) = c4P(B) fiir B ¢ A miteinemcy >0

(d.h. Teilereignisse von A erhalten bis auf Normierung ihr altes Gewicht).

Dann gilt
P(AnC)

PO ==

(=P(C|A)) furalleCeF.
Beweis. Fur C e Fist

P(C)=P(AnC)+P(C~A)Z e P(C),
~——
<P(Ac)=0

mit Wahl C' = A und . folgt 1 = P(A) = c4P(A),also c4 = 1/P(A). O

Bemerkung 2.4. P(B | A) # P(B) kann nicht notwendigerweise als ,,Kausalitit (im Sinne von
»A beeinflusst, ob B eintritt®) interpretiert werden:
In Beispiel 2.1 ist auch

P(A| B) - P(PB(;)"U - U p(a),

aber es passt nicht zu unserer Vorstellung, dass der 2. Zug den 1. Zug beeinflusst.

Satz 2.5. I abziblbare Indexmenge, B; € F paarweise disjunkt mit P( Uier Bi) =1(und P(B;) >0
fiiriel).

1. (Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit) Fiir A € F gilt
P(A) =3 P(B;)P(A|B)) 0

iel
Man kann dies anband eines Diagramms veranschaulichen: \ ’
1 By

P(A| B;) ist der Anteil von A N B an der ,Wabrscheinlichkeits- B 5.5
masse“ P(B;) von B; 2/ B3

2. (Formel von Bayes') Fiir A € F mit P(A) > 0 und jedes k € I gilt

P(By)P(A| By)
Yier P(Bi) P(A| By)

'nach Thomas Bayes, 1702-1761; die Arbeit (die eine Frage von Laplace beantwortet) wurde posthum 1763 publiziert

P(By | A) =
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Beweis. 1. Y P(B;)P(A| B;) =Y P(An B;) = P( U(AnBy)) = P(A)

iel iel iel
(verwende die o-Additivitit von P).
2. Der Nenner ist = P(A) nach 1, der Zihler ist = P(A n By,) nach Definition. O

Beispiel 2.6 (Medizinische Reihenuntersuchung). Eine Krankheit
* komme bei 2% der Bevolkerung vor (,,Privalenz 2%),
* cin Test schlage bei 95% der Kranken an (,Sensitivitit 95%"),
* aber auch bei 10% der Gesunden (,,Spezifitit 90%").

Eine zufillig gewihlte Person wird mit positivem Resultat getestet. Wie wahrscheinlich ist es, dass
sie krank ist?

Sei

A = {Test fillt positiv aus},
B = {getestete Person ist krank
also P(B) = 0,02, P(A| B) =0,95, P(A| B¢) = 0,1, somit

P(B)P(A|B) 0,02-0,95
P(B|A)= = ~ (0,162
(B14) P(B)P(A|B)+ P(B°)P(A|B°) 0,02-0,95+0,98-0,1 0.16

(wir sehen: geringe ,positive Korrektheit®), andererseits

P(B| A°) - P(B)P(A| B) _ 0,02-0,05
" P(B)P(A¢| B) + P(B¢)P(A¢| B°)  0,02-0,05+0,98-0,9

~0,0011

(recht hohe ,negative Korrektheit).

Demnach: Ein negatives Testergebnis schliefft die Krankheit mit hoher W’keit aus, ein positives
Testergebnis sollte eher als ,,der Fall sollte weiter beobachtet / untersucht werden® interpretiert wer-
den als ,die Testperson ist krank®.

S.a. Gerd Gigerenzer, Das Einmaleins der Skepsis, Berlin Verlag, 2002, der auch einlidt, den Sach-
verhalt anschaulich anhand einer ,Vierfelder-Tafel“ bezogen auf eine Gesamtpopulation der Grof3e
1000 zu betrachten:

krank gesund | X

pos. getestet 19 98 7
neg. getestet I 882 883
by 20 980 | 1000
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2.2 Mehrstufige Zufallsexperimente

Wir betrachten folgende Situation:

Wir haben ZVn X1, X5, ..., X,, im Sinn und kennen
1. die Verteilung von X,

2. fiir 2 < k < n die bedingte Verteilung von X}, wenn X, Xy, ..., X}_1 schon beobachtet
wurden.

Frage / Aufgabe : Wie modellieren? (und: wie damit rechnen?)

Beispiel 2.7 (Polyas Urne?). s,w € No,ce {-1,0,1,2, ...}, eine Urne enthilt anfangs s schwarze
und w weifle Kugeln. Wir greifen in jedem Zug einmal rein zufillig hinein und legen dann die gezo-
gene Kugel zuriick zusammen mit ¢ weiteren Kugeln derselben Farbe (im Fall ¢ = —1 legen wir die
gezogene Kugel nicht zuriick). Wir setzen

Xi = 1 {ice gerogene Kugel ist schwarz) -
Beobachtung 2.8 (Multiplikationsformel). Ay, Ay, ..., A, Ereignisse mit
P(Ain---nA,1)>0,
50 1st
P(AinAyn---nA,)=P(A)P(Ay | A1) P(As | Ay nAg)--P(A, | A1n---nA,q).
(Beweis per Inspektion, das Produkt rechts teleskopiert)

Satz 2.9 (Konstruktion von W’maflen via bedingte Wahrscheinlichkeiten). Sezen €2,€2,, ..., €2,

(* @) abziiblbar, py = Uy — [0, 1] Wabrscheinlichkeitsgewichtsfunktion, fiir 2 < k < n und beliebige

wi € Q. w1 € gy sed Prjeoy oy 2 [0, 1] W gewichtsfunktion, setze ) := 4y x (g x

- x ), wir schretben X; : Q) — Q) mit Xi((wl, e ,wn)) = w; fiir die i-te Koordinatenprojektion.
Dannistp: Q — [0,1] mit

eine W gewichtsfunktion, das WmafS P auf ) mit Gewichten p erfiillt
I P(X1 = wl) = pl(wl)ﬁ'iraﬂewl € Ql:

2.
P(Xp=wp| Xi=wi,..., Xp1 = We1) = Difeon,o oy (WE)

.....

fii}"ZS kSTL, W1 te,...,wk_l €Qk_1,50_f€}"nP(X1 =w1,...,Xk_1 =wk_1) > 0.

P ist durch 1. und 2. eindentiyg festgelegt.

*nach George Polya, 1887-198s; siche F. Eggenberger, G. Polya, Uber die Statistik verketteter Vorginge, Zeitschr. f.
Angew. Math. Mech. 3, 279-290, (1923).
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Man kann die Situation aus Satz 2.9 in einem Baumdiagramm veranschaulichen (z.B. fir n = 2,

Oy ={a,b}, Qs = {c,d}):

@,
N Jo ()
T T

e )
@ p2/b (Q])
\

Beweis von Satz 2.9. Firl <k <m,w; € Qq,...,wy €y ist

P(X1=w1,...,Xk:wk): Z Z P({(wl,u-,wn)})

WEt1€Q%41  wneldn

=D (wl )p?\wl (WQ)"'prl ..... We-1 (Wk) Z pk+1|w1 ..... Wi (wk+1) :

=D (wl)pZ\wl (WQ)"'prl ..... We-1 (Wk)u

insbesondere fiir k = 1 also P(X; = wy) = p1(w1), d.h. 1. gilt und

P(Q): Z P(X1 =w1): Z pl(w1)=1,

w1 w1€Q

P ist demnach ein W’ maf3.

Fir 2 < k < nfolgt
P(Xi=wi,..., Xp=wy) =P(X1=wi,..., Xjo1 = W1 ) Phfor o (W)

d.h. 2. gilt.
Die Eindeutigkeit von P folgt aus Beob. 2.8 (mit Wahl A4; = {X; = w; }). O

Anwendung in Bsp. 2.7 (P6lya-Urne)

Die Urne enthilt anfangs s schwarze und w weifle Kugeln, man legt jeweils die gezogene Kugel zurtick
zusammen mit ¢ weiteren Kugeln derselben Farbe.
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Wir betrachten n Ziige, 2 = {0, 1}" 3 w = (w1, ..., wy), X; = w; (mitInterpretation 1 =schwarz),
es ist

Sl w1,
s+w+c(k-1)
Phen i (W) =y 4 o= 1 - 0)
, fallsw, =0
s+w+c(k-1)
mitl = wq + - + Wi_1.
Satz 2.9 liefert (fiirw = (wy, . .., wy,) mitwy + -+ + w, =m)

P({m,...,wn)}):pl<w1>f£pk.wl ..... o ()

mI:Il(s +ci) - n_f"n[_l(w +cj)
i=0 =0

n-1
[1(s+w+ck)
k=0

Beachte: dies hingt nicht von der Reihenfolge der Werte w;, nur von der Gesamtsumme ab (man sagt
dazu auch, dass die X; ,austauschbar” sind).

Halten wir Spezialfille fest:

e fiirc = 0(d.h. Ziechen mit Zuriicklegen, also 7 unabhingige Versuche) ergibt sich ( . )m( w )n_m

S+w S+w
e fiir ¢ = —1 (d.h. Ziehen ohne Zurticklegen) ergibt sich

w

s(s—1)---(5—m+1)-w(w—1)---(w—n+m+1)_(;)(n_m) 1 - 1
(s+w)(s+w-1)-(s+w-n+1) B (SZUJ) (Z)_Hyp&wv"({ })(;)

mit der hypergeometrischen Verteilung aus Bsp. 1.19.

Wir kénnen diese Rechnung folgendermafien interpretieren: Die Anzahl gezogener schwarzer
Kugeln in den n Ziigen ist Hypy ,,, ,,-verteilt, gegeben, dass m schwarze Kugeln gezogen wur-

den, sind deren Positionen in der Reihenfolge uniform verteilt (es gibt (:1) mogliche Wahlen
fir m Positionen).

e fur c = 1 ergibtsich

(s+m-1)! (w+n-m-1)!

G-1)! (-7 (s+w-1)! (s+m-DN(w+n-m-1)!
% C(s-1D)(w-1)! (s+w+n-1)!

Sei Sy, = X + -+ + X, (die Anzahl gezogene schwarze Kugeln unter den ersten n Ziigen), fiir
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0 <m < nist(fire # 0)

P(S,=m) = > P({(wl,...,wn)})

(wi,...,wn )€{0,1}",
w1+ HWwn=m

m-—1 n—-m-1
(s+ci) - I (w+cj) ZCED-Grml) 2(ErD-(2nom-1)
B (n i=0 3=0 B ml ’ (n—m)!
- n-1 - SEW (W) (g ])
mn [1(s+w+ck) nl
k=0
-sfc —w/c
_ )G
(—(s+w)/c)
-1)--- — +1
(mit ( " ) = r(r-1) (7; m+1) fiir r € R, m € N), beachte, dass der Faktor (—1)" sich oben
m m!
herauskiirzt.

Diese Verteilung heiflt auch Polya-Verteilung.
(Im Fall ¢ = 0 ergibt sich natiirlich P(S,, = m) = Bin, s/(s+w) ({m}), vgl. Bsp. 1.20.)

In Satz 2.9 hatten wir ein W’maf§ auf einem Produktraum (mit n € N Faktoren) konstruiert. Ge-
legentlich bendtigt man ein analoges Resultat fiir den Fall (abzihlbar) unendlich vieler Faktoren —
beispielsweise, um in dem hier betrachteten Kontext eine unendliche Miinzwurffolge zu modellie-
ren.

Bericht 2.10 (Konstruktion von W’mafSen auf unendlichen Produktriumen). Seien €2;, ¢ € N je-
weils (hochstens) abzihlbar, # @, p;(-) Wgewichtsfunktion auf Oy, fiir k € {2,3,... } und w; «

Dy Wit € Qg sel Py, () Wgewichtsfunktion auf €y, setze

Q:: XQ@ = {(Wl,WQ,W37.--) :wiGQi}

ieN

(versehen mit
F = J({{wl} X {wo} x oo x {wp} x Qi1 X Qo x - ineNjw; e Q; firl <i < n}),

der sogenannten Produkt-o-Algebra), fiir 7 € N sei

X;: Q= Q,, Xi((wn)neN) = w; (die Projektion auf die ¢-te Koordinate).

Dann gibt es (genau) ein W’maf3 P auf (£2, F) mit
P(X1=wi,..., Xk = wi) = p1(w1)Pojuy (W2)* Dl . on_, (W) (2.1)
firallek e Nundw,; € Q; fir1 <i < k.

Dieses Resultat, das Satz 2.9 auf die Situation abzihlbar unendlich vieler €2;, ¢ € N erweitert,
werden wir in dieser Vorlesung nicht mit mathematischer Strenge beweisen (daftir siche z.B. Georgii

[G, Satz 3.12]).
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Grobe Beweisidee. Gedankenexperiment: Stellen wir uns vor, wir haben einen Computer, der genau ei-
neuniformin [0, 1] verteilte Zufallsvariable U (mit beliebiger Prizision) simulieren kann. Wir mochten
aus dem Wert von U die Werte von X, Xy, ... derart ablesen, dass (2.1) fiir alle & gilt.

Sei U ~ unif[oyl].

* Zetlege I = [0, 1) in disjunkte, halboffene Intervalle I, ,w; € 5 der Lingen p; (w1 ) (1. Stufe),

* zerlegejedes I, in disjunkte, halboffene Intervalle 1, 4, w2 € 2 der Lingen p (w1 ) o, (w2)
(2. Stufe),

* wenn Iy, ..., , konstruiert (mit Linge p1 (w1 )Poju, (W2)  Pi-1jur... k-2 (Wr=1))s

zerlege in disjunkte, halboftene Intervalle 1, ., , w, € €y, der Lingen

7777 We-1,Wk

P (M)Pz\wl (WQ)"'pk—le ..... k72(wlc—1)pk|w1 ..... k—l(wk) (k. Stufe), etc.

0 p1(1) p1(2) p1(3) p1(4) 1
< >l >l >l il T
i Bp(1) B2 P1OPG) o @3)py,a)
e S =< et It It ST T RPN
I3, Is, Is5 Is 4
B _ 213)p2s(D)psi3a(2) - pr(3)pgys(4)psys.4(3) |
oo BN el S | C el By :::: oo
I341 T34 I343
p1(3)p23(4)p33.4(1) o

Firu € [0,1) gibtes genau ein
X(u) = (Xi(u), Xo(u),...) e,
so dass gilt (siche auch die Skizze fiir den Fall ; = Q5 =--- = N)
W€ Ix, (u), Xo(u),...xp(u) frallek eN
und dies definiert X : [0,1) - Q. Damit ist
P(Xl =wi, ..., Xp= wk) = (unif[m] OX’l)({wl} x {wa} x oo x {wp } x Dyt X Qpeya x )
= unif[ovl]({u €[0,1): X(u) =wy, Xo(u) =we, ..., Xp(u) = wk})

.......... k

:P1(w1)p2|w1(w2)“'Pk—1|w1 ..... k—Q(wk—l)pk\wl ..... k—l(wk)7
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d.h. (2.1) gilt.

2.3 Unabhingigkeit

Definition 2.xx. Wir betrachten einen W’raum (2, F, P). Ereignisse A und B heiffen (stochastisch)
unabhingig, wenn gilt

P(AnB)=P(A)-P(B)
(strenggenommen: unabhingig beziiglich P). Im Fall P(A) > 0sind also A und B unabhingig g.d.w.
P(B|A)=P(B).

Beispiel. 1. Ziehen mit Zuriicklegen aus einer Urne, A = {erste gezogene Kugel ist schwarz}, B =
{zweite gezogene Kugel ist schwarz}, so sind A und B unabhingig.

(Dies gilt natiirlich nicht, wenn ohne Zurticklegen gezogen wird.)

2. Ziehe zwei Karten ohne Zuriicklegen aus einem (perfekt gemischten) Skatblatt, sei

A = {erste gezogene Karte ist ein As},
B = {zweite gezogene Karte hat Farbe Pik}.

Esist
41 § 1, 87 24.8
P(A)=— = -, P(B):—:—(: + )
328 321 \"32.31 " 32.31
1- . 1 1
pAnBy =38 3L 1 by pemy,

32.31  32-31 32
d.h. A und B sind unabhingig.

Bemerkung. Gilt P(A) € {0, 1}, so ist A von sich selbst unabhingig.

Definition 2.x2. Sei [ (beliebige) Indexmenge, A;, i € I Ereignisse. Die Familie (A;);e; heiflt un-
abhéingig, wenn fiir jedes endliche J c I, J # @ gilt

P(N4;) =TT P(4).

jed jeJ
Beispiel 2.13. (Aus paarweiser Unabhingigkeit folgt i.A. nicht Unabhingigkeit). Werfe eine faire
Miinze zwei Mal, sei

A = {erster Wurfist K'}, B = {zweiter Wurfist K},
C' = {beide Wiirfe haben das gleiche Ergebnis}.

Es ist
P(A) = P(B) = P(C) = % P(AnB) = P(AnC) = P(BnC) = le

d.h. je zwei der betrachteten Ereignisse sind unabhingig (mansagt: A, B, C'sind paarweise unabhingig),
aber

P(ANBAC) =  P(A)- P(B) - P(C) = .
d.h. A, B, C' sind nicht unabhingig. (Dies ist auch intuitiv klar, denn (A n B) u (A¢n B¢) = C')
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Bemerkung 2.14. Sind (A;, € I') unabhingig, so auch (A¢,7 € I) und fiir J, J' ¢ I endlich mit
JnJ' =@gilt

P(NA;n N A5)=TTP(A)- TT (1= P(45)). (2:2)

jeJ jled’ jedJ jled’
Beweis. Betrachte zunichst den Fall |.J| = |J/| = 1:
P(A;n AS) = P(A)) = P(A;n Ay) = P(A)) = P(A) P(Ay) = P(A;) (1~ P(Ay)),

sei nun J mit |.J| > 1 allgemein, J’ = {j'} mit j’ ¢ J, wie oben ist

P(NA 0 45)=P(N4)-P( N 4)

keJu{j’}
-[1P() =TT P = (I1PA)(1- ().

Nehmen wir nun an, (2.2) gilt fiiralle J, J' mit J n J’' = g und | J'| < m.
Sei J"" = J'u {j"} miteinem j” ¢ J nJ' und |J’| = m: Nach Induktionsvoraussetzung ist

P(N40 N A;,):P<Q]Ajm NAS)-P( N A0 ) A%)

jeJ e e’ jeJu{jmy jle’
=[1PA4) - TTA-P(A4) - I P(A)- [T(A-P(4;))
jeJ j'ed’ JeJu{j"} jred’
=[1P(4)- TT @-P(4;),
jeJ jled”
d.h. (2.2) gilt auch fir J und J” und somit allgemein. O

Diskussion. 1. Stochastische Unabhingigkeit ist eine (gemeinsame) Eigenschaft von Ereignissen und
deren Wahrscheinlichkeiten; (Un-)abhingigkeit ist nicht automatisch mit (Nicht-)Existenz eines kau-
salen Zusammenhangs gleichzusetzen.

Beispiel: Wir befragen eine zufillig an einem Samstagnachmittag auf dem Mainzer Gutenberg-
platz ausgewihlte Testperson. Die Ereignisse ,hat Schuhgrofle > 41 und ,hat Fihrerschein® sind
nicht unabhingig (gegeben {hat Schuhgrofle > 41} handelt es sich vermutlich eher um einen Er-
wachsenen, daher ist die Chance, dass die Person auch einen Fihrerschein hat grofSer als der Anteil
der Fithrerscheinbesitzer in der Gesamtbevolkerung, die auch viele Kinder umfasst). Trotzdem wire
die Behauptung, dass grof$e Fiifle Fiihrerscheine hervorbringen, natiirlich unsinnig.

2. Nichtsdestoweniger modelliert man die erneute Wiederholung eines gewissen zufilligen Experi-
ments unter gleichen Bedingungen (oder auch die Befragung verschiedener Versuchspersonen aus ei-
ner groffen Grundgesamtheit) zumeist mittels (angenommener) stochastischer Unabhingigkeit. Die
Annahme unabhingiger Kopien eines gewissen Zufallsexperiments bildet hiufig einen zentralen An-
satzpunket statistischer Analysen.

Definition 2.15. [ (nicht-leere) Indexmenge, X;, i € I Zufallsvariablen (auf demselben W’raum),
X; habe Wertebereich (.S;, .27 ). Die Familie (X );er heilt unabhingig, wenn fiir jedes endliche & #
J c I und beliebige B; € 27; gilt

P(N{X; € B}) =TT P(X; € By).

jed jeJ
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Also: Eine Familie von ZVn ist u.a. g.d.w. jede endliche Teilfamilie u.a. ist.

Beobachtung 2.16. 1. (X;);c; unabhingigund @ # I’ c I, so ist auch (X, );e; eine unabhingige
Familie. (Dies folgt sofort aus der Definition: wihle B; = S fir j e I N I'.)

2. Seien (.S}, &) messbare Rdume, f; : S; - S/ messbar, X, i € I unabhingige ZVn (X; hat Werte
in .S;). Dann sind auch
Y; == fi(X;), i € I unabhingig,
denn fiir endliches J c I, BJ’. € &fj' ist
POV € B7}) = PN € £71(B)))
je je
=[1P(X; e f;1(B)) =[1 P(Y; € B;).

jed jeJ

3. Eine Familie von Ereignissen A;, ¢ € I ist unabhingig g.d.w. die Familie 14,, ¢ € I der zugehorigen
Indikatorvariablen u.a. ist. (Dies folgt sofort aus der Definition zusammen mit Bem. 2.14.)

Bericht 2.17. In der Situation von Def. 2.15 sei &; ein N-stabiler Erzeuger von .¢7 und es gelte fiir alle
J c I mit|J| < cound B; €&;

P( (X e Bj}) =[] P(X;eB)).
jeJ jeJ
Dann sind die (X );e; unabhingig.
Insbesondere gilt im reellwertigen Fall (S; = R): (X );es sind unabhingig g.d.w.
fiiralle J ¢ 1, |J] < 00, z; e Rgile  P(({X; <;}) = [T P(X; e ).
jeJ jeJ
Beweisidee. Zeige induktiv tber #{j € J : B; € @/; \ &;}, dass die Bed. aus Def. 2.15 erfiillt ist,

verwende dazu Eindeutigkeitssatz fiir Maf3e (Bericht r.10). Fir Details siche z.B. [G, Satz 3.19].

Satz 2.18. X1, Xy, ..., X, ZVn, X; habe Werte in S;, S; abziblbar fiiri = 1,2,...,n. Dann sind
X1, Xo, ..., X, unabhingig g.d.w. gilt

V.CI,"lESl,.’L‘QESQ,...,xHGSn : P(XlZl'l,XQ:.’EQ,..‘,Xn:.CEn)ZHP(XZ':Z'Z').
i=1

Beweis. ,=“: Klar (Wihle A; = {x;} in Def. 2.15.)
»<=“: Seien A1 c S1,... A, c S, esist

P({X1eAl}m-~~m{XneAn})=P( U {Xlle,...,Xn:xn}>

(Z1yeesxn)eArxxAp

= Z P(X1=.I'1,...,Xn=l'n)

Tl EAl ..... :L‘nEAn

“P(Xy=1) P (Xn=rn)

=Y P(Xi=2) Y P(X,=1,)

z1€A] Tn€An

P(X;eA)P(X,eA,).
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Bericht 2.19 (Unabhingigkeit im reellwertigen Fall mit Dichte). Seien X1, Xs, ..., X, recllwertige
ZVn, f1,..., fo : R > R, Wahrscheinlichkeitsdichten (d.h. [, f;(2) dz = 1), dann sind dquivalent:

. X1,...,X,sindu.a.und X; hat Dichte f; firi=1,...,n
(dh. P(X; € B) = [ fi(x) dx).

2. DieZV X = (X3, ..., X,,) mit Werten in R” hat Dichte
f(-ff) = f1(931) : fz(iEQ) T fn(ﬂfn), T = (551, . ,ZUn) e R",
d.h. die gemeinsame Dichte hat Produktgestalt.

Beweisidee. ,Naiv“ rechnen wir
»

[:1 fl(yl) dyl [:" fn(yn) dyn = —/(_oo 1] x (oo, ]fl(l'l)fn(xn) dy1 .. ~dyn

(verwende den Satz von Fubini um die Integralvertauschungen zu rechtfertigen und dann Bericht 2.17.
Siehe z.B. [KW, Satz auf S. 70 in Kap. IIL.10] und [G, Bsp. 3.30] ftir Details.

Beispiel 2.20. 1. Xi,..., X, ua, X; ~ Ny, dannhat X := (X7,..., X,,) Dichte

1
V2T

(mit ||z]| = \/2% + -+ + 22, der euklidischen Norm).

Sei M = (m;)} ., orthogonale n x n-Matrix (d.h. MTM = I, die n x n-Identititsmatrix),

fx(x) =ﬁ

e Ti2 = (2m) ™2 exp(— %||av||2)7 x=(x1,...,2,) €eR"

YT :=MXT dhY=(Yy,...,Y,) mitY; = Zminj’

j=1
dannsindYy,..., Y, wa, Y ~Np;.
¢ : R* - R", p(z) = M ist bijektiv und differenzierbar mit ¢~1(y) = M7y, ¢’ = M, die

Dichtetransformationsformel (Bericht 1.42) zeigt: Y hat Dichte

_ fx(e' () fx(MTy) T
MO = Taa e~ a0

o1

=(2n) ™ exp (- L||IMTy|)?) =] —

ey esp (- T = [
[lyl1?

e vil?,

2. Sei X ein uniform im Einheitskreis {z € R? : ||z|| < 1} verteilter Punkt (in kartesischen Koordi-
naten X = (X1, X)), R der Radius, W der Winkel von X (in Polarkoordinaten), also

arcsin(%), X120,

R=\/X}+X3 W={m-arcesin(32), X;<0,X,>0,
Xo

—W—arcsin(); ), X1<0,X5<0,

(siehe auch die Skizze unten).
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x

Links: Punkt (X7, X3) und seine Polarkoordinaten (R,W). Rechts: Schraffiert ist
B(r,w) := {Punkte mit Radius < 7 und Winkel < w}.

Dann sind 12 und W unabhingig,
R hat Dichte fr(r) =2rlp(r),
W hat Dichte fir (1) = 51 7.y (1),
denn(fur0<r<1,-m<w<m)

P(R<r,W <w)=P(X € B(r,w))

w+T

72 + r w 1
= 2 :rzw Wz/ 23d3-f — dv.
w12 21 0 _r 27

Definition 2.21. Seien (£2;, F; ), messbare Riume, P; ein Wahrscheinlichkeitsma8 auf 2;,i = 1,. .., n,

Q= Oy x-xQ,
(versehen mit F = 0(A1 X Ay x-+x A, Aje Fifuri=1,... ,n), der ,,Produkt-o-Algebra), dann
heiflt das Wahrscheinlichkeitsmaf auf (£2, F) mit
P(AleQXXAn):H.PZ(AZ) fiirAlefl,...,Anefn
i=1

das Produkt (oder Produktmafl) der P, ..., P,, man schreibt P = P, ® P, ® -+ ® P, (im Fall
Py =Py=--=PF,auch P = P?").

Bemerkung 2.22. ZVn X, ..., X,, (mit Wertebereichen 51, ..., S,), die auf demselben W’raum
(Q, F, P) definiert sind unabhingig, g.d.w. gilt (mit X = (X; ..., X))
Lp(X) =Lp(X1) ® Lp(X2) @@ Lp(X,).

(D.h. ZVn sind unabhingig g.d.w. die gemeinsame Verteilung (vgl. Beob. und Def. 1.33) ein Produkt-
maf ist).

Insbesondere: Unabhingigkeit von ZVn ist eine Eigenschaft der (gemeinsamen) Verteilung.
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(Dies ergibt sich direkt aus dem Vergleich von Def. 2.15 und Def. 2.21.)

Beobachtung und Bericht 2.23 (Existenz von u.a. ZVn mit vorgegebenen Verteilungen). (.S;, <)
messbare Raume, v, Wmaf§ auf (S;, o) fiiri=1,...,n (fiireinn € N) oder fiiri € N.

Dann gibt es (auf einem geeigeten Wraum (0, F, P)) unabhingige ZVn X1, X, ... mit X; ~
Wi- Man kann Q) = X1 S;, P = QjLy i (bzw. Q) = X215, P = Q2 i) und X; = i-te Koordina-
tenprojektion wéihblen.

Diskussion. Wenn alle S; abzihlbar sind, folgt dies im Fall endlich vieler X; aus Satz 2.18, im Fall
unendlich vieler X aus Bericht 2.10.

Im Fall endlich vieler X; mit Werten in IR, die jeweils eine Dichtefunktion f; besitzen, folgt die
Behauptung aus der Existenz des n-dim (Lebesgue-)Maf3es (,,Volumen-Maf¥“), der Fall endlich oder
unendlich vieler X; mit Werten in R kann zudem (via Beob. 1.38 und Bericht 2.10) auf den diskreten
Fall zurtickgespielt werden:

Seien U; j, 1,7 € N u.a, Beryy, dann sind V; := Z;; 277U; j ua. (vgl. Beob. 2.16) und V; ~
Unif[m] firi e N.

Sei F; die Verteilungsfunktion von y;, dann leistet X; := F1(V}) das Gewiinschte (vgl. Be-
ob. 1.38).

2.4 Faltung

Definition 2.24. X und Y unabhingige reellwertige ZVn, X ~ p, Y ~ v (definiert auf einem
W’raum). Die Verteilung von X + Y heifit die Faltung von 1 und v, geschrieben p * v:

(u*xv)(B)=P(X+Y eB), BeB(R)

(alternativ: p * v = (u®@v) o f~tmit f(x,y) =z +y).
Bemerkung. p*xv=v*pu(denn X +Y =Y + X).

Beobachtung 2.25 (Diskreter Fall). Falls 4(Z) = v(Z) = 1 (d.h. X und Y haben Werte in Z), so ist

(i )({k) = P(X+Y =k) = ¥ P(X =m,Y =k-m) = Y u({m})v({k - m}).

meZ meZ

Beispiel 2.26. 1. X,Y ua., ~ Berp,soist X +Y ~ Biny p, d.h. Ber,, * Ber,, = Biny,,.
2. (Binomialfamilie) X, X», ..., X}, ua., ~ Berp, soist X; + Xy +--- + X, ~ Bin,, ,,, d.h.

o _ cee = 1
Ber," = Ber,, + Ber, x --- x Ber;, = Bin,, ,.

n-mal

Insbesondere gilt
Bin,, , * Bin,, , = Bing, 1n,, fiirpe[0,1],n1,n9 € N,

die Binomialverteilungen bilden (fiir festes p) eine Faltungsfamilie.
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3. (Poissonfamilie) Fiir v, 8 > 0 ist Poi,, * Poig = Poi,.g, denn

k

Y e

m=0 m‘

m

R — B

(k=m)! -
— 6—(o¢+ﬁ) (Ot + ﬁ) _

o(arm) L

i 2 )

il POia+5({k}), kENo.

Auch die Poissonverteilungen bilden eine Faltungsfamilie.

Beobachtung 2.27 (Faltung von Dichten). X, Y u.a. reellwertige ZVn mit Dichte fx bzw. fy, so

hat X +Y die Dichte

(fx* fr)(2) ZZ[RfX(x)fy(z—x)dx, zeR.

Esist nimlich

POCHY <w)= [T [T e fx () () dyde
- [: [: Ligsz-acw) fx (2) fy (2 — @) dzdx
:/::1{z3w}[:fx(:v)fy(z—x)dxdz:[:(fx*fy)(z)dz

wobei wir in der 2. Zeile y = 2z — x substituiert haben.

Beispiel 2.28 (Die Normalverteilungen bilden eine Faltungsfamilie). Es gilt

N,

2
H1,07

* N,

2
12,05

=N,

p1+p2,02+02 ftir M1, p2 € Ra 01,02 > 0

Beweis. Betrachte 0.E. den Fall p1y = ptp = 0(denn Z ~ N, 52, a € R, s0ist Z + a ~ N 44 52):

Fir z € Rist

xr2

- 207

1
o

1
= —exp(—
V2m(o? +02)

S——

2m (0% + 02)

207)

/2702

22

—exp (-

2(0% +03)

22

2(02+03)

(z—x)2)dx
203
)/ 1 . 22 2 22 2z
X — — R
(2 a;f%z)m P\2(02+02) 202 202 o2
l
2
r——z
2 2 eXp| — ( 1+(¢272201)2) dx
”1‘72 1/2 2‘71‘72
2+02 of+oy

1
B )
2m(0? + 02) ( 2(‘71 +03)

oD
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(Nebenrechnung: Das Argument der Exponentialfunktion innerhalb des Integrals in der 2. Zeile ist

22 2 22 zx  x2
—_ — + [P —
2 2 2 2 2 2
2(0;+03) 207 2035 o035 205
1 2xz 1 1 -1
=—§(01‘2+02_2)<x2— o (5 ) (e v 03?) 22)
o5(07% +05°) 0 01103
2
_ 1 _1 1
0%(0%+0§)(0I2+052) E‘(UI2+052)2
1 Z 2
) )
=—— (07" +05°) (2 - ———
5 ( ) ( 1+(02/01)2),
=U%+o%
ofos
das Integral in der 2. Zeile ist Nz/(1+(0'2/01)2),0503/(0%+a§) (R) = 1) O

Bemerkung. Man kann anstelle obiger expliziter Rechnung auch mit orthogonalen Transforma-
tionen und Beispiel 2.20, 1. (Invarianz der multi-dimensionalen Standard-Normalverteilung unter
orthogonalen Transformationen) argumentieren, vgl. auch [KW, Bsp. auf'S. 71]:

Seien a,b € (0,1) mit a? + b? = 1, so ist die 2 x 2-Matrix ( “

b 2 ) orthogonal, seien 71, Z

u.a., ~ Ny 1, dann haben

Z1 d a b Zl _ (ZZl + bZQ

Z, | b a |\ Zo )\ =02, +az,
dieselbe Verteilung, d.h. auch aZ; +bZ; und -bZ, +aZ, sind u.iv., ~ Ny 1, insbesondere ist a.Z; +bZ,
standard-normalverteilt.

Setzen wir a := #, b:= :2172, so finden wir: X; = 012 ~ NO,U%, Xs = 0979 ~ /\/'0703
1 2 1 2

(und X7, X5 sind u.a.),
X1 X
+
Voi+o? \Jo?+o}

also gilt Xy + Xo ~ Ny 52.,2.

= CLZl + bZQ ~ N()’l,

2.5 Asymptotische Ereignisse

In diesem Abschnitt geht es um Ereignisse, die gewissermaflen (wenn man bei der Nummerierung an
einen Zeitablauf denkt) ,unendlich spit“ entschieden werden.

Definition 2.29. Seien A;, A, ... Ereignisse,
limsup A, := () U Anm
n—oo n>1m2n
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(,unendlich viele der A,, treten ein“),

liminf A, == () 4m

n>1m2n

(,von einem (mdglicherweise zufilligen) Index ab treten alle A,, ein®).

Beachte: Es ist ( lim inf An) = lim sup A}, mit Indikatorvariablen ausgedriickt gilt

n—0o0 n—00

limsup 14, (w) = Liimsup, 4, (w), liminfly, (W) = Limint, 4, (w)-

n—oo

Satz 2.30 (Lemma von Borel-Cantelli®). Sezen Ay, As, ... Ereignisse, A = limsup,,_, ., An.

LY P(A) <c0 = P(A)=0

n=1
2. P(A,) = oo und die Ay, As, . .. scien unabhingic =— P(A)=1
n=1

Bewess. 1. Fiir jedes n ist

0<P(A) < P( U An) < 3 P(Ay) — 0,
also gilt P(A) = 0.
2. Esist
) o k
P U Q) SR ) S (1)
nzlmza2n n=1 mzn n=1 m=n
%) ) k _ k _ m))< a e~P(Am)
Samen(-Fran)oo ek

=0

Beispiel 2.31. 1. Betrachte unendlich iterierten (unabhingigen) p-Minzwurf (0 < p < 1), sei
A,, = {Erfolg im n-ten Wurf},
dann ist P(limsup,, A,,) = 1, d.h. es treten fast sicher oo viele Erfolge auf.
2. Seien X1, X, ... ZVn, X,, ~ Poiy, mitsup, A, =t A < 00, A,, = {X,, > n}. Esist
e ) A
P(A,)=e kz:;l 1 <e ;F

(verwende z.B. Bsp 2.26, 3. zur Poisson-Faltungseigenschaft, um dies einzusehen: Falls \,, < A, sei V),
w.a.von X, ~ Poiy_,, dannist X, + Y;, ~ Poi und somit P(X,, >n) < P(X,, +Y,, >n). Somit
A A _ AN Y

;P(An)Se ;k' Z l=e ;k'

k< oo,
© 1<n<k :

also P(limsup,, A,,) = 0. (Beachte: die X, brauchen nicht unabhingig zu sein.)

3nach Emile Borel (1871-1056) und Francesco Cantelli (1875-1966)
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Kapitel 3

Erwartungswert, Varianz und Kovarianz

Der Erwartungswert ist eine wichtige Kenngrofle der Verteilung einer reellwertigen Zufallsvariable
X, er gibt eine Antwort auf die — etwas salopp formulierte — Frage ,,Wie grof$ ist X typischerweise?*

3.1 Diskreter Fall

Sei X reelle ZV mit abzihlbarem Wertebereich (auf einem W’raum (€2, F, P) definiert), d.h. es gibt
eine abzihlbare Menge S = Sx ¢ R mit P(X € S) = 1 und .Zp(X) hat Gewichte P(X = z),
xes.

Definition 3.1. X besitzt einen Erwartungswert, wenn

Y JzlP(X =2) < o0

xeSx

gilt, man schreibt dies auch als X € £! (bzw. X € L1(P), wenn das zugrundeliegende W’maf§ P
nicht aus dem Kontext klar ist).

In diesem Fall heif3t

der Erwartungswert von X.

Bemerkung. Die Summe ), 2P (X = ) ist dann wohldefiniert (unabhingig von der Summa-
tionsreihenfolge) und es gilt [E[ X ]| < ¥ 5, [#|P(X = 2) < co.

Fiir ein ,,Gegenbeispiel sei P(X = n) = P(X = -n) = m firn = 2,3,... (es ist
Yoo Qm =y ( 1 l) = 1, d.h. dies sind W’gewichte), wenn man die Werte durchnum-

n=2\n-1" n
merierte mit Xo; =4+ 1, 9,1 = =1 — 1,7 € N, so wire

) N
Y a;P(X =1j) = Alfim Y x;P(X =x;) =0,
j=1 T 4=1

andererseits ist 372 25| P(X = 75) = ¥, ) = Yoy 1 = 0o.
Bemerkung 3.2. 1. Falls 2] < oo, so besitzt jede ZV eine Erwartungswert und es gilt

E[X] =) P({w})X(w).

wef)
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2. Wenn X endlich viele mégliche Werte 21, . . ., z,, (mit Gewichten p(z;) = P(X = x;)) hat,
so besitzt es einen Erwartungswert und man kann E[ X | als den ,,Massenschwerpunkt” inter-
pretieren.

p(z1) p(z2) p(3) p(x4) p(s)

X X2 ' Zs3 Xy X5

E[X]

Auf einer Balkenwaage (deren Balken Eigengewicht 0 habe) liege an der Position x; das Ge-
wicht p(;). Damit der Balken in Ruhelage ist, muss man ihn an der Stelle ;- x;p(2;) =
E[ X ] unterstiitzen, denn dann ist das Gesamtdrehmonent (proportional zu)

ip(%)(% ~E[X]) =E[X]-E[X]=0

3. Wenn X > 0 (bzw. P(X >0) = 1),s0ist )., « P(X = x) stets wohldefiniert (moglicherweise

mit Wert +00, den man dann formal zulisst).

4. Der Erwartungswert von X muss nicht notwendigerweise ein moglicher Wert von X sein:
P(X = E[X]) = 0 ist durchaus méglich, beispielsweise gilt fiir IV das Ergebnis eines fairen
Wiirfelwurfs

w=< ¢{1,2,....6)

Daher kann man die Interpretation von E[ X | als ,typischer Wert von X“ i.A. nicht wortlich
nehmen.

Es gilt aber: Sind X, X5, ... unabhingig mit derselben Verteilung wie X, so konvergiert

M, :

n n—oo

SRR L piX] =Y aP(X = 1)

(in geeignetem Sinn), dies ist die Aussage des Gesetzes der grofSen Zahlen, das wir spiter sechen
werden.

Es ist nimlich

ZXi:.fE}
n

anzx‘#{iSn

und #{i<n:X; = x}/nT:O P(X =x).
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Wert

Wert

Wert

Hlustration: X, X, ... uniform auf {1,2,3,4,5,6},
X, sind jeweils die schwarzen Punkte, M, die blaue Linie

o

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
T T T T T
5 10 Is 20 25
Indexn
— o0 o LN ] L ] [ ] L_J L__J L] L] L]
— L] L] L X _J L ] 00000 L ] L]
— L ] e o 00 ° e o0 [ _J o o LN ] o o

o 20 40 60 80 100

Indexn

— CED RO ® O ® o 00 000 © eommoo

I
o I00 200 300 400 500

Index n
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5. Man kann E[ X ] als den erforderlichen Einsatz in einem , fairen Spiel” interpretieren, bei dem
man eine zufillige Auszahlung X erhilt.

6. Der Erwartungswert ist eine Eigenschaft der Verteilung: 2 (X) = Z(Y") impliziert E[ X | =
E[Y]. (Klar, dadann P(X =z) = P(Y = z) fiir alle z gilt.)

Beispiel 3.3. 1. A Ereignis,soistE[14]=1-P(14=1)+0-P(14=0)=P(A).

2. Sei X ~ Bin,, ,,n e N,pe[0,1]:
BLX] = 3 kP(X = k) = 3o k() (1 - )
k=1

k=0

2ofn-1\ ,_ (e .
=2 (0 P ) O By (0,1, 1) =

3. Sei X ~ Geom,, p € (0,1]:

E[X]= inp(l—p)" =p(1-p) in(l—P)n_l = p“p;p) = 1;]7

(Wir verwenden, dass f(t) := Yoo t" = o (fiir [t] < 1) erfiille £ f(t) = ﬁ =y ntn!
(die Potenzreihe darf im Inneren des Konvergenzbereichs gliedweise abgeleitet werden) und
setzen dannt =1 - pein.)

4. Sei X ~ Poi,, a > 0:

n
a &

E[X]=)> ne*—=a a
n=0

n!

00 n—1

e a =
n=1 (TL—]_)'_

Satz 3.4 (Rechenregeln fiir Erwartungswerte). Sezen X, Y, X1, Xo, ..., Y1, Y, ... € LY(P).
1. (Linearitit) Fiir a,b € R gilt aX + bY € LY(P) und

E[aX +bY] = aE[X] + bE[Y].
2. (Monotonie) Wenn X > Y (es gendigt P(X > Y) = 1), 50 gilt E[ X | > E[Y; insbesondere gilt
E[X] >0 fiir X > 0.
32 P(X20)=1und E[X]=0=P(X =0)=1

4. (Faktorisierung fiir unabhingige Produkte) Wenn X und Y unabbéingig sind, so ist XY € L1(P)
und

E[XY]=E[X]E[Y].
5. (Monotone Konvergenz) Sei Xy, 7 100 X, 50 gilt

lim E[X,] = E[X];

n—>00

insbesondere fiir Y, > 0,Y :== ¥ Y, ¢ilt E[Y] = Z E[Y,, ] (maglicherweise als 0o = oo).

n=1
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Beweis. 1. Beachte, dass aX + bY ebenfalls diskret ist, der Wertebereich {ax + by : x € Sx,y € Sy }
ist abzihlbar. Es ist

Z|z|P(aX +bY =2) = Z lax +by| P(X =2,Y =y) < |d Z |z|P(X =) + |b| Z ly|P(Y =y) < oo,
’ ™ allel ol : !
<|a||z|+|b||y

d.h.aX +bY € LY(P). Analog ist

E[aX +bY] =) (ax +by)P(X =z,Y =y)

.y
=a)y tP(X=2,Y =y)+b) yP(X =2,Y =y) = aE[X] + VE[Y].
z,y z,y

E[X]=>aP(X=x)=) 2 P(X=2,Y =y)
T T,y
=0 fallsy>z

> yP(X=2,Y =y) =) yP(Y =y) =E[Y]

T,y Y

3. E[X]= ) 2P(X =x)wire>0,wenn P(X =z) >0 fiirein z > 0 gilte.
z (=0)

4. Beachte, dass XY wiederum diskret ist. Weiter ist

D IP(XY =2) = ) |ay| P(X =2,Y =y) = ) [a| P(X =2)- ) yIP(Y =y) =E[X]E[V],

z z,y#0 z+0 y#0
=P(X=z)P(Y=y)

d.h. XY e L1(P). Analog folgt

E[XY]=) 2P(XY =2z) = Zoa:yP(X =x2,Y =y)

=Y aP(X =x)- ) yP(Y =y) = E[X]E[Y].

z#0 y#0

5. Y > ZnN:1 Y., also
) N N
E[Y]>E| Y V.| = Y E[Y.]

n=1 n=1

(AN
=

fiir jedes N € N, somit E[Y] > > E[Y,].
n=1
Seie € (0,1),
N
o= inf{NeN: S, > (1—5)Y},

n=1
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n. Vor. ist (auf {Y < c0}) P(7 < 00) = 1. Setze S := ¥ 1 Yy..

(1-2)E[Y]<E[S]=) sP(S=s,7=N)= ZSP(T:N,]ZV:Yn:s)

N,s N,s

=;E[1{T:N}§1Yn]= 2. 2 Ealpey]

NeN1<n<N
=2 2 EMilm]=2 > Y yP(Ya=y,7=N)
neN N>n neNN>n y
= %Zyp(yn =Y, T2 n) = %E[Ynl{TZTL}] < %E[YnL
nelN y ne ne

mit e | 0 folgt der 2. Teil der Beh.

Fiir den ersten Teil der Beh. schreibe Y,, := X, — X,,_1 (mit X := 0), dann verwende den 2.
Teil. O

Beobachtung 3.5 (Erwartungswerte fiir Kompositionen). X (diskrete) reelle ZV, g : R - R, Y :=

9(X).
DanngiltY € £1(P) gdw. Y |g(z)|P(X = z) < o und in diesem Fall ist

E[Y]= Y g(x)P(X = ).

(Schreibe Zy yP(Y = y) = Zy Za::g(:n):y g(I)P(X = LL’) = Zz g(.fl])P(X = .',U))

Beispiel 3.6. 1. Seien X, ..., X,, uiv, ~ Berp,soist X := X +---+ X, ~ Bin,, , und
E[X]=E[X;]+ -+ E[X,] = np.

(Wir hatten den Erwartungswert einer binomialverteilten ZV bereits in Bsp. 3.3, 2. bestimmt, hier

kommen wir allerdings ohne explizite Rechnung aus).

2. Sei X ~ Hypy , 1, hypergeometrisch verteilt, vgl. Bsp. 1.19. Denken wir an eine Urne mit s schwar-
zen und w weiflen Kugeln, aus der k mal ohne Zurticklegen gezogen wird, so ist

x4 14, +--+14, mitA; = {i-te gezogene Kugel ist schwarz}

i ,also E[ X ] = s

S+ w S+w

und P(A;) = P(Ay) == P(4;) =

Bericht 3.7 (Allgemeiner Fall: Erwartungswerte fiir nicht notwendig diskrete ZV). Sei X eine reelle

ZV, setze
1

X(n) = —[nX| (Diskretisierung von X auf das Gitter ~Z)
n
mit |z ] := max{z: z € Z, z < x}, offenbar ist X, eine diskrete ZV (fiir jedes n € N).

Wenn X,y € £! (fiir ein, und dann automatisch fiir alle n) gilt, so existiert

n—oo

und die Rechenregeln aus Satz 3.4 gelten ebenso.
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Beweisidee. Wir betrachten hier nur eine Skizze, siche z.B. [G, Kap. 4.1.2] (oder die Vorlesung Stocha-
stik I) fir das ,volle Argument.

1
Esist X () < X < Xy + —, also
n

1 1
X(m) <X(n)+— und X(n) <X(m)+— fir alle m, n € N.
n m
Demnach

11
[ X(m)| < |X(m)|+(gvg)=

insbesondere gilt X(,,y € £! gw.d. X(,,y € L! und

1
E[ X ] <E[Xon]+—. E[Xan] <E[Xm]+
also
E[X 0] - E[ X ]| < (= v =)
() ]| <(—v ),

d.h. (E[X )] )neN ist eine Cauchy-Folge, somit existiert ihr Grenzwert.

Um die Rechenregeln aus Satz 3.4 auf den allgemeinen Fall zu tibertragen, muss man jeweils
prifen, dass sie mit der Grenzwertbildung in der diskreten Approximation vertriglich sind. O

Satz 3.8 (Jensen’sche Ungleichung'). Sei ¢ : R — R konvex, X € LY und (X)) € L1, dann gilt
p(E[X]) <E[p(X)].
insbesondere gilt fiir X € L
[E(x]| <E[|X]]
und
(E(X])" <E[X’]
(letzeres maglicherweise im Sinne von (E[ X ])? < o).
Beweis. Erinnerung:
@ istkonvex <= Vz,yeR ae[0,1]: ap(z)+(1-a)e(y)>plaz+(1-a)y)

(eine konvexe Funktion liegt oberhalb jeder ihrer Tangenten) und zu jedem xy € Rgibtesa = a(x) €
R, so dass
VeeR: o(xg) +a(xr—x0) < o(x)

gilt.

'nach Johan Ludvig Jensen, 1859-1925 benannt
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o(x)

¢(x0) +a(r - o)

Wegen Monotonie und Linearitit des Erwartungswerts (Satz 3.4) gilt also

o(z0) + a(E[X] - z) < E[‘P(X)]’

mit der Wahl zy = E[ X ] folgt die Behauptung.

3.2 Der Fall mit Dichte

Definition 3.9. X reelle ZV mit Dichte fx, dann ist
Xef! o [R|x|fx(aj)daj < o0
(man sagt dann, X besitzt einen Erwartungswert) und
E[X]:= fR o fx(x) d.
Beispiel 3.10. 1. X ~ A hat E[ X | = 0, denn

1 *° 2 2 &0 2 2 /9700
- —x°/2 - _Z -z /2 — 2 o —xe2 — 9
\/%[oo |z|e dx \/%/0 xe dz =~/2/m[ -e ]0 2/ < o0

und aus der Symmetrie der Dichte folgt
1 o0 2 1 o0 2 1 o0 2
E|X :—f xe‘x/Qdarz—f xe‘x/Qd:ﬁ——f xe ¥ 2 dy = 0.
[ ] \V2m J-o0 V2m Jo \V2m Jo

2. Die Gammaverteilung I', ,, (a, v > 0) hat Dichte

al/

I'(v)

ZL'V_1€_a:E1(0,oo) (l’)
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(mitD(v) = [;~ zvle ™ dx).
Fir X ~ T, ist

(e aV
E[X]= [ ootaled
[X] ; xr(y)x e " dx

_F(V+1)/ :L,(I/+1) 1 e~ _F(V+1):z
al'(v) F(y+ 1) al'(v) a

(dennT'(v +1) =vI'(v)).
3. Die Cauchy-Verteilung mit Dicht 717 T +1 5

1 |z 2 el 1 o
.[oo;1+x2dx_;[0 7T1+x2dx [ 10g(1+$2)]0_00'

Bericht 3.11. 1. (Zur Herleitung des Falls mit Dichte aus der allgemeinen Situation aus Bericht 3.7)

1 k
Xy = [nXJ nimmt den Wert —, k € Z an mit
n’

k (k+1)/n
P(¥er=3)= J,  Fx@an
also ist (sofern die Reihe absolut konvergiert, was man analog tiberpriift)

(k+1)/n
BXw] =20 [ @) ds

kez, TV Jk/n
:[R%[nxjfx(x)dxa'éxfx(x)dx

(die Konvergenz folgt, falls = fx () [uneigentlich] Riemann-integrierbar ist, aus der Riemann-Approximation,
tiir den allgemeinen Fall mit messbarem fx aus dem Konvergenzsatz von Lebesgue).

2. (Analogon zu Beob. 3.5 im Fall mit Dichte)
Sei X = (X4,...,Xy) Ré-wertig mit Dichte fx : R? - [0,00], g : R? - R, Y := g(X). Dann gilt
Y ellgdw

./]%d |g($17-~-7Id)|fX(£L’1,...,xd)dxl...dxd<oo

und in diesem Fall
= —/Rdg(xl,...,xd)fx(xl,...,xd)darl oo dxg < oo

(Siehe z.B. [G, Korollar 4.13])

3.3 Varianz und Kovarianz

Definition 3.12. X reelle ZV, p > 0. X besitzt p-tes Moment (auch geschrieben X € £P), wenn
E[|X]7] < oo.

E[X p] heifdt das p-te Moment von X.
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Bemerkung 3.13. Fiirp > p’ > 1ist £P ¢ LV (denn |z]’ < 1 + |z]P).
Definition 3.14. Fiir X, Y € £2 heifit
1 Var[X]:=E[(X -E[X])?] = B[x2] - (E[X])’ die Varianzvon X
(manchmal schreibt man auch 0% := Var[ X]),

V/ Var[ X | die Standardabweichung (oder Streuung) von X
(manchmal auch ox = /0% geschrieben),

2. Cov[X,Y]:=E[(X -E[X])(Y -E[Y])] =E[XY]-E[X]E[Y]
die Kovarianz von X und Y.
X und Y heiflen unkorreliert, wenn Cov[ X, Y] = 0.

Beobachtung 3.15. 1. Wegen |XY| < X2 + Y2 ist die Kovarianz wohldefiniert. Es gilt (offen-
sichtlich)

Cov[X,Y]=Cov[Y, X].

2. Esist

E[(X -E[X])(Y -E[Y])] =E[XY - XE[Y] - YE[X] + E[X]E[Y]

=E[YX]-E[X]E[Y]-E[Y]E[X]+E[X]E[Y]
=E[XY]-E[X]E[Y]
(und analog fiir Var[ X ] = Cov[ X, X]).
3. Var[X]=0 <= P(X=E[X])=1
(<= ist klar, fiir ,=“ wende Satz 3.4, 3. an auf die ZV (X - E[X])?)

4. Var[X]isteine Eigenschaft der Verteilung von X, Cov[ X, Y] ist eine Eigenschaft der gemein-
samen Verteilung von X und Y.

Beispiel 3.16. 1. X ~ Ber,, Var[ X ]| = E[X?] - (E[X])?2 =p-p? = p(1 - p).
2. X ~ Poi,,

E[X(X-1)]= ];)k(k: - 1)6_0‘H = a2,;26_a(k )1 =a?,
also
Var[X] = E[X2] - (E[X])" = E[X (X - 1)] + E[X] - (B[X])’ = a* +a-a’ =
3. X ~ Bin,, ,
BLX(X -] = S k- D ()1
_n(n 1)]9 i(z ;) k— 2(1 p)(n 2)-(k-2) _n(n 1)]?
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also

Var[X] = E[X (X -1)] +E[X] - (E[X])” = n(n - 1)p*+np— (np)? = —np® +np = np(1 - p)

4. X ~ Geomy, p € [0,1](dh. P(X = k) = p(1-p)¥, k € Ny, vgl. Bsp. 1.21 und wir hatten gesehen,
dass E[ X ] = (1 - p)/p, siche Bsp. 3.3, 3).

Esist
V=S (o oy S ez _o(1-p)?
E[X (X 1)]—2_%%(% Dp(1-p)"=p(1 -p) Z n-1)(1-p) T

(verwende, dass f () := Y02 t" = o (fiir [¢] < 1) erfiille j—;f(t) = (1_2t)3
somit

= Yosan(n = 1)tn2),

(1-p)* 1-p 2p-1 1-p

Var[X] =E[X(X - 1)]+E[X](1-E[X]) =2 > ) R

5. X ~ N, 2, Var[ X ] =02

Var[X] = E[(X - p)?]] = v/%(m —u)QLexp( (@ _M)Q)dx

202
—-22/2 dZ

—z(—%e‘ﬂm)

. ;%([z( —emm)[T [ e dz) - (04 V) ="

(Wir haben Bericht 3.11, 2. verwendet, dann im Integral z = (z — j1/0) substituiert und partiell inte-
griert.)

1 2
= 0222 e 2dy =
fR V2T V2T

Satz 3.r7 (Rechenregeln fiir Varianz und Kovarianz). Seien X,Y, X, Xs,..., X, € L2, a,b,c,d €
R.

raX +b,cY +de L?und
Cov[aX +b,cY +d] = acCov[ X, Y],

insbesondere

Var[aX +b] = a*Var[ X]
(die Kovarianz ist eine Bilinearform, die Varianz ein quadratisches Funktional).
2 Var[iXi] - §;Var[Xi] + S Cov[Xi, X))

1<i,5<n
1#]

insbesondere gilt fiir paarweise unkorrelierte X1, . . ., X, also Var[ Z X Z] = Z Var[ X

i=1 i=1
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3. Sind X undY unabbingig, so gilt Cov[ X, Y] = 0.

4. Es gilt

|Cov[X,Y]| < VVar[ X/ Var[Y]  (Cauchy-Schwarz-Ungleichung®)

Beweis. 1. Esist

Cov[aX +b,cY +d] = Cov[aX,cY] (dennE[aX +b]=E[aX]+bundE[cY +d] =E[cY]+d)
=E[aX ¢Y]-E[aX]E[cY] = ac( E[XY] - E[X]E[Y])
=acCov[X,Y].

2. Dies folgt etwa per Induktion tiber 7 aus 1., oder direkt folgendermaflen:

Seio.E.E[X;] =--- = E[X,,] = 0 (sonst ziche jeweils die Erwartungswerte ab, verwende 1.), dann
ist
Var| } 1 X:| = E[( > X)) = > B[x.x)]
i= i= 1,7=
= iE[XE] + iE[Xin] = iVar[Xi] + znj Cov[Xi, X;]
i=1 i%) i=1 i)

3. Klar, denn fiir X und Y unabhingigist E[ X Y| = E[ X ] E[Y'] nach Satz 3.4, 4.
4. Falls Var[Y'] = 0, so ist die Ungleichung (als 0 < 0) erfiille

(denn dannist P(Y —E[Y] = 0) = 1 nach Beob. 3.15, 3. und somit auch Cov[ X, Y] = 0).
Cov[X,Y]

Falls Var[Y'] > 0, setze o := — Var[Y]

, esist

0 < Var[X +aY] Var[Y] = (Var[X] +2aCov[X, Y] + a*Var[Y]) Var[Y]
= Var[X] Var[V] - (Cov[X,Y])".

Bemerkung 3.18. Es gilt Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung g.d.w.
esgibta,b,c € R (mita # 0 oder b # O),sodassP(aX+bY+c: O) =1.

In diesem Fall heiflen X und Y perfekt korreliert.

(Denn wir sehen aus dem Beweis von Satz3.17, 4., dass Gleichheit genau dann eintritt, wenn Var[Y'] =

0 oder Var[ X + aY] =0.)

*nach Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) und Hermann Amandus Schwarz (1843-1921)
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Beispiel 3.19. 1. X ~ Bin,, p,schreibe X = Y;+---+Y, mitY; uiv.~ Berp, soist (mitSatz3.17,2.)
Var[X] =) Var[Y;] = nVar[V1] = np(1 - p)

(vgl. auch Bsp. 3.16, 3.).

2. X ~Hyp,, n»stelledarals X = Yi+---+Y, mitY; = 14, A; = {i-te gezogene Kugel ist schwarz }
(bei n-fachem Ziehen ohne Zurticklagen aus einer Urne mit s schwarzen und w weiflen Ku-

geln).
Esist E[Y;] = P(4;) = P(A)—

—p,Var[ ;] =p(1-p);fire # jist

s—1
s+ws+w-1"

E[Y; Y] = E[Y; Y3] = P(41n Ay) -

Cov[Y;,Y;] = E[Y; V;] - E[Y;] E[Y;] = — . ‘( : )2

(A
T T strws+w-1 S+w

)=-p(1-p)—

s+w-1 s+w

~

S+w

w1
s+w s+w-1

also
Var[ X ZVar ;COV i, Y] np(1_p)—n(n—1)(—p(l—p)5+w_1)
-1
:np(l—p)<1—$fw—_1)

3. Z reelle ZV mit EUZ |3] < oo und symmetrischer Verteilung, d.h. es gilt P(Z > z) = P(Z <
—z) fiiralle 2 > 0 (z.B. Z ~ Ny 1), setze

Y = 72,
dann gilt
Cov[Y,Z] =E[Z2? Z] -E[Z*|E[Z] = E[Z®] - E[Z*]E[Z] = 0 - E[Z?] - 0 = 0.
Z und Y sind also unkorreliert, aber i.A. zzcht unabhingig.
Definition 3.20. Seien X, Y € £2.

iy = Cov[X,Y] e[-1.1]

\/ Var[ X ] Var[Y]

hei$t Korrelationskoeffizient von X und Y (manche Autoren schreiben auch px y).

(Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (Satz 3.17, 4.) zeigt, dass [k x y| < 1.)
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Beobachtung 3.21 (Interpretation des Korrelationskoeffizienten via ,beste lineare Vorhersage®). Es
ist

Jmin E[(Y = 51X = 60)°] = (1= w3, )minE[(Y = 5)?] (= (1= w%y)Var[Y]).

denn der Ausdruck auf der linken Seite ist

Var[Y - 51X - Bo] + (E[Y] - BE[X] - o)
= Var[Y] - 28, Cov[ X, Y] + B2Var[ X] + (E[Y] - BE[X] - o)’
=0y —2B10x0vkxy + ok + (E[Y] - BE[X] - 50)2

= 032/(1 - “gc,y) + U?{(ﬂl - Z_;HX,YY + (E[Y] - BE[X] - 50)2,

was offensichtlich minimal wird fiir die Wahl
o
B =B = éﬁx,% Bo =65 =E[Y] - BE[X]
und dann den Wert (1 - £% )03 hat.

(Fiir den Zusatz beachte analog:
E[(Y - $y)2] = E[Y2] - 2BE[Y] + 3% = Var[Y] + (8 - E[Y])"

ist minimal fiir die Wahl 5 = E[Y].)

Im Sinne einer moglichst kleinen quadratischen Abweichung ist E[Y"] die beste konstante ,,Vor-
hersage” von Y. Man kann demnach um einen Faktor (1-r% ,-) besser vohersagen, wenn man statt-
dessen eine affin-lineare Funktion von X verwenden darf.

Demnach (vgl. auch Bem. 3.18)
lkxy|=1 <« perfekter linearer Zusammenhang zwischen X und Y’

kxy =1 <« perfekter linearer Zusammenhang zwischen X und Y
mit positivem Koefhizienten

(X groBerals E[ X ] < Y groBerals E[Y])

Kxy =—1 < perfekter linearer Zusammenhang zwischen X und Y

mit negativem Koeffizienten
(X groBerals E[ X ] <= Y kleiner als E[Y'])

Nicht-lineare Zusammenhinge erfasst der Korrelationskoefhzient méglicherweise nicht korrekt
(oder gar nicht), vgl. Bsp. 3.19, 3.

Die folgenden Scatterplots zeigen jeweils 100 simulierte Paare (X, Y"), wobei ox = oy = 1 und
Kx,y den angegebenen Wert hat. (Blau eingezeichnet ist die ,,Vorhersagegerade“ x = Bz + f3;.)
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3.4 Median(e)

Definition 3.22. X reelle ZV, m heifdt (ein) Median von X (auch ,,Zentralwert®, manchmal auch
mx geschrieben), wenn gilt

1 1
P(sz)zE und P(XSm)ZE.

Ein Median existiert stets, auch wenn X keinen Erwartungswert besitzt.

Man kann den Median als eine ,;robustere” Antwort auf die Aufgabe, fiir eine ZV nur einen ,typi-
schen Wert® anzugeben, ansehen. Allerdings gibt es fiir Mediane keine so angenehmen Rechenregeln,
wie sie Satz 3.4 fiir den Erwartungswert liefert.
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Beispiel 3.23. 1. X ~ Expy hat Dichte fe~%1() o (), Verteilungsfunktion (1 — e7%) 1) o) (),
demnach ist der (eindeutig bestimmte) Median m = % log 2.

Verteilungstunktion von Exp,

2. X Cauchy-verteilt mit Dichte £ -, Verteilungsfunktion § L arctan(z), der (eindeutig bestimm.-
te) Median ist m = 0.

Verteilungsfunktion von Cauchy,

(Wegen der Symmetrie der Dichte, es gibt keinen Erwartungswert, vgl. Bsp. 3.10, 3.)

3. X ~ unif{1,27,.,76}
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Jeder Wert m € [3, 4] ist ein Median (und die vielleicht ,kanonischste” Wahl wire m = 3,5).

4. X ~ Bing 13 hat Median 1
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Bemerkung 3.24. Sei X € £1.

1. Jeder Median von X ist ein Minimierer von a E[|X - a|].
2. Fiir jeden Median m ist [E[X ] - m| < \/Var[ X].
Beweis. 1. Sei m ein Median. Falls a > m:
[ X —al=|X =m| > (a-m)Lixan — (@ —m)Lixomy,
also

E[|X -a|] -E[|X - m|] > (a - m)( P(X <m)-P(X >m)) >0,

>1/2 <1/2
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analog im Fall a < m.

2. Esist

[E[X] - m| <E[|X - m|] <E[|X -E[X]]] = \/(IE[|X - IE[X]|])2 <\/E[|lx - E[X]2],

wobei wir fiir die erste und die dritte Ungleichung jeweils die Jensensche Ungleichung (Satz 3.8) ver-
wenden. ]

3.5 Erzeugende Funktionen*

Definition 3.25. Sei X eine ZV mit Werten in N,

ox(s) =E[sX]= S s"P(X =n), se[0,1].

n=0

heif$t die erzgengende Funktion von X.

Analog ist fiir ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ 1 auf Ny die erzeugende Funktion
pu(s) =), s"u({n}).
n=0

Beobachtung. ¢ x (und genauso ,,) ist zumindest fiir s € [0, 1] wohldefiniert mit 0 < px(s) <1 =
wx(1),istauf [0, 1) glatt, ist konvex (strikt konvex, sofern P(X > 1) > 0 bzw. ({2, 3,...}) > 0).

Satz 3.26 (Momentenbestimmung mittels der erzeugenden Funktion).
)
. P(X=n)= Soxn—!(o) fiir n € No, insbesondere ist £ (X) durch ¢ x eindentig bestimmz.
2. E[X] = ¢ (1) (sofern existent)
3. E[X(X-1)] = ¢% (1), insbesondere ist Var[ X | = o (1) +E[ X ] - (E[X] )2 (sofern existent)
Beweis. 1. Wegen 0 < P(X =k)und Y724 P(X = k) = 1 hat die Potenzreihe
Y S"P(X = k) =px(s)
k=0

mindestens Konvergenzradius 1. Aus der Analysis ist bekannt, dass sie somit an jeder Stelle s mit
|s| < 1 (n-mal) gliedweise differenziert werden kann und es gilt

j—QDX(S) =Y k(k-1)-(k-n+1)s*"P(X = k),
s" k=n
also firs =0 i

—x(0) =n!P(X =n).
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2. Fiir 0 < s < 1ist nach obigem

iy (s) = i ns" ' P(X =n) = E[Xs¥].

n=1
Firs ~ 1 steigt die rechte Seite monoton auf gegen ;> nP(X = n), wenn ¢y in s = 1 differen-
zierbar ist, konvergiert die linke Seite gegen ¢’(1-) = ¢'(1).
(Da px konvex istin [0, 1), existiert

P (1=) =lim @'y (5) € (~00, 0]

stets, und wir sehen aus obigem Argument, dass E[X'] < oo <= ¢/ (1-) < 00.)

3. Analogistfiir0 < s <1

P (s) = i n(n-1)s"?P(X =n) = E[X(X _ 1)SX—2]

n=2

und sofern ¢ x in s = 1 zweimal differenzierbar ist, folgt die Behauptung mit s ~ 1.
(Wie oben ist % (1-) < 00 <= E[X(X—l)] < 00.) O

Satz 3.27. Xy, ..., X,, unabbingige, No-wertige ZVn, so ist
Px1rr X (8) = 0, (5) - x (8) - 0, (8)
Analog gilt fiir W’mafSe piy, o, . . . , fn, anf Ny
Pursespn (8) = Pur (8) -+ P ()
Beweis. Fiir s € [0, 1] ist
E[3X1+"'+Xm] = ]E[le '8X2"~8Xm] = E[sxl] ~E[3X2]---E[3Xm]
mit Satz 3.4, 4. O
Beispiel 3.28. 1. X ~Ber,, px(s)=ps+1-p

2. X ~ Bin,,, ox(s) = (ps+1-p)" = (1 - p(1 - s))" (explizite Rechnung oder verwende
Satz 3.27)

3. X ~ POi)\, QOX(S) = ZZO:O 67)‘%371‘ = 67)‘6)‘8 = ef)‘(lfs)
4. X ~ Geomy, px(s) = Xyl p(1 - p)"s" = =5

Beispiel 3.29 (Eine Skizze zu Galton-Watson-Prozessen). Wir beobachten zunichst: Sei X Ny-wertig,
X1, Xs, ... uiv. Kopien von X, davon unabhingig Y Ny-wertig, Z := Zzil X; (mit Interpretation



Z =0auf{Y =0}),dannist oz(s) = py(¢x(s)),denn

sZP(Z=z):iiSzP(Z=Z7Y=?J)

2z=01y=0

e

E[SZ]

I
Il
=]

M8

Z SPY =y, Xi=121,...,X,=x,)

xl,...,xyeNo
Tt tTy=2

i
=
S
=

M3

> (Y = ) P(X) = 00)-P(X, = 2,)

xl,...,waNo
T+ +Ty=2

W
Il
[e=]
<
I
[e=]

POV =9) Y Y s P(X =21)sP(X = z,)

x1=0 Ty=0

P(Y =y)(ex(s))" = oy (ox(s)).

L

b
o

L

5
o

Man findet daraus (zusammen mit Satz 3.26, 2.) insbesondere die Wald’sche Identitit (zumindest im
Fall Ny-wertiger Summanden):

E[Z] = (1) = ¢y (ox (1)) (1) = o3 (1) (1) = E[Y]E[X].

Seien nun X, ;,n, ¢ € N u.iv. Kopien einer Ny-wertigen ZV X (mit m := E[X] = ¢/ (1) < 00
und P(X =1) < 1), setze

anl
Zo=1, Zn=) X,; firneN.

i=1

Interpretation: Z,, ist die Gréf8e der n-ten Generation in einer Population, in der jedes Individuum
unabhingig eine zufillige, wie X verteilte Anzahl Nachkommen hat. (Man nennt (Z), ) ey, auch
einen Verzweigungsprozess oder Galton-Watson-Prozess?.)

*Diese Art von zufilligen Populationsprozessen wird tiblicherweise in der mathematischen Literatur nach Sir Fran-
cis Galton (1822-1911) und Henry William Watson (1827-1903) benannt, die die Eigenschaft (3.1) untersuchten: Galton
stellte dazu eine Aufgabe, ,Problem 4001“, in der Ausgabe vom April 1873 der Zeitschrift Educational times, in der er
nach der Wahrscheinlichkeit des Aussterbens eines Familiennamens fragte (man lese Z,, als die Anzahl der minnlichen
Nachkommen eines, sagen wir adeligen, Stammvaters in der n-ten Generation, in Galtons gesellschaftlich-historischem
Kontext war klar, dass es fiir die Namensfrage gentigt, die Anzahl der S6hne zu untersuchen). Watson sandte einen — fast
richtigen — Losungsvorschlag, den die beiden dann gemeinsam in dem Artikel ,,On the probability of the extinction of
families®, /. Roy. Anthropol. Inst., 4 (1874), 138—144 veroffentlichten.

Die Geschichte des Studiums der Verzweigungsprozesse ist nicht allzu geradlinig verlaufen: Wie sich im Nachhinein
herausstellte, hatten Galton und Watson zwar den Fall m < 1 richtig behandelt, nicht aber den Fall m > 1, obwohl
der franzosische Mathematiker und Statistiker Irénée-Jules Bienaymé (1796-1878) das Problem bereits 1845 korrekt geldst
hatte — sein Artikel dariiber war in Vergessenheit geraten. Die Frage, unter welchen Bedingungen P(Z stirbtaus) = 1
gilt, ist wohl derart natirlich, dass sie im Lauf der Zeit von verschiedenen Autoren unabhingig und mit verschiedenen
Interpretationen ,entdeckt“ und auch beantwortet wurde; siche dazu David Kendall, The genealogy of genealogy: bran-
ching processes before (and after) 1873. With a French appendix containing Bienaymé’s paper of 1845, Bull. London Math.
Soc., 7 (1975), no. 3, 225—253 und die lesenswerten Vortragsnotizen von Peter Jagers, Some Notes on the History of Bran-
ching Processes, from my Perspective. Lecture at the Oberwolfach Symposium on Random Trees, 18—24 January, 2009
http://www.math.chalmers.se/~jagers/Branching History.pdf
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Aus der Definition (zusammen mit obiger Beobachtung und Satz 3.26) findet man induktiv

0z,(5) = (pxopxo-opx)(s) und E[Z,]=¢} (1)=m".

n-fache Hintereinanderausfihrung

Z = (Zy)y, heillt subkritisch, wenn m < 1, kritisch, wenn m = 1, superkritisch, wennm > 1.

Sei g, = P(Z, =0) =z (0), offenbar ist ¢, < ;41 (denn {Z,, =0} c {Z,,,; = 0}) und
On 7 nooo 4 = P( U{Z. = O}) = P(Z stirbt aus).
n=1

Tatsichlich gilt
P(Z stitbtaus) =1 <= m< 1. (3.1)

Wegen ¢n+1 = ¢x (¢, ) folgt mitn — oo und Stetigkeit von ¢ x, dass ¢ = ¢ x(¢q), d.h. ¢ = lim,, . g,
ist ein Fixpunkt von ¢ x.

Sei G = px(q) ein (mdglicherweise anderer) Fixpunkt von ¢, dann ist 0 = ¢g < ¢, n-malige
Anwendung von ¢ liefert

¢n < 9x(q) = qfirallen, d.h. gistder kleinste Fixpunkt von ¢ x
Da ¢ x konvex ist (und n. Vor. px (s) # s), gilt:

wennm = @'y (1) < 1,s0ist ¢ = 1 der einzige Fixpunkein [0, 1]

wennm = @'y (1) > 1,s0ist 0 < ¢ < 1 und die Fixpunkte sind {g, 1}

(Details als Ubung)

Ohne Zweifel hat die Frage nach dem Aussterben (adeliger) Familiennamen Menschen schon lange vor Galton und
Watson beschiftigt, so schreibt Jane Austen (1775-1817) in ihrem Roman Persuasion iiber den Vater der Protagonistin
(der sich offenbar gerne mit dem in durch (3.1) im Fall m < 1 beschriebenen Phinomen beschiftigte, auch wenn er es
sicherlich nicht als mathematische Frage auffasste):

“Sir Walter Elliot, of Kellynch Hall, in Somersetshire, was a man who, for his own amusement, never took
up any book but the Baronetage; ... there his faculties were roused into admiration and respect, by
contemplating the limited remnant of the earliest patents ...”
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Kapitel 4

Gesetz der grofien Zahlen

Satz 4.1. X reelle ZV, f : [0, 00) — [0, 00) monoton wachsend.
1. Fiira > 0mit f(a) > 0 gilt

P(|X| >a) < E[f(|X|)] (Markov'-Ungleichung).

1
f(a)
2. Fir X € L2 gilt

Var[ X |

a?

P(IX -E[X]|>a) <

Beweis. 1.SeiY = f(a)1l{x}sap, s0istY < f(|X]) und
E[Y] = f(a)P(1X] 2 a) <E[f(IX])]
nach Satz 3.4, 2.

2. Wende 7. an auf X := X — E[X]und f(a) = a2.

Korollar 4.2. 1. Xy, Xs,--- € L? seien paarweise unkorreliert mit

sup Var[X,,] <6 < oo,

dann gilt fiire > 0

]+
A\
0
IN
—~
e}
~

P(|% > (X - E[X.)| )

2. Speziell gilt fiir X1, Xo, -+ € L2 u.iv. mit pu:= E[ X1 | und 02 := Var[ X ] (< o0)

p(|M_M’>5)SU_2_>O

n £2n n—oo

(schwaches Gesetz der grofSen Zablen,).

*Andrei Andrejewich Markov, 1856-1922.
*Pafnuty Lvovich Chebyshev, 1821-1894.

(Chebyshev*-Ungleichung).

(4.3)

(4.4)



Beweis. Zu (4.3): Wende die Chebyshev-Ungleichung an auf

Y = (X; -E[X;]),

Sl
0=

Il
—

1

es ist

1 & 1 0
E[Y]=0, Var[Y]= = ;Var[Xi] < En@ =
(4.4) ist ein Spezialfall von (4.3), denn Unabhingigkeit impliziert Unkorreliertheit (Satz 3.17, 3.).
m
Definition 4.3. Seien X, X5, ..., X relle ZVn (auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum

(92, #, P) definiert).
1. (X, ) nen konvergiert stochastisch gegen X , auch geschrieben

stoch.
Xn — X,

n—oo

(auch X,, — X stoch. oder X, i X)) wenn gilt

Ve>0: lim P(|X, - X|>¢)=0.
2. (X)) nen konvergiert fast sicher gegen X, auch geschrieben

X, =5 X,

n—-oo

(oder X,, — X fastsicher / f.s.) wenn gilt

n—oo

P(Xn —>X) - 1.

n—oo

Beachte:

{Xn — X} = N UN {|Xm -X|< 8} ist ein Ereignis.

e £€Qn(0,00) neNmM2n
Wir konnen Kor. 4.2, 2. aussprechen als

Xl + -0+ Xn stoch.
n n—oo

Beobachtung 4.4. X,, - X fis. = X,, - X stoch., die Umkehrung gilti.A. nicht.

Beweis. Sei P({Xn - X}) = 1. Fire > O gilt
P(IX, - X[ > ) < P {|Xon = X| > £}) —> P({|Xpn = X| > & fiir o vielem} ) = 0

d.h. es gilt X, - X stochastisch.
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Fiir ein Gegenbeispiel zur Umkehrung seien X1, X», ... ua., X, ~ Bery,, dann gilt

stoch. 1
Xn—h>0 (denn fiirjedes 1 > & > 0ist P(|X,, - 0] > ) = — - 0),
n

n—o0

aber

P( {X,=1 oo—oft}) =1
—_—
=lim sup{X,=1}

n—o00

Man kann mit konvergenten Folgen ,,wie gewohnt* rechnen:

Lemma 4.5. X1, Xo,..., Y1,Yo, ..., XY reelle ZVn, (ay,)nen Folge von reellen Zablen mit a,, —
a € R, es gelte X,, — X stochastisch (bzw. fast sicher) undY,, —Y stochastisch (bzw. fast sicher). Dann
gilt anch

X +Y, — X +Y stochastisch (bzw. fast sicher), (4-5)
an X, —> aX stochastisch (bzw. fast sicher). (4.6)

Beweis. 1) f.s.-Fall:
A={X,-> X}, B:={Y,-Y}

erfiillen P(A) = P(B) =1, alsoauch P(An B) =1, und

AnB={X,-> XY, - Y}c{X,+Y, > X+Y} sowie Ac{a,X,—>aX}

2) Der Fall stochastischer Konvergenz:

i)Seie > 0, es ist

lim sup P( |(X, +Y,) - (X +Y)|>¢)

n—>0o0

{|Xn-X|>e/2}0{|Yn-Y|>/2}
<limsup P(|X,, - X| > ¢/2) + limsup P(|Y,, - Y| >¢/2) = 0.

ii) Sei € > 0 (und wir nehmen o.E. an, dass sup,,, |a,,| > 0), es gilt
la, X, — aX| =|a (X, - X) + (a, — a) X| < |a,| | X, - X]| + |an, — a] X,
also

limsup P(|a, X, - aX| > €)

n—oo

< limsup P(|X,, - X| > )+ timsup P(|X]> -———) =0.

o0 2sup,, [am| n—>o0 2|a,, - a



Die Aussage von Korollar 4.2 gilt tatsichlich auch fiir den stirkeren Begriff der fast sicheren Kon-
vergenz:

Satz 4.6 (Eine Version des starken Gesetzes der grofen Zahlen). In der Situation von Kor. 4.2, 1. gilt

3|
0=

Il
—_

(XZ- - E[XZ]) — 0 fast sicher, (4.7)

n—o0

)

insbesondere gilt fiir X1, Xo,--- € L2 n.iv. mit E[ X ] = p

X, +--+X,
vt Ae [ fast sicher. (4.8)

n n—>00

Den Beweis betrachten wir als Erginzung in Abschnitt 4.1.

Beispiel 4.7 (Borels® Gesetz tiber normale Zahlen, 1909). Sei U ~ Unif( 1), X; die i-te Ziffer in der
(nicht-abbrechenden) Dezimaldarstellung von U (d.h. U = ¥.7%; X;1079).

Danngiltfirg =0,1,...,9:
1 _ 1 .
—|{1 <i<n:X; = q}‘ — — fastsicher.
n n—oo 1()

Beweis. X1, X,...sindua, X; ~ Unifgg; gy, alsosind 1;x,-,% = 1,2,... uiv, Bery, die
Beh. folgt aus Satz 4.6. O]

Bericht 4.8. Das starke Gesetz der groffen Zahlen gilt tatsichlich auch ohne £2-Annahme:
Fiur X1, Xs,--- € LY uwiv. mit E[ X4 ] = pgilt

X +-+X,
et L N i fastsicher.

n n—oo

4.1 Beweis von Satz 4.6*

Die Aussage von Satz 4.6 (das starke Gesetz der grofien Zahlen fiir unkorrelierte ZVn) lautete: Sind
X1, Xo, -+ € L2 seien paarweise unkorrelierte ZVn mit

sup Var[ X, ] <0 < o0
dann gilt

Zn: (X; -E[X;]) — 0 fastsicher (4.9)

. n—oo
=1

S|

Wir wollen hier als Erginzung den Beweis betrachten.

3Emile Borel, 1871-1956
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Beweis von Satz 4.6. Sei 0.E.E[X;] = 0, sonst betrachte X! := X; — E[ X ], setze

1 n
Sn = - X’L
1. Schritt: Zeige
Sp2 — 0 fis
Fiir € > 0 zeigt Kor. 4.2, 1.
0
P(|Sn2| > &T) < 2,2

also
P(|Sn2| > ¢ fiir oo-viele n) =0

(mit Borel-Cantelli-Lemma (Satz 2.30),da )", 52% < 00) und somit

P({Snz - O}C) < P( U {]Sn2| > ¢ fiir oo-viele n}) =0

eeQn(0,00)

2. Schritt: Zum € Nwihle n = n(m) mitn? <m < (n+1)%

o 0(m —n?)
<‘ mSy, —n-S,2 ‘ > 5m) Var[nzgini(] EoCR
- T X
n2<i<m
somit
i P(‘mS —n(m)*Sy(myz > »3m)
m=1
0 ) (7’L+1)2—1m ng 0 oo 1 (n+1)2—1—n . ) 2n(2n+1)
G5 L mcakw % isakoa
————
_2n(2n+1)
2
demnach gilt (wie im 1. Schritt)
2

dies zusammen mit dem 1. Schritt und Lemma 4.5 zeigt S, = 0 f.s. fiir m — oo.
( )?

im0 1

Es ist nimlich fiir e > 0 wegen

A= {\Sm\ > ¢ fiir co-viele m}

c {|Sn2| > Z fiir co-viele n} U {‘Sm - n(:::)Q n(m)2| > g fiir co-viele m},

also P(A.) = 0 und damit auch P( MNee,>0 AE) =0.
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Kapitel s
Zentraler Grenzwertsatz

Vorbemerkung. Seien X1, Xo, ... wiv, E[X;] = p, Var[X;] = 02 < oo.
Wir haben gesehen, dass X + --- + X, ~ ny mit hoher Wahrscheinlichkeit, denn

X+t X,
L—M—’() fs.

n n—o0

gemif$ dem starken Gesetz der grofSen Zahlen (Satz 4.6), aber feiner gefragt:

Wie grof8 ist X + -+ + X, — np typischerweise?

Fiir A > /n ist (mit Chebyshev-Ungleichung, Satz 4.1) zumindest

2
P(IX1 ++ X, —np| > A) < % (sehr) klein.

Um einzusehen, dass \/n die korrekte Groflenordnung der typischen Abweichungen von X +---+ X,
vom n4 ist, betrachten wir
X; ~ Ber,, miteinempe (0,1) (der ,einfachste Fall),
dann ist
Ly =X+ + X, ~Bin, ),
Erinnerung (Stirling-Approximation®). Es gilt
nl = V2mn™ 1 2e P mit0 < p(n) < &

Dies findet sich in vielen Analysis-Lehrbiichern oder auch in W. Feller, An introduction to probability
and its applications, Vol. I, Wiley, 1968, Kap. IL9.

'James Stirling, 1692-1770
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Numerische Beispiele zur Giite der Stirling-Approximation

n n! V2mnn+l2en 1- %1/287”
3 6 9,836 0,027

4 24 23,506 0,021

5 120 118,019 0,016

6 720 710,078 0,014

7 5.040 4980,396 0,012

8 40.320 39902,395 0,011

9 362.880 359.536,873 0,0088

10 3.628.800 3.998.695,619 0,0078

15 | 1.307.674.368.000 | 1.300.430.722.199,47 0,0054

Sei C' > 0 fest, p € (0, 1), betrachte
n, k € N mit |k — np| < Cv/n.

Es ist
P(Z, = k) = Bin, ,({k}) = (Z)p'“(l -p)" = k!(%k)!pk(l -p)"*
1 1 n\k/n n \(-k)/m\"
. W (a-n)"")
v G G
1 1 i
:\/% — exp(—nh(a)) K(n,k)
mit

h(t) :=tlog (%) + (1 —t)log(ﬁ), te0,1]

p

und Korrekturfaktor
K(n, k) =exp(p(n) - p(k) - p(n-k)) ( =(1+0(1)) firn,k - oo)

denn mit Stirling-Approximation ist

(”)= nt 1 ( n )1/2 | ) -p(k)-p(nk)
k] " Rn-k)  Var\k(n-k)) Ke(n-k)n*

Es ist

h(p) =0, firte(0,1)ist h'(t) =log (%) -log (1),

B(t) = ﬁ (20).
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h(t)

— t
0 p 1

Taylorentwicklung von h im Punke p liefert (2 (p) = h'(p) = 0)

LT e N ey 1T 2
O R (0 YRR g e )

weiter ist
1 1

Vnk(1-5) p(1-p)

(1+0(1))

(jeweils fiir k,n — oo so, dass |k — np| < C'\/n gilt). Insgesamt:

Bin, ({}) = ————exp ( -

n k
2mnp(1 - p) (

2p(1-p)\n _p) )'[N((n’k)

n

mit einem Korrekturfaktor K (n, k), der

lim  max |l?(n, k) - 1| =0
n—=00 k:|k-np|<Cy/n

erfullt.

Zusammenfassend haben wir bewiesen:

Satz s.x (Satz von de Moivre-Laplace?, lokale Normalapproximation der Binomialverteilung). Sez
C'>0,pe(0,1),
1 1.2
z) = exp( - 32
90( ) \/ﬁ P ( 2 )

die Dichte der Standard-Normalverteilung. Mit

(k) = P
Vnp(1-p)
gilt
Bin,, ,({k
lim  max 11n (1) -1/=0.
ki [k=np|<C/n np(lfp)tp(zn(k))

*Abraham de Moivre, 1667-1754; Pierre-Simon Laplace, 1749-1827
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Korollar s.2 (Normalapproximation der Binomialverteilung). Sezp € (0,1), Z,, ~ Bin,, ,, setze

Ly —np

Vp(L=p)

* .

Dann gilt fiir —oo < a < b < oo

b
lim P(a<Z; <b) = f o(z)dz.

n—oo

Beweis. Betrachte zunichst —oo < a < b < 00 :

1
Pla<Z<b) = — (2, (k +0
(a<Z; <b) ((Zm —— <>))(1 W)

und

k=[np+by/np(1-p)]

Y ). Y — (- 5(—))
bz (Refas) VP(1 = P) ke tmpsa iy V(L= p) V27 23 /np(1-p)
= bgo(z)dz

(die Summe stellt eine Riemann-Approximation des Integrals dar, siche auch folgende Skizze).

v(2)

K p(2n(F))

; A
zn(k+1) =
zn () zn(k) +1/\/np(1 - p)
Seinuna = —oo0 < b < oo:
Zu e > 0 wihle ¢’ < 0so,dass fiirn e N
* l4 * 4 1 €
P(Z:<d")< P(|Z] > |d]) < @) <3

(mit Chebychev-Ungleichung, Satz 4.1) und

a' £
d —
[
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gilt. Dann ist fiir n gentigend grof3

|P(z; <b)- fi p(2)d| < |

<

b a
P(a’SZ*Sb)—/ (p(z)dz|+‘P(Z;<a’)‘+f o(z)dz

+6+6—6
4 4

Do | M

Der Fall b = oo kann analog behandelt werden (Ubung).

Bemerkung s.3 (Stetigkeitskorrekeur). Fir numerische Approximationen betrachtet man oft

(+L1-np k-%-np
Bin,,({k,k+1,...,0}) » | —=—=) - o ———=
’ (\/np(l—p)) (\/np(l—p))
fiir 0 <k <0 <n(mit ®(x) = [*_(2m)"/2e72"/2 dz der Verteilungsfunktion der Standardnormal-
verteilung).

Man betrachtet also Histogramm-Balken wie im Beweis von Kor. 5.2, die aber jeweils an z, (k)
yzentriert” sind (siehe auch Skizze unten).

v(2)

%X\

p(2n(F))

zn(k+1) =
zn (k) zn (k) +1/\/np(1 - p)

Die numerische Approximation ist (speziell fiir eher kleine Werte von 1) meist besser mit ,Stetigkeits-
korrektur®, Beispiele:

n | p| k| ¢ |Bin,,({k;k+1,...,0}) | Approx.ohne | Approx. mit

15 03] s 9 0,4809 0,3835 0,4976
so 03] 9 | 15 0,5509 0,4680 0,5389
1000 | 0,3 | 250 | 290 0,2567

0,2448 0,2558

. .. « . . {—np _ k-np s

Hierbei gibt ,,Approx. ohne“ jeweils den Wert @(—\/m> @(—m) und ,Approx. mit“ den
£+05-np \ _ k-05-np . .

Wert @(—\/m) @(—\/m) an (jeweils auf 4 Nachkommastellen gerundet).
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Bericht und Definition s.4. Der Sachverhalt aus Korollar 5.2 wird auch ausgesprochen als ,Kon-
vergenz in Verteilung®:

X, — X in Verteilung (auch X, X oder X, X geschrieben),
wenn gilt

lim P(X, <z)=P(X <) (=Fx(z))

n—oo

tiir jedes x € R, an dem F'y stetig ist.

Beispiel (,Macht entschlossener Minderheiten®). An einer Wahl zwischen Vorschlag A und Vor-
schlag B nehmen 100.000 Wihler teil. Darunter sind 300, die fest entschlossen sind, fiir Vorschlag A
zu stimmen; die Gibrigen sind unentschlossen und entscheiden sich (in unserem Modell) unabhingig
per fairem Miinzwurf zwischen den beiden Vorschligen. Wie wahrscheinlich ist es, dass Vorschlag A
die Mehrheit erhile?

Sei Y die Anzahl unentschlossener Wihler, die fiir A stimmt, n. Vor.ist Y ~ Bin,, 1/, mitn =
100.000 - 300 = 99.700 und Vorschlag A erhilt 300 + Y Stimmen.

Y -0,5n >49.701—O,5n>_P( Y -0,5n
Vn-0,5-05 /n-05-06/  \\/n-05-05
mf o(2) dz ~ 0,827

0.9438

P(300+Y 2 50.001) = P( > ~0.9433)

Satzs.s (,Zentraler Grenzwertsatz). Seien X1, Xo, ... w.iv. reelle ZVn € L2 mit Var[ X1 ] € (0, 0),
dann gilt fiir —oo <a < b< oo

Xy 4+ X, - nE[ X
limP(aS 1ot Xy - | 1]36):P(GSZS6) mit Z ~ Noa
oo nVar[ X ]

Bemerkung. Korollar s.2 ist ein Spezialfall dieses Satzes, indem man Z,, ~ Bin,, , darstellt als Z,, =
Xl + X2 + e+ Xn mit Xz u.iv., X1 ~ Berp.

Beobachtung. Die Aussage von Satz 5.5 gilt trivialerweise (sogar fiir festes n € N), wenn X; ~ No1,
dadann

Xi+-+X
At Ae
Jn 01
vgl. Beispiel 2.28.

Die Beweisidee fiir Satz 5.5 ist den allgemeinen Fall auf diesen Spezialfall zurtickzufithren. Wir
betrachten als Erginzung in Abschnitt 5.1 den Beweis.
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s.1 Beweis von Satz s.5*

Seien X1, X, ... u.iv. reelle ZVn € .£? mit Var[ X ] € (0, 00). Wir mochten zeigen, dass fiir —oo <

a<b<oogilt

X+ + X, -nE[X{]
nVar[ X ]

lim P(a <

n—00

sb):P(angb) mit Z ~ No1

Wir kénnen o.E. E[ X ] = 0, Var[ X ] = 1 annehmen, ansonsten betrachten wir

5(:7; = —X’L _ E[Xl] .
Var[Xl]

Lemmas.6. X1, Xo,... wiv reele ZVn, X; € L2 mit B[ X;] = 0, Var[X;] = 1, f : R > Rdreimal
stetig differenzierbar, die ersten drei Ableitungen seien gleichmdifSig beschrinkt. Dann gilt

_ Xi+-+ X,
S v R <)
mit £ ~ ./\/’0,1.
Beweis. Seien 71, Zs, ... wiv., ~ Ny 1, unabhingig von den X, schreibe
X1+"’+Xn Zl+'”+Zn
f( Jn ) - f( Jn )
z X; Zi
:;(f(m,n+%)_f(m,n+%)) (SI)
mit

L
vn
Taylor-Enwicklung (im Punkt W; ,,) liefert

Wi,n = <X1+X2+“'+XZ'_1+ZH1+Z¢+1+"‘+Zn).

X, Z
F(Win+ ﬁ) - f(Win+=E)

, X;-Z 1., X2 - 72
= f (VVi,n) \/ﬁ + if (Wz,n) n + Ri,n
mit
" " X? " q " zZ;
‘Rz,n‘ < |f (VVz,n + ﬁz,n) - f (Wz,n)‘j + ‘f (Wzn + 191,71) - f (VVZ n)|j
wobei [9:.] < 2l 7 < 12

NG NG
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Mit C5 := sup |f”(:1c) , C5:=sup ‘f’"(m)| gilt fiir jedes K > O:
zeR zeR

K3 XZ |Zi|3

|Rin| < Cs ST Lixery + 02#1{|Xi|>K} +C3 32

Nehme Erwartungswert in (s.1):

()| el a)
5 ( Elrom) 2

i=1

; E[%f”(wi,n)

X?2-7?
n

i ] +E[Ri,n])

=ELf/(Wi,n)JB[X;~Z]f/m=0 =B/ (Win) JEIXE-271/(20)=0

n K3 C C
< Y E[Rnl] < n(Cugg + BN s ]+ 55 EL41F])

also

lim sup

n—oo

Xi+-+X,
(=

E[f )] —E[f(Z)] < CQEI:X%]_{|X1|>K}]I:;O

]

Beweis von Satz s.5. Seien —0o < a < b< 00.Zul < e < b_T“ wihle f1, f2, die den Voraussetzungen

von Lemma 5.6 geniigen und

Ligsep-e] € J1 € 1ap) € f2 € Lame pae]

erfiillen (siehe Skizze).

Esist

P(Zela+eb-e]) <E[fi(2)] = im E| fy
<X1+~-+Xn
NG
SlimsupP(%
< AL%E[fZ(M

N2

<liminf P

n—oo

€ [a,b])
€ [a,b])
)] :E[fg(Z)] < P(Z € [a—e,b+€]),

mit € | 0 folgt die Behauptung.

Die Fille a = —co oder b = +00 kann man analog behandeln. ]
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Kapitel 6

Ideen und Begrifte aus der Statistik

6.1 Zur deskriptiven Statistik

In diesem Kapitel der Vorlesung werden Ideen und Verfahren der beschreibenden Statistik kurz disku-
tiert, vergleiche die Folien Folien_deskriptive_Statistik.pdf auf der Homepage der Vorle-
sung; Themen dort: Histogramme, Dichtepolygone, Stripcharts, Boxplots, statistische KenngrofSen:
Lageparameter (empirischer Mittelwert, Median, Quartile) und Streuungsparameter (empirische Streu-

ung, Quartilsabstand)

6.2 Grundlegende Begriffe, Schitzen von Parametern
Beispiel 6.1. Bei ciner biologischen Expedition wurden n = 53 Krebse einer gewissen Art gefangen,
davon k = 23 Weibchen.

Was sagt uns dies tiber den Weibchenanteil in der Population?

Gibt die Beobachtung (Weibchenanteil in der Stichprobe % ~ 0,434) Anlass, an einem ausgegli-

chenen Geschlechterverhiltnis in dieser Population zu zweifeln?

Vorstellung: Eine schr grofie Population von Krebsen mit (uns unbekanntem) Weibchenanteil ¢ €
(0,1),
der naheliegendste Schitzwert fiir ¥ (angesichts der Beobachtungen) ist

~ 23
¥v=— (20,434).
53( Y )

Modell: X = (X1, Xs,...,X,),

X - {1, i-ter gefangener Krebs ist Weibchen,

0, i-ter gefangener Krebs ist Minnchen

X, sind u.a., ~ Bery (Wir tun hier so, als ob wir mit Zuriicklegen rein zufillig aus der Gesamtpopulation
gezogen hitten — diese Approximation ist fiir grofe Populationen gerechtfertigt.)

Wir interpretieren % = % als Realisierung der Zufallsvariable
-~ 1
T Lyt X)
n

8o


Folien_deskriptive_Statistik.pdf

1. (Punktschitzung) Was auch immer 9 ist, es gilt

Ey[9] =9,
2

Varlg[;’\] = %m‘}(l -9) = %19(1 -1) = %

mito = o(V) = \/U(1 - V). (Ey, etc. bezieht sich auf Erwartungswerte beziiglich dem Wahrschein-
lichkeitsmaf3, unter dem X; ~ Bery und u.a. sind.)

—_

J(1-9)

ist ein naheliegender Schitzer fiir o.

Ein Schitzer fir die Standardabweichung von J ist L.
vn
Im Statistik-Jargon heif3t dies auch der ,Standardfehler (englisch: standard error [of the mean],
SEM), dies ist eine naheliegende Maf3zahl fiir die ,,Genauigkeit der Schitzung®.
(Im Beispiel:

% % ~ (0,246, 0 =0,496, ~ (0,0681

23 53 NG

man gibt also an: geschitzter Weibchenanteil 0,43 + 0,068.)

2. (,Wie genau ist die Schitzung?: Konfidenzintervall) Wenn der wahre Weibchenanteil ¥/ ist, so ist
Xi+ -+ X, ~Bin, y, also

-9  0-9 N

= ~ ~ J/No,1

g/\v/n  o(0)Vn

gemif$ dem Satz von de Moivre-Laplace (Satz 5.1 und Korollar s.2), also

J-0

Py —1,96 < <1,96 )~ P(-1,96 < Z <1,96) ~ 0,95
(196 5775 < 196) =

mit Z ~ N1, d.h. das (zufillige) Intervall

I:=[0- 196\/_19+196\/_]

(fiir jede Wahl von 9 € [0, 1]).

I heifit ein Konfidenzintervall (ftr ¥/) zum (approximativen) Niveau 0,95

(Im Beispiel: I ~ [0,30,0,57])
3. (Testen von Hypothesen) Passen die Beobachtungen zur Hypothese, dass der wahre Weibchenan-
teil in der Population g = 1 ist?

Wir beobachten

erfiille Py(¥ € I) ~ 0,95

es ist

Pﬁo(\{?— Jo| > 0,07) » P(1Z] > V4-1n-0,07) 2 2(1-®(0,96)) = 0,336.

Demnach: Wenn die Hypothese ¥ = ¥ = % zutrifft, wiirden wir in ca. 1/3 der Fille eine mindestens

so grofle Abweichung |1/9\ - %| wie die tatsichlich anhand der Daten beobachtete finden. Insoweit gibt
die Beobachtung keinen Anlass, diese Hypothese anzuzweifeln.
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Definition 6.2. Ein statistisches Modell ist ein Tripel (M =) (X ,F, (Pﬂ)ﬁee)), wo X # & Menge

(,Beobachtungs- oder Stichprobenraum®), .# c 2% eine 0-Algebra, © eine Menge (mit |©| > 1) und
fiir jedes ¥ € © ist Py ein W’maf§ auf (X, .F#).

Das Modell M heiflt parametrisch, wenn © c R fiir ein d € N, speziell esnparametrisch, wenn
d=1.

M heifdt diskret, wenn X abzihlbar ist, M heifit stetig, wenn X ¢ R™ und jedes Py eine Dichte
po: X = [0, 00] besitzt.

Ein diskretes oder stetiges Modell heift ein Standardmodell.
(X n, Fon (PS")geo ) heif$t das n-fache Produktmodell von M (fiir Produktmafle vgl. Def. 2.21).

Definition 6.3. (X T, (Pﬁ)ﬂee) statistisches Modell, (.S, <7 ) messbarer Raum.

1. Eine Zufallsvariable X (definiert auf (X',.%) mit Werten in S, d.h. X : X - Sist #-o7/-
messbar) heifdt eine Statistik (manchmal auch: ,Stichprobe®).

2. Sei 7 : © — R eine reelle Kenngrofe (oder ,,Parametermerkmal®), eine Statistik 7" : X — R
heifit ein Schitzer (genauer: ,Punktschitzer®) fiir 7.

3. Ein Schitzer T' fiir 7 heilt erwartungstren (oder ,unverzerrt®), wenn gilt
VieO : Ey[T]=71(0).
by(T) := Ey[T'] — 7(V) heiflt die Verzerrung (englisch: bias) von T

Die typische Konstruktion / Situation eines Schitzers ist " = ¢(X') fiir eine Funktion ¢ : S — R.

Man schreibt / benennt einen Schitzer fiir 7 oft 7.

Schematische Darstellung eines Schitzers ' = (X)) fiir 7

Das Startbeispiel 6.1in der Formalisierung von Definition 6.2 und 6.3 ausgedriickt:

* Statistisches Modell: X = {0,1}*, % =2%,0 =[0,1], Py = Bery"
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* Parametermerkmal: 7: © - R, 7(9) = ¢

e Statistik: S = X, X =Idy
Xy +-t T,

. Schétzer:T:X%R,T((xl,...,xn)) =
n

Dies ist ein Standardmodell im Sinne von Def. 6.2, es gilt Ey[T'] = 0 = 7(9) fiir alle ¥ € [0, 1],
d.h. T"ist hier ein erwartungstreuer Schitzer fiir 7.

Beispiel 6.4 (Erwartungstreue Schitzer fiir Mittelwert und Varianz im Produktmodell). Fiir ) € ©
sei (Qy ein W’maf$ auf R mit endlichem Mittelwert

m(9) := /R x Qy(dx)
und endlicher Varianz

2
v(9) = fR (2 - m(9))’ Qo(dz).
Unter Py seien X1, ..., X, wiv.,, X; ~ Qy.

(In der Formalisierung von Definition 6.2 und 6.3 kénnten wir wihlen: M = (R™, B(R"), (Py)geo)
mit Py = QF" fir ¥ € ©, als Statistik betrachten wir X = (Xy,...,X,,) mit X; : R® - R die
Projektion auf die i-te Koordinate.

Bemerke: dies ist u.U. kein parametrisches Modell, man kénnte z.B.
O := {Q : Q ist Wmafd auf R mit [, 22 Q(dx) < oo}
wihlen.)

Dann ist

n
Z X; ein erwartungstreuer Schitzer fiir m(?),
-1

S%i= ——

n
_1i=l

X =

SRS

(XZ- - 7)2 ein erwartungstreuer Schitzer fiir v(?}).

S

(In diesem Kontext heiflt X auch der empirische Mittelwert oder Stichprobenmittelwert, S2 die kor-
rigierte Stichprobenvarianz, vgl. auch die Diskussion in Kapitel 6.1 tiber deskriptive Statistik.)

Fir 9 € © gilt nimlich

Ey[X] - %;n;m[xi] _ % nm(9) = m(9),
Ey| Zn; (X = X)"] = no[ (X, - X)?] = nVary[ X; - X]
= nVarﬁ[n; 1X1 - %in] = n((”T_l)zVarﬁ[Xl] + %V&rﬁ[Xl])

= (n-1)Varyg[Xi],

also

1
Eo[5?] = —Ey]

n
i=1

(X:-X)°] = v(w).
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Beobachtung und Definition 6.5. Betrachten wir in der Situation von Beispiel 6.4 die Stichproben-
grofie n als variabel (formal: wir gehen zum unendlichen Produktmodell M = (R*, B®>, (Q$*)gco)
tiber (vgl. Beobachtung und Bericht 2.23), mit X; : R* — R Projektion auf i-te Koordinate).

Dann gilt fiir jedes ¥ € ©

1 n
— Z X; — m(9) stochastisch bzgl. Py und
1 & —
S2 = —— Z (Xi - Xn)2 —> v(1¥)  stochastisch bzgl. Py.
n — 3 n—>o00

i=1

Man sagt: Diese (Folgen von) Schitzer(n) sind konsistent.

Fiir X, folgt dies direkt aus dem Gesetz der grolen Zahlen (siehe Korollar 4.2), weiterhin ist
n—1 1& — \2 1& = \2
_Sg=—Z(Xi—Xn) :(E;Xf) ( ZXX) +(X,) = ( ZXQ) (X.)

[ 22Qy(da) = (m(9))" = w(9)

gemifl dem Gesetz der groflen Zahlen (siehe Bericht 4.8) zusammen mit Lemma 4.5 und obigem,

wegen =+ — 1 folgt mit Lemma 4.5 die Behauptung.

Bericht. Tatsichlich gilt sogar
X, — m(9) Pyfs. und S2 — (V) Pyfs.

n—>00

(diese Schitzer sind auch ,stark konsistent™).

Fir X, folgt dies unter den Voraussetzungen von Beispiel 6.4 aus der Version des starken Gesetzes
der groflen Zahlen, die wir in Satz 4.6 bewiesen haben, fiir S2 folgt dies aus Bericht 4.8.

6.2.1 Maximum-Likelihood-Schitzer

Definition 6.6. Sei . # = (X, F,(Py)yco) ein statistisches Standardmodell mit
Gewichten py(-) bzw. Dichte py(+) fiirJ € ©.

Die Funktion

p: AxO —][0,00)

w

(,0) > p(z,9) = pol)
heifdt Likelihood-Funktion (manchmal auch ,Plausibilitits-Funktion®), fiir z € X heifst

L,:0-[0,00), L,(9)=p(x,9)

die Likelihood-Funktion zum Beobachtungswert x.

Ein Schitzer T': X — © heifdt (ein) Maximum-Likelihood-Schitzer, wenn
p(z,T(z)) =maxp(z,9) VreX

(auch kurz ML-Schitzer genannt, engl. MLE = maximum likelihood estimator).
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Beispiel 6.7. 1. (,Riickfangmethode®, engl. “capture-recapture”) Ein Teich enthalte 9 Fische (einer
gewissen Art, ¥ € N ist der unbekannte Parameter), fange und markiere m, setze wieder aus. Wenn
sich die markierten Fische gut verteilt haben, fange erneut n Fische.

Nehmen wir an, wir beobachten unter den erneut gefangenen = markierte Fische. Formalisierung
als statistisches Modell:
X={0,1,...,n},0={(mvn),(mvn)+1,(mvn)+2,...}, Py =Hyp,, y_mn

Die Likelihood-Funktion ist o
(7))

()

{9\ML = T(l‘) = [g "I?’LJ,

p(z,0) =

der ML-Schitzer ist

denn

plz) ()
ple,d=1) ()("5")

n n—xr

>1, <22
€T

=1, ¥=mn
xT

<1, 9>mn

_ (¥ =m)(¥-n) 1 Y —mn
V(I -m-n+x) Y -m-n+zx)

(beachte: stets ist ¥ — m > n — x, es gibt im Teich mindestens so viele unmarkierte Fische wie in der

Riickfang-Stichprobe).

2. (Erfolgsw’keit im Binomialmodell)

p(z,0) = L, (V) = (”)Wu —9)"*, (Py=Bin,gfir0e©=1[0,1], ze X ={0,1,...,n}),
x

d n
—log L 1 —x)log(1 -
79 og L.(9) = d?? log I)+x og¥+ (n—x)log( 19))
r n-x x
=5 1e 0 = Y=y

T

d.h. hier ist 1/9\ML =—.
n
(Es ist <2 log L,(9) > 0 fiir ¥ < z/n und <% log L,(¥) < 0 fiir ¥ > x/n, d.h. es handelt sich

tatsichlich um ein Maximum; Inspektion zeigt, dass auch in den Randfillenz =Qund z =n 19ML =
< gilt.)
3. (Normales Modell mit bekannter Varianz) n Beobachtungen seien u.iv. ~ Ny ,2, 0% > 0 sei be-
kannt.

Mitz = (z1,...,2,) € R™ist

x; — )2
J__ﬁm4_£3;gq

1 n
_ 2\-n/2 _ . 9)2
= (2n0?) exp( 52 ZEZl(xZ J) )

p(x,0) = Lo (V) = H
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d.h.
L.(9) Smax <= > (@ - 0)? < min.
i=1

Mitm(z) = 2 3% @, ist

zn:(:cl -19)% = Z (:cZ - m(:z:))2 + (m(x) - 79)2,

i=1 i=1
d.h. esist Uy, = m(x), das empirische Mittel der Beobachtungen.

4. (Normales Modell, unbekannter Erwartungswert und unbekannte Varianz) n Beobachtungen sei-
en wiv. ~ N, , mit unbekannten pr € Rund v € (0, 00).
(Formalisierung: X = R", © = {0} = (p,v) : pp € R, v > 0}, P 0y = N27)
Wie in 3. ist
n

n 1 &
log Ly ((n,v)) = ) log(2m) - 5 logv—o > (i = p)?,
=1

n
nach obigem ist fing, = — Z x; Maximierer beztiglich p (fiir jeden Wert von v), weiter ist
n :
i=1
n

0 L S )2
50 108 Lx((uvv))L:ﬁML =5, " 5.2 7;(% fivL)”,

0 . _ I & —~
alSOa—IOng((MML,U)) =0 — UV =VML = _Z(xi_,uML)Q-
v Nz
(Und man priift: log L ((7ur,, v) ) ist wachsend fiir v < Dr,, fallend fiir v > Dy,.)
Beachte: Der ML-Schitzer fiir die unbekannte Varianz ist hier die (unkorrigierte) Stichproben-

varianz, also ist er nicht erwartungstreu (vgl. Beob. und Def. 6.5).

5. n Beobachtungen seien u.iv. uniform auf [0, ¥] (mit einem unbekannten ¥ € (0, 0)).
Esist
Yyr, = max{xy, o, ..., Ty},
denn

falls 19 > T1,X9y...,Lp,

0, sonst.

Bericht 6.8 (Cramér-Rao-Schranke und ,beste” Schitzer). Sei (X, .7, (Py)ygco) ein statistisches
Standardmodell, p(x, ) die Likelihoodfunktion.

Ein erwartungstreuer Schitzer 7 fiir ein reelles Parametermerkmal 7(1)) heilSt varianzminimie-
rend (auch ,gleichmifiig bester Schitzer, engl. UMVU (= uniformly minimum variance unbiased)
estimator), falls fiir jeden anderen erwartungstreuen Schitzer 1" fiir 7 gilt

Vary[T] < Vary[T] fiiralled € ©.

(In diesem Sinne ist 7" optimal und beantwortet — so existent — auf diese Weise die Frage ,Wie gut
kann man 7(¢) anhand der Beobachtungen iiberhaupt schitzen?“)

Ein einparametriges Standardmodell (d.h. © c R) heif3t regulir, falls gilt:
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(i) © c Ristein offenes Intervall.

(ii) Likelihood-Funktion p(x,) ist strikt positivauf X x © und fiir jedes z ist ¥ = p(z, ) stetig
diff’bar.

(iif) Uy(z) = 2L log p(z, V) erfiille Iy := Vary[Uy] € (0, 00)
(Uy heifdt die ,,Scorefunktion® und Iy heifdt die Fisher-Information) und es gilt

L%p(:ﬁ,ﬁ)dz:%Lp(z,ﬁ)dm (= 0).

Weiter heifdt ein Schitzer 7" regulir, wenn fiir jedes ¥ € © gilt

diﬁfXT(x)p(;p,ﬁ)dx:—/)(T(x)%p(m,ﬁ)dx.

(Wenn X diskret ist, so ist jeweils das Integral [, ...dxz durch die Summe Y.y . .. zu ersetzen.)

Sei 7 : © — R ein stetig differenzierbares Parametermerkmal, 7" ein regulirer, erwartungstreuer
Schitzer fiir 7 in einem reguliren Standardmodell. Dann gilt die Cramér-Rao-Schranke':

(r'(0))?
T|>——%— V
Vary[T] > T(0) VeO,
wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn
7' (9)Uy ()

T(x)-71(9) = 109)

Beispiel(-klasse). Exponentielle Familien (bzgl. der Statistik 77)
Sei

p(,0) = h(x) -exp (a(9) - T(x) - b(9))
tiir gewisse Funktionen a,b: © - Rund h: X - R

Dann ist
Uy(x) = a'(9)T (x) - V().
also
Bal7] - o) = 7(0),

man kann zeigen, dass
](19) = Vaw[Uﬁ]
=a'(9)-7'(9),
d.h. es gilt
V() |, Une) o Uy ()
a(9) a'(9) () I(9)

T ist demnach in dieser Situation ein varianzminimierender erwartungstreuer Schitzer fiir 7.

T(x)=

Beispiel-Instanzen.

'nach Harald Cramér, 1983-1985 und Calyampudi Radhakrishna Rao, *1920
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1. Binomialverteilungen: Py = Bin,, 4, € [0, 1]

p(x,0)=(;l)q9$(1—19)”‘“"=(Z)exp( % nlog(li_gﬁ)ntnlog(l—ﬁ)), € Ny,

~ ——— __
T()  -a(9) =09

T'(x) = £ ist varianzminimierender erwartungstreuer Schitzer fiir 7(J) = 0/ (1) /a’(0) = V.

2. Poissonverteilungen: Py = Poiy, ¥ € (0, 00)

T(x)i(i) b(9)

Ve 1
p($,19) 26—19 — e log® — 19
A N

——

=h(zx)

Esist 7(¢) = 1/%9 =4, T(x) = g ist varianzminimierender erwartungstreuer Schitzer fiir 1J,

seine Varianz ist W) _ = 9.
a'(N)'(¥) —

l
19

3. Normalverteilungen bei bekannter Varianz: Py = Ny ,2 mit festem 02 > 0

1 1
9) = — = (x—0)?
pleV) = —o— exp ( 5,2 =7) )
1 9 V2
= —6_x2/(202) .exp( — xr - —_= - — )7
2mo? -~ o 20°
=T(x) ' ~——
o ~a(d)  =b(9)

: . L , . b (9
also: T'(x) = x ist varianzminimierender erwartungstreuer Schitzer fiir ¥ = 7(9) = a,(( 193’

seine Varianz ist 02 = %ﬁ) =12/(a’(9)7'()).

Bemerkung. Das n-fache Produktmodell .#Z®" eines reguliren Modells ist wiederum regulir, seine
Fisher-Information erfiillt 7(™ (9) = n - I(19).

Ist ./ exponentielles Modells bzgl. der Statistik 7', so ist .2 ®" ebenfalls ein exponentielles Mo-
dell, und die zugrundeliegende Statistik ist

1 n
To(zy,...,z,) = - ZT(%),
i1

denn

:I}—‘

P2 (2, ..., x,),0) = Hp(m,,ﬁ) Hh(m,)exp (na(ﬁ zf; () —nb(ﬁ)).

6.2.2 Eine Anmerkung zu linearer Regression und kleinste-Quadrate-Schitzung

Beobachtung 6.9 (Lineare Regression als kleinste-Quadrate-Schitzer). Nehmen wir an, die Beob-
achtungen bestehen aus n Messwertpaaren (z;,v;), ¢ = 1,...,n (Werte in R?) und wir vermuten
aus theoretischen Griinden einen (affin-)linearen Zusammenhang, d.h. bei , perfekter* Messung gilte
Y; = Bo + P11 fidr gewisse (uns unbekannte) Zahlen 5y und /.
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(Ein ,Lehrbuchbeispiel: y; ist die Linge einer Stahlfeder bei Zugbelastung mit Gewicht x; in-
nerhalb des Giiltigkeitsbereich des Hooke’schen Gesetzes.)

Aufgrund beispielsweise von Messungenauigkeiten (oder womdoglich auch weil der lineare Zu-
sammenhang in Wirklichkeit nur approximativ gilt) werden die realen Datenpunkte typischerweise
nicht auf einer Geraden liegen.

y
X
Formulierung als statistisches Modell: x4, ..., x,, seien feste (bekannte) Werte (x ist die ,erklirende
Variable®), fiir 9 = (g, £1) € © = R? sei unter Py
Y; =B+ B+, i=1,...,n mite; uiv. mit E[g;] = 0, Var[e;] = 0*

und wir fassen die beobachteten y;-Werte als Realisierungen der Y; auf (y ist die ,abhingige Variable®
oder ,Zielgrofie®).

Ein naheliegender Ansatz, ¥ = (o, /1) zu schitzen, ist der kleinste-Quadrate-Schétzer: Finde
Bo, B1 so, dass

n

Z (yi - (30 + 31361'))2 = min z”: (yz —(Bo + 51%))2

i=1 (Bo,B1)eR? i=1
Die Losung kennen wir schon (vgl. Beob. 3.21, die wir hier gewissermaflen nur ,statistisch ausspre-
chen“): Mit

5]

i
S|

8

e ST U R S s T S S
i y—nZ;y Ux-—n;(xz T)?, Uy-—n;(yz 7)

i=1
1& _ _
CoVyy = = > (2, = T)(yi ~ 9)
n=
ist . cova, .
Bi = o Bo =Y - biT. (6.1)

(Betrachte nimlich eine ZV (X,Y) mit Werten in R2, deren Verteilung die empirische Verteilung
der Datenpunkte ist, d.h. £ Y7 0y, 409, SO ist E[X] = Z,E[Y] = 7, Var[X] = 02, Var[Y] =
oz, COV[)? , 57] = cov,, und die Behauptung folgt wértlich aus Beob. 3.21, man kann natiirlich
auch die Rechnung dort nochmals hier wiederholen).

Ubrigens: Wenn man zusitzlich annimmt, dass die g; u.iv. ~ N 0,02 sind, soist der kleinste-Quadrate-
Schitzer hier auch zugleich der Maximum-Likelihood-Schitzer (mit einer Rechnung analog zu Bsp. 6.7, 3.).
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6.3 Konfidenzintervalle (und Konfidenzbereiche)

Definition 6.10. Sei .# = (X,.7,(Py)ygco) ein statistisches Modell, 7(}) reelles Parametermerk-
mal, L, R Statistiken mit L < R, « € (0, 1).

Das (zufillige) Intervall I := [L, R] heifit ein Konfidenzintervall (manchmal auch ,Vertrauens-
intervall®) fur 7 zum (Sicherheits-)Niveau 1 — a (bzw. Irrtumsniveau «v), wenn gilt

Voe® : Py(r(¥)el)>1-a.

Beachte: [ ist zufillig, nicht aber ¥ (zumindest in unserer (sogenannten frequentistischen) Interpre-
tation).

Allgemeiner heiflt eine in Abhingigkeit von den Beobachtungen x € X konstruierte Menge
C(z) c © heifdt ein Konfidenzbereich fir T zum (Sicherheits-)Niveau 1 — o, wenn gilt

Vie® : Py({zeX:C(z)s7(¥)})>1-a.

Offenbar méchte man i.A. I so kurz wie moglich wihlen (soweit vertriglich mit dem geforderten
Niveau).

Beispiel 6.11 (Konfidenzintervall fiir den Mittelwert im normalen Modell bei bekannter Varianz).

Unter Py seien X1, Xo, ..., X, uiv. ~ Ny ;2 mit ) € © := R, 02 > 0 sei bekannt (und fest).
— 12X
Seiq:=®'(1- %) das (1 - a/2)-Quantil der Standardnormalverteilung, X = — )" X
n &

I = [y_q.%,yw.%]

ist ein Konfidenzintervall fiir ¥ zum (Sicherheits-)Niveau 1 — o, denn unter Py ist X ~ Ny 52/,,,

(X -g- 0K g )= Pz fo )
:P(—qugq)=P(Z§q)—P(Z2—q)=1—§—%zl—a

(mit J o~ ./\/‘071).

Beispiel 6.12 (Approximatives Konfidenzintervall im Binomialmodell mittels Normalapproximation,

vgl. auch Bsp. 6.1). X ~ Bin,, 4,9 € © =[0,1],
0= X 5= \VI(1-0), e (0,1),q:= <I>*1(1 — §), dann ist

[=[0-q—=,0+q—

VR a
ein (approximatives) Konfidenzintervall fiir ¥ zum Sicherheitsniveau 1 - «, denn unter Py gilt fir
n — 0o

~ d d J-9 X-nd 4
059, 7-/0(1-9), und — — — N1
INCENT

(mit Satz von de Moivre-Laplace, Satz 5.1 und Korollar 5.2)




631 Rund um die multivariate Normalverteilung

Fiir das weitere Vorgehen bendtigen wir einige Eigenschaften der multivariaten Normalverteilung.
Beobachtung und Definition 6.13. n € N, X1, Xo,..., X,, w.i.o. ~ Ny 1, 50 hat

X = X7+ X5 4+ X3 die Dichte 1y 2 227 e 1 o) (2),
X2 := L(X) beifst Chiquadrat-Verteilung mit n Freibeitsgraden.

Beachte: x2 = I'i/3n/2, wo die Gamma-Verteilung I, ,, die Dichte ﬁa”m”‘le‘ml(o’w)(x)
besitzt (o = Skalen-, v = Formparameter), siche Aufg. 4.1.

Proposition 6.14. Seien o,r,5 >0, X ~ T, Y ~ 'y s unabbiingig. Dann sind

X
X+Y und V = X unabhingig

+Y
und X +Y ~ g ris V ~ By s, wobei die Beta-Verteilung 3, s die Dichte

I'(r+s r— S—
r(g);(i)v H(1=v) o (v)

besitzt.

Insbesondere bilden die Gamma-Verteilungen eine Faltungsfamilie (beziiglich des zweiten, des so-
genannten Formparameters): T x T s = T pis

Beweis. (X,Y) hat Dichte

a’f’+8

- = ar-1,s-1 —a(x+y) £(0 2'
f(X,Y)($ay) F(T)F(s)x Yy e auf (0, 00)
Sei p(z,y) = (:L’;y)’ so ist
T+yY

|z + y| 1
(r+y)? |r+y

i 0 1 L
wl@no=(41_m), Dw@40=(1 f:?j),|me¢@4m=
T+y)2

Schreibe Z := X + Y,V := X)EY' Gemif! 2-dimensionaler Dichtetransformation (siche Bericht 1.42)

ist die Dichte von (Z,V'):

fexy) (0 H(z,v))
[det Dp(¢~t(z,0))]

-m(zvy‘ (z(1-w))*e?
_ @ rese1 —az L(r+3) (] - )5

T(r+s) T(r)(s) "

fzvy(z,v)

z

~

Dichtevon 'y 45 Dichte von f3r s
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Bewei's von Beob. 6.13. X ~ Ny 1,s0ist X2 ~ F1 1 (=x3):
| X | hat Dichte

M

\/L_e’% auf (0, 00); sei p ((), 00) > (0,00), 2~ 2%, 071 (y) = VY d%gp(y) =

1
2y, also hat X2 die Dichte == 2\/_\/_ e % = (%)2

Dies zeigt die Behauptung ftir n = 1, der allgemeine Fall folgt daraus induktiv unter Verwendung

. y%’leféy (siehe Beob. 1.40).
I'(3)

von Proposition 6.14. [

Korollar und Definition 6.15. Seienm,n e N, X;,..., X,,,Y),...,Y, unabhingig, ~ Ny ;.

% zlezz (n+m) x%,l
1. Fyy, = ———— hat Dichte f,,, ,(x) = mens —————1..0)(2).
1L YJ? F( (5 ) (n+ m:c)( ) (0e)

L (Fy.n) heillt Fisher-Verteilung® mit m und n Freiheitsgraden (priziser: mit m Zghler- und n
Nenner-Freiheitsgraden).
X =y 1 2\-55t
2. T, := ———= hat Dichte t,,(z) = ( ) ( ° ) .
NOWOND

2
Yj

™M=

1
s

J

Z(T,) heillt Student-Verteilung’ mit n Freiheitsgraden (auch Student’sche 7-Verteilung genannt).
Bemerke: Die Student-Verteilung mit einem Freiheitsgrad ist die Cauchy-Verteilung.

. . . . . d
Bemerkung. Sei 7,, Student-verteilt mit n Freiheitsgraden, so ist 7,, —> N ;.
n—oo

(dennes gilt t,, () — ﬁe‘ﬁ/ 2 Jokal gleichmifig).

Beweis von Korollar 6.1s. 1. X = Y, X? ~ T
i=1

1 1 » sind unabhingig, also ist
27 ]:1 272
X
“Xv " B%% nach Proposition 6.14.
Dann ist
oo nX n <y n V
m,mn — - Ty = )
mY m<5 ml-V
mit
n v mz 1
1 (0,1 0 —_— lso 7t = — =
p:(0,1) > (0,00), v > — o, a0 (2) = ———, so( ) = (1 )2

ist .., = ©(V), hat also die Dichte
(n+mz)2 F(5CE) \n+mz

+ =
("m o 231

m
2

fmn(2) =

_1( . )g_l
n+mz

n?2
(m+n)

( )L (5 ) (n+mz) =

*Nach Ronald Aylmer Fisher, 1890-1962
*Nach William Sealy Gosset, 1876-1937, der sie 1908 unter dem Pseudonym “Student” veréffentlichte.
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2. T2 hat (nach 1.) Dichte fi ,,, also hat |T},| Dichte 2t f1 ,, (£?) 1[0, 00) (2).

Da T, symmetrisch um 0 verteilt ist (klar aus der Symmetrie von X), hat 7}, die Dichte

(n+1) n/2 (tz)——l

|t|f1,n(t2) = |t|F( )F( ) (n+t2)(n+1)/2

_res) v
L(T(F) Vi (14 2)0rF

Satz 6.6. X1, ..., X, wiv. ~ /\/'W,2 mit L€ R, 0 >0,
1 & o 1 & 9
MZZ—ZXZ‘, S Z—Z(XZ—M)
n =1 n—-1;3
Es gilt

1. M und S? sind unabhingig, M ~ N, 52/, "5+ S% ~ x2_,.

7o V(M —p)
V2

Beweis. Seio.E. =0, 02 =1, sonst betrachte X/ := (X; — ) /V o2

ist Student-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden.

1. Sei O orthogonale n x n-Matrix, deren erste Zeile z; = (ﬁ, ﬁ, .

zu einer Orthonormalbasis 21, . . ., 2, von R", setze
21
0=
Z‘n
Dann ist
Y X1
y =2 [=0]*
Y, X,

1\ . ..
, %) ist, d.h. erginze z;

n-dimensional Standardnormalverteilt (nach Beispiel 2.20, Invarianz der n-dim. Normalverteilung

unter orthogonalen Transformationen).

Somit

Y] = Z X VnM, also M"’NOJ/H,

=1

(n-1)52= ZX M)? = ZX2

= ||(X17 cee aXN)T”Z _}/12 = ||(Yiv cee vYn)T”Q - Y? = ZY;'Qa
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also (n —1)S? ~ x2_; und unabhingig von M.

(Geometrisch ausgedriickt: Zerlege R* = D @ D* in die Diagonale D = {(z,z,...,x) : = €
R} c R" und ihr orthogonales Komplement D* = {(z1,22,...,2,) : 1 + -+ + 2, = 0}, seien
Pp:R™ - D, Pp, = Idgs — Pp : R® - D* die orthogonalen Projektionen auf D bzw. auf D*,
dann ist \/nM die (signierte) Linge von PpX und (n - 1)52 = ||Pp, X|%.)

2. Dies folgt aus 1. und der Definition (vgl. Korollar und Definition 6.1s, 2..) ]

Korollar 6.r7 (Student-Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert im normalen Modell). Unter

Py, ¥ = (u,02%) € R x (0, 00) seien
X1, X0, .., Xy niv ~ N, .

Sei v € (0,1), ¢ = qn1,1-a/2 das 1 = §-Quantil der Student-Verteilung mit n — 1 Freibeitsgraden,

M::liXi, SQ::LEH:(XZ-—M)Q.
=1 n-Lia

I::[M—q\/%,]\/[+q\/§]

ein Konfidenzintervall fiir v zum Irrtumsniveau c.

Dann ist

Bewers. T := % ist Student-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden (fiir jede Wahl von o und 02),

Py (M =ay/ 5 << M 0/ )

=P(—q§T§q)=P(T§q)—P(T§—q):1—%.

O

Beispiel. Zwei Schlafmittel sollen verglichen werden, 10 Patienten erhielten in aufeinanderfolgenden
Nichten Medikament A und B.

Die Daten* (z; = Anz. Stunden Schlaf mit Mittel A - Anz. Stunden Schlaf mit Mittel B bei Patient
Nr. 7):

Es ist 0 " /
15, . (s, o) s
7= 10;@_1,58, 5= (9;(@ 7) ) ~ 1,23,

Nehmen wir an, die Daten stammen aus einer Normalverteilung mit unbekanntem Mittelwert
1 und unbekannter Varianz 02 (und die Ergebnisse der verschiedenen Patienten sind unabhingig).

*Aus Student (= William S. Gosset, 1876-1937), The Probable Error of a Mean, Biometrika 6:1—25 (1908), siche Illu-
stration I in Section IX dort.
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Esist g9, 0,995 ® 3,25 (aus einer Quantiltabelle oder beispielsweise mit R berechnet), demnach ist
_ s
I:LU + q%
ein Konfidenzintervall fiir pt (die mittlere zusitzliche Anzahl Stunden Schlaf, die Medikament A mehr
bringt als Medikament B) zum Sicherheitsniveau 0,99 = 1 - 0,01.

] 2 [0,31, 2,85]

Beachte: (Sinnlos) genaue Werte mit Rechnergenauigkeit sind 7 — qﬁ ~(0,3159481, T + qﬁ A
2,8440519, man sollte allerdings die Grenzen eines Konfidenzintervalls stets ,konservativ®, d.h. nach
auflen, runden.

6.3.2 Ein Konfidenzintervall fiir den Median (ein kleiner Ausflug in die
nicht-parametrische Statistik)

Satz 6.18 (Ein Konfidenzintervall fiir den Median). Sezen X1, ..., X, u.iv. recllwertig, mit (unbe-
kannter) Verteilung (), die eine stetige Verteillungsfunktion besitzt (d.h. Q) hat keine Atome). (Im For-
malismus: © = {0 : U nicht-atomares W’maf§ auf R}, X = R", Py = 98")

m(Q) sei der” Median von Q (d.h. Q((—oo, m(Q)]) = % = Q([m(Q), oo)), vgl. Def. 3.22;
falls mebrere Werte in Frage kommen, nebhmen wir das arithmetische Mittel aus dem kleinsten und

dem grifSten moglichen Wert).
Die zugehirige Ordnungsstatistik ist

X(l) < X(g) <. < X(n).
Zu o€ (0, 1) wible k maximal, so dass Bin,, 15({0, ...,k = 1}) < §, dann ist
[X e, Xenton ]
ein Konfidenzintervall fiir den Median m(Q)) zum Sicherbeitsnivean 1 — c.

Beweis. Esist

Q¥ (X >m(Q)) =% ({1 <i<n: X; <m(Q)} <k-1)
= Binml/g({o, PN ,k— 1}) < %,

analog ist
Q%" (Xumrey <m(Q)) = Q% ({1 i <n: X, > m(Q)}| <k -1) < 5,
somit
Q®n([X(k)7X(n—k+1)] ? m(Q)) < Q% (X > m(Q)) + Q% (X(nky <m(Q)) < .

]

Im ,Schlafmittel-Vergleich®-Beispiel oben ergibe sich fiir v = 0,01: 7 = 10, man muss in Satz 6.18
k = 1 wihlen (es ist Binyg1/2({0}) & 0,001, aber Binyo1/2({0,1}) & 0,012), d.h. ein Konfidenz-
intervall fiir den Median (der Differenz der Schlafdauer unter Mittel A versus Mittel B) zum Sicher-
heitsniveau 99% ist [ X (1), X(10y] = [0, 4,6].

(Far a = 0,05 kdnnte man k = 2 wihlen und erhielte [ X (2), X(9)] = [0,8, 2,4] als Konfidenzin-
tervall zum Sicherheitsniveau 95%.)
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6.3.3 Exkurs: Exakte Konfidenzintervalle fiir den Erfolgsparameter in der
Binomialverteilung*

Unter n unabhingigen Versuchen seien  Erfolge beobachtet worden, wir fassen x als Realisierung
einer Bin,, y-verteilten ZV auf und wollen anhand der Beobachtung auf o schlielen.

Wir hatten in Beispiel 6.12 das auf asymptotischer Normalitit fuflende (approximative) Konfi-
denzintervall fir ¥ zum Niveau 1 — « kennen gelernt:

— T = —
itd==,5=1/0(1-1),qdas1-%- il von N
mitd) = .7 ( )> ¢ das 1 — §-Quantil von Ny

Wie kénnten wir vorgehen, wenn wir uns nicht auf die Asymptotik verlassen mochten? Wir be-
obachte X ~ Py := Bin,, y und méchten anhand der Beobachtung ein (nur nicht approximativ
korrektes) Konfidenzintervall fiir J € © = [0, 1] konstruieren.

Idee: Zu ¥ € © := [0, 1] wihle ¢y € (0, 1), so dass fiir
Cy:={xe{0,1,...,n} : Bin, y({a}) > cg}
gilt Bin,, 9(Cy) > 1 — a (und ¢y méglichst grof3, so dass Cy moglichst klein).
Setze C'(x) ={0eO:xeCy}fiirreX:={0,1,...,n}, dann gilt
Vie® : Py(WeC(X))=Py(XeCy)21-a
nach Konstruktion.
Es gilt

. Fird e (0,1)ist{0,...,n} > x ~ Bin, y({z}) strikt wachsend auf {0, 1,...,[(n+ 1)V -
1]}, strikt fallend auf {|(n + 1)3],...,n}, also maximal auf z = |(n + 1)¥¢] (und auf (n +
1)9 -1, wenn (n + 1)¥ € Z).

2. Firz e {1,...,n}ist[0,1] 39 = Bin, y({x, z+1,...,n}) stetig, strikt monoton wachsend
mit

Bin, y({z,x+1,...,n}) = Ben-2:1([0,9]),
wo (34, (die Beta-Verteilung) die Dichte

_ L(a+b) . -1
fpeta,, (1) = NOROR (1-u)"

auf (0,1) hat.
Argument:

1.

Bin,y({«}) _ () -o)"
Bin, y({z - 1}) (xfl)qgm—l(l — )n-w+l
= % >1 — < (n+1)¥
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2. Uy,..., U, unabhingig und uniform auf [0, 1], so ist

Sy =Y 1i0.9(U;)
=1

ist Bin,, y-verteilt.
Sei U1y < Uy < ... < Uy, die ,Ordnungsstatistik®.

Bin, y({z,...,n}) = P(Sy > x) = P(Uy) <)

w P( Uy <, U, <U,fiirm e B, )
Ul>Ukﬁ'irl€{1,...,n}\({k}UB)

k=1 Bc{1,....n}~{k}

|Bl=z-1 B B
:Of ulBl(1-u)n-IBI-1 du:of ur~1(1-u)"= du
9
- n(n_ 1) [u“_l(l—u)"_”” du
r-1 J
n! '(n+1)

(z-D!(n-2)! T(x)[(n-z+1)

Wihle Cy := {z_(0),z_(9)+1,...,2.(9)} mitz_(¥) = max{x : Bin, ({0, ...,z-1}) <
Stund 2, (¥) = min{z : Bin, y({z +1,...,n}) <§}.

Es gilt:

e < Q;Jr(ﬁ) <~ Binnﬂg({ﬂf, oo ,n}) = ﬁx,nfm+1([0719]) > %

< U >p_(x) = §-Quantil von Beta, 1.

* v>1,.(0) < Bin,y({0,...,2}) = 1-Bin({z+1,...,n}) = for1n-=2([V,1]) > §.
< U <p.(x)=1-§-Quantil von Beta,1 ;.

Somit haben wir bewiesen:

Satz 6.19 (Exaktes Konfidenzintervall im Binomialmodell).

p-(x) := §-Quantil von Betay ;_g41,

pe(x):=1- 5-Quantil von Beta, 1 o
x> [p_(x),ps ()] ist ein Konfidenzintervall fiir O zum Sicherbeitsnivean 1 — .

Bemerkung.

* Quantile der Beta-Verteilungen sind tabelliert, gelegentlich kann beim Nachschlagen in Tabel-
len die Symmetrieeigenschaft

/Ba,b([oax]) = 5b,a([1 -z, 1]) =1 _Bb,a([07 1 —ZE])

niitzlich sein.
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Uberdeckungswahrscheinlichkeit Uberdeckungswahrscheinlichkeit
n=100 (approx. Konfidenzintervall, nominelles Niveau 0.95) n=100 (exaktes Konfidenzintervall, Niveau 0.95)

1.00
|
1.00
|

0.95
|
0.95
|

el Ll

0.90
|
0.90
|

0.85
|
0.85
|

0.80
|
0.80
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 6.1: Uberdeckungswahrscheinlichkeit eines (nominellen) 95%-Konfidenzintervalls fiir
den Erfolgsparameter p einer Binomialverteilung mit 7 = 100 als Funktion von p: Links approxima-
tives 95%-Konfidenzintervall (aus Bsp. 6.12), rechts exaktes Konfidenzintervall (aus Satz 6.19). Speziell
fiir p nahe an 0 oder 1 hilt das approximative Konfidenzintervall das nominelle Niveau nicht ein.

* Rkenntdie Beta-Verteilungen, ihre Verteilungsfunktionen pbeta(x, a, b) undihre Quan-
tile gbeta(p, a, b)

Fiir die Daten aus Beispiel 6.1 (n = 53, beobachtet = 23) mit a = 0,05 finden wir J=2n
0,434,7 ~ 0,496, gog7s ~ 1,96, also ist das approximative 95%-Konfidenzintervall fiir ) hier [5 +
q%] ~[0,30,0,57].

Es ist p_(23) = 0,025-Quantil von B23 31 ~ 0,30, p,(23) = 0,975-Quantil von fa4 30 » 0,57,
d.h. das exakte Konfidenzintervall [p_(z),p.(z)] ~ [0,30,0,57] (stimmt hier bei Rundung mit
obigem tiberein).

(Die Intervalle sind nicht gleich: Absurd prizise Werte wiren: [7/9\1 q%] ~ [0,3005306, 0,5673939],
[p-(23), p. (23)] ~ [0,2983921, 0,5771742].)

Bericht. Manchmal betrachtet man auch den Schitzer
~ x+1

19:

n+2
tiir ¥ und bildet als (approximatives) Konfidenzintervall zum Niveau 1 - «

[19 g—= 19+q

]

mit& = \/J(1-0), gdas1 - %-Quantil von N ;.

v wirkt vielleicht zunichst ,;ad hoc® gewihlt. Die Form von 1) ist natiirlich im Kontext eines Bayes-
schen Ansatzes, den wir in dieser Vorlesung nicht weiter diskutieren werden. Die tatsichliche Uber-
deckungswahrscheinlichkeit dieses approximativen Konfidenzintervalls ist speziell fir ¥ nahe an 0
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oder 1 besser als die des ,klassischen® approximativen Konfidenzintervalls aus Bsp. 6.12 (vergleiche
die Grafik unten mit Abb. 6.1, linke Grafik):

Uberdeckungswahrscheinlichkeit
n=100 (modifiziertes approx. Konfidenzint., nominelles Niveau 0.95)

1.00

0.95
Il

0.90
1

0.85
1

0.80
1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

6.4 Statistische Tests

Beispiel 6.20 (fiir einen einseitiger Binomialtest). Herr A behauptet, (mit W’keit ¢ > 1/2) vorher-
sagen zu kénnen, ob die oberste Karte eines verdeckten, gut gemischten Skatblatts rot oder schwarz
ist.

Frau B ist skeptisch (und verdichtigt, dass A einfach rit, d.h. ¥ = 1/2) und schligt vor, n = 20
Versuche durchzufiihren.

Sei
X := Anzahl richtige Vorhersagen von A,

wir modellieren X ~ Bin,, y (mit uns unbekanntem ¥ € [0, 1]).
B wihlt a = 0,05, sagen wir, und k (mdglichst klein) mit (und hier ¢ := 1/2)
Bin, g, ({k,k +1,...,n}) <a

(hier & = 15, denn Bin,, 4,({15,16,...,20}) = 0,021, Bin, »,({14,15,...,20}) 2 0,058) und

wird (auf dem Signifikanzniveau o) die

1
Nullhypothese : ¥ < 5

verwerfen zugunsten der

1
Alternative : v > 3

wenn das Ereignis { X > k} eintritt, ansonsten die Nullhypothese beibehalten.
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Demnach: Falls A tatsichlich rit (also in Wirklichkeit ¢ = 1/2 gilt), ist die Wkeit, ihm verse-
hentlich hellseherische Fihigkeiten zuzuschreiben (dies wire dann ein sogenannter ,Fehler 1. Art®:
die Nullhypothese abzulehnen, obwohl sie zutriftt), hochstens a.

Nehmen wir an, die 20 Versuche werden durchgefithrt und A erzielt 13 ,, Treffer. B wird also die
Nullhypothese beibehalten (denn {X > k} tritt nicht ein; quantitativer: der p-Wert ist Py o (X >
13) = 0,132 > 0,05; d.h., wenn A einfach nur rit, wiirde er in ca. 13,2% der Fille mindestens ebensoviele
,Ireffer erzielen wie beobachtet) und etwa sagen:

,Die Beobachtungen zeigen (auf dem Niveau v = 5%) keine keine signifikante Abweichung von der

Nullhypothese.*

6.4.1 Der formale Rahmen statistischer Tests

Definition 6.21. Sei (X,.7, (Py)yeco) ein statistisches Modell, © = ©yU0); disjunkte Zerlegung in
yNullhypothese® und ,Alternative (auch ,,Gegenhypothese®).

Eine Statistik ¢ : X — [0, 1] heifit ein 7esz von O gegen O);.
Der Test heiflt randomisiert, wenn (X)) ¢ {0, 1}, sonst nicht-randomisiert,

fiir einen nicht randomisierten Test  heift
{x : p(z) = 1} der Ablehnungs- oder Verwerfungsbereich (von ©).

G’QO :0 - [O, 1], Gw(ﬁ) = Eg[gp]

heif$t die Gritefunktion von ¢ (1 — G, heifft Operationscharakteristisk), ¢ heifSt ein Test zum Niveau
(auch: Signifikanzniveau) « € (0, 1), wenn gilt

sup G, (V) < a.
196@0

sup G, (V)  heiflt effektives Niveau (auch: Umfang) von ¢.
¥eOq

Fiir ¥ € O heiflt G,(0) die Macht (auch: Schirfe, englisch: power) des Tests ¢ bei ).

Sei (a)ac(0,1) eine Familie von nicht-randomisierten Tests mit ¢ < Qo fiir v < o/, @, habe
effektives Niveau o. Dann heif3t fiir z € X

p(=p(2)) =inf{ae(0,1): po(z) =1}

der p-Wert (bei Beobachtung ).

Interpretation.

1. Man interpretiert ¢ als Entscheidungsregel: Bei gegebener Beobachtung x

0 i behalte Nullhypothese bei

1 . verwirf Nullhypothese, entscheide fir die Alternative

p(x)
()
c(0.1) - wirf eine Miinze, die mit W’keit ()

#(x) € (0. 1) fiir die Alternative entscheidet
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2. Niveau o bedeutet, dass die W’keit fiir einen ,Fehler 1. Art“ (die Nullhypothese filschlicher-
weise zu verwerfen) < «v ist (uniform in ¥ € ©y).

3. Furd € ©y ist 1 - G, () die Wahrscheinlichkeit, einen ,Fehler 2. Art zu begehen (die Null-
hypothese filschlicherweise zu akzeptieren).

4. Viele ,praktische” Tests haben die folgende Form, z.B. Bspe. 6.23, 6.24, 6.25, 6.32: Berechne eine
gewisse (Test-)Statistik Y (aus den Beobachtungen), verwirf die Nullhypothese, wenn Y > ¢
fiir einen gewissen Wert ¢ = ¢(«), der in Abhingigkeit von den Parametern des Tests (insbe-
sondere dem gewtiinschten Niveau a) gewihlt wird. In der Sprache von Definition 6.21 also:

pa(@) = (Y () > g(a)) und supyee, Eq[¢] = .

Dann kann man den p-Wert des Test(ergebnisses) interpretieren als die Wahrscheinlichkeit, bei
Giiltigkeit der Nullhypothese einen mindestens so ,extremen® Wert der Teststatistik zu finden
wie den tatsichlich anhand der Daten beobachteten.

Demnach sind fiir ¢ wiinschenswert:
G, sollte auf ©1 moglichst grof3 sein

(solange mit dem gewtinschten Signifikanzniveau vertriglich), zudem sollte fiir einen Test zum Ni-
veau o gelten

sup G, (V) < a < sup G, () (dann heiflt ¢ ,unverfilscht®).
196@0 196@1

Beispiel 6.22 (Binomialtest). © = [0, 1], unter Py sei die Beobachtung X ~ Bin,, » (oder aber
Beobachtungen X1, ..., X, sind unter Py u.iv. ~ Bery und wir bilden X := X +--- + X,). Wihle
ae(0,1/2).

1. Zweiseitiger Binomialtest: © = {) } fiir ein ¥y € [0, 1], ©1 = O \ Oy. Setze
co=max{re{0,1,2,...,n} : Bin, 4, ({0,1,...,2}) < a/2},
¢, == min {a: €{0,1,2,...,n}:Bin, g9,({z,z+1,...,n}) < a/2},

Dann gilt

Eg,[0(X)] = Py, (X < c) + Py (X 2 ¢;)

= Bin, g, ({0,1,...,¢}) + Bin, g, ({cr e + 1,...,n}) < % + % =

nach Konstruktion, d.h. der Test hilt Niveau o ein. (Wegen der Diskretheit der moglichen Beobachtungen
ist das tatsichliche Niveau i.A. etwas kleiner.)

Bei gegebener Beobachtung x ist der p-Wert dann 2Bin,, »,({0,1,...,2}) falls z < ndy und
2Bin, g, ({z,z +1,...,n}) falls z > nd.

2.a) Einseitiger Binomialtest (linksseitige Alternative): © = [, 1] fireindg € (0,1],0; = [0,%) =
O \ Og. Setze

ci= max{x €{0,1,2,...,n}:Bin, »,({0,1,...,2}) < a},
o(x) =11, (7).
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Nach Konstruktion ist Ey, [o(X)] = Py, (X < ¢) < @ und man kann (leicht) zeigen, dass fiir 9 >
gilt Py(X < ¢) < Py (X <¢) (< ), d.h. der Test hilt Niveau « ein.

Bei gegebener Beobachtung « ist der p-Wert dann Bin,, »,({0,1,...,z}).

2. b) Einseitiger Binomialtest (rechtssseitige Alternative): ©g = [0, 7] fiir ein ¥y € [0,1), ©; =
(¥9,1] = © \ BOp. Analog setze

C = min{x €{0,1,2,...,n}: Bin, y,({z,z,+1,...,n}) < a},

Der Test hilt Niveau « ein, bei gegebener Beobachtung z ist der p-Wert dann Bin,, 4, ({z, z, +1,...,n}).

Bemerkung. Offenbar benétigt man die Verteilungsfunktion der Binomialverteilung, um die ,kri-
tischen Werte“ ¢y, ¢, bzw. ¢, C' fiir den Binomialtest bei vorgegebenem n und « zu bestimmen. Fiir
kleine Werte von n kann man diese ,von Hand* bestimmen, ftir grofiere Werte konsultiert man ent-
weder ein Computerprogramm oder eine entsprechende Tabelle oder man verwendet die Norma-
lapproximation der Binomialverteilung: Mit Satz 5.1 und Korollar 5.2 ist

ZE—TMS[O )

vno(1 - o)

wobei @ = Fly, , die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung ist.

Bin, 4,({0,1,...,2}) & @(

Beispiel 6.23 (z-Test oder Gauf-Test). © = R, unter Py seien die Beobachtungen X7, ..., X, uwiw.
~ Ny »2 mit bekanntem, festem 02 > 0. Wihle o € (0, 1).

1. Zweiseitiger z-Test: Og = {U} fiirein e R, 01 = © \ O

Xz'7 ZI=M_Q90

n
M :=
i1 a%/n

3|+

mit g := ®71(1 - v/2) (das (1 — @/2)-Quantil der Standardnormalverteilung) ist

o(Xq,...,X,) = 14z55¢)

ein Test von O gegen ©1 zum Niveau «v (denn unter Py, ist M ~ Ny, »2/).

Der p-Wertistdann 2 ( 1-9(|Z]) ), wobei ® die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung
ist.

2. Einseitiger Test: ©g = {0 : ¥ <} fiirein € R, 01 = © N\ Og = {0 : ¥ > ¥y }.
Mitq:= d71(1 - a) ist
o(X1,..., X)) = 1zg
ein Test von O gegen ©; zum Niveau cv. Als p-Wert ergibt sich 1 - ®(Z)

(Je nach Anwendungssituation kann manauch ©g = {) : ¥ > ¥ } betrachten, dannist (X7, ..., X,,) :=
1{7<_q zu wihlen und der p-Wert wire ®(Z) = 1 - ®(-2)).
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Beispiel 6.24 ((cin-Stichproben- oder gepaarter) t-Test). © = R x (0,00) 3 ¥ = (i, 0%), unter Py
seien die Beobachtungen X7, ..., X, wiv. ~ NV, ;2 (mit unbekanntem & € R und unbekanntem
02 >0). Wihle a € (0,1).

1& 1 &
Sei M = — Xi,SQ::— Xi—Mz.
“ n; n—li;( )

1. Zweiseitiger (ein-Stichproben) t-Test: ©g = {1 = (p,02) € © : pu = o} fiir ein py € R (man
schreibt dies oft knapp als ,0¢ : pt = £46“), ©1 = O \ Oq.

M —
=T

Mit ¢ := Gn-1,1-a/2 = (1 — @/2)-Quantil der Student-(n — 1)-Verteilung ist
o(Xq,...,X,) = 17y

ein Test von O gegen ©1 zum Niveau o (denn nach Satz 6.16 ist T" fiir jedes ¥ € © unter Py Student-
(n - 1)-verteilt).
Der p-Wert st 2 ( 1-Fr,  (|IT)) ) mit Fr,,_, der Verteilungsfunktion der Student-(n—1)-Verteilung.

2. Einseitiger Test: ©g = {¢ = (p,0%) € © : pu < po} fiir ein 1y € R (oft knapp geschrieben als
200 1 1 < 10°), ©1 = © N Og. Mit ¢ := ¢p-1,1-0 = (1 — @)-Quantil der Student-(n — 1)-Verteilung
ist

QD(XD s 7Xn) = 1{T>q}

ein Test von O gegen ©; zum Niveau « (und analog (X7, ..., X,,) := Lipc_g ein Test fiir ©g =
{# > po}, beachte auch: —¢ ist das @-Quantil der Student-(n — 1)-Verteilung).
Der p-Wertist 1 = Fr,_ (T).

(Je nach Anwendungssituation kann man auch ©g = { = (11,0%) € O : 1 > o} betrachten,
dannist p( X1, ..., X,) = 1{p_q zu wihlen und der p-Wert wire Frp,_ (T') =1~ Fp,_ (-T)).

Anwendungsbeispiel. a) Die Wirksamkeit eines gewissen Schlafmittels soll gepriift werden. 1o Pa-
tienten erhalten das Schlafmittel, die Anzahl zusitzlicher Stunden Schlaf wird in einer Nacht beob-
achtet.

Wir nehmen an, die Beob. sind w.iv. ~ NV, ,2 und wir mochten die Nullhypothese 1 = 0, sagen
wir, zum Niveau o = 0,05 testen.

Die Datens:

Patienti‘l‘z‘3‘4‘5‘6‘7‘8‘9‘10
-1.6

-0.2

zus. Schl. ‘ 0.7 L2 ‘ -0.1 ‘ 3.4 ‘ 3.7 ‘ 0.8 ‘ 0.0 ‘ 2.0

Esistn =10,7 =& 3% 2;,=0,75, 2 = : ¥,°, (2, - T)? & 1,79, = /E\_/?_o ~ 1,326
Das 0,975-Quantil der Student-9-Verteilungist & 2,262, demnach kénnen wir die Nullhypothese
nicht ablehnen.

(Fiir ein Student-9-verteiltes T"ist P(|T'| > 1,326) & 0,2176, dies ist der p-Wert des Tests.)

5Aus Student (William S. Gosset), The Probable Error of a Mean, Biometrika 6:1—25 (1908)
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Man kann diesen Befund folgendermaflen formulieren:

»Die Beobachtungen sind mit der Nullhypothese y« = 0 (im statistischen Sinne) vertriglich.“
oder

»Die beobachtete Abweichung = = 0,75 ist nicht signifikant von 0 verschieden (¢-Test, o =
0,05).«

b) Die Wirksambkeit eines Schlafmittels soll mit der eines anderen verglichen werden. 1o Patienten er-
halten Schlafmittel A, die Anzahl zusitzlicher Stunden Schlaf wird in einer Nacht beobachtet. Dann
erhalten dieselben 10 Patienten Schlafmittel B, wieder wird die Anzahl zusitzlicher Stunden Schlaf
in einer Nacht beobachtet.

Da dieselben Patienten untersucht werden, konnen (und sollten) wir die Messungen paaren: Wir
interessieren uns bei jedem Patienten fiir die Differenz des (zusitzlichen) Schlafs bei Mittel 2 und bei
Mittel 1.

Wir nehmen an, die beobachteten Differenzen sind Realisierungen von u.iv. ZVn mit Vert. NV, 52
und wir mochten die Nullhypothese ;1 < 0 gegen die Alternative 1 > 0, sagen wir, zum Niveau
a = 0,05 testen.

(Dies wire beispielsweise in folgender Situation angemessen: Wir méchten darlegen, dass Mittel
B wirksamer ist als Mittel A, indem wir die Nullhypothese ,,;t < 0 entkriften.)

Die Daten (wiederum aus Student, a.a.0.) :

Patient ¢ ‘ I ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6 ‘ 7 ‘ 8 ‘ 9 ‘ 10
Mittel A | 0.7 | -1.6 | -0.2 | -2 | -01 | 3.4 | 3.7 | 0.8 | 0.0 | 2.0
Mittel B | .9 | 0.8 | 1.1 | 01 | 0.1 | 4.4 | 5.5 | L6 | 4.6 | 3.4

Diff. 12 | 24| 13 | 1.3 |00 | 10 | 1.8 | 0.8 | 4.6 | 1.4

Esistn =10,7 =% Y% 2;=158,s2 = .0 (2, -7T)? 2 1,23, 1 = 7}~4062

Das 0,95-Quantil der Student-9-Verteilung ist & 1,833, demnach kénnen wir die Nullhypothese
ablehnen.

(Fiir ein Student-9-verteiltes T"ist P(7T" > 4,062) ~ 0,0014, dies ist der p-Wert des Tests.)

Maogliche knappe Formulierung dieses Befunds:
»Die beobachtete Differenz T = 1,58 ist signifikant grofler als O (einseitiger ¢-Test, v = 0,05).

Beispiel 6.25 (Test fur die Varianz im normalen Modell). In der Situation von Beispiel 6.24 sei O =
{9 =(p,0%) €O :0% < vy} fiirein vy > 0,01 = O\ Oy. Wihle a € (0, 1).

Mit ¢ := (1 — «)-Quantil der x?_, Verteilung ist
SO(Xla cee >Xn) = 1{S2>qv0/(n71)}
ein Test von ©g gegen O zum Niveau « (vgl. Satz 6.16).

Beispiel 6.26 (zwei-Stichproben oder ungepaarter ¢-Test [mit Annahme gleicher Varianzen]). © =
RxRx(0,00) 3 = (11, p12,02),unter Pysind X7, ..., X, u.iv.und davon unabhingigYy, ..., Y,
wiv. (m,n eN), X; ~ N, ,2,Y; ~ N, ;2. Scien

S X, My = iyj
i=1 n i3

3

1
My ==
m
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die jeweiligen Stichprobenmittelwerte,

1 & 1 &
2=_ X_]‘[ 2 2=_ Y_]‘[ 2
SX m—l;( 7 X)asy n—l;( j Y)7

die (korrigierten) Stichprobenvarianzen,

(die ,,gepoolte Stichprobenvarianz®),
My - My
S

T
+

S

1
m

(Beachte: Stets gilt B, ., »2)[S?] = 0% [S? ist ein erwartungstreuer Schitzer fiir o] und 7" ist unter
Py 1,02y Student-(n +m — 2)-verteilt, Argument analog zum Beweis von Satz 6.16).

1. Zweiseitiger ungepaarter t-Test : ©g = {(f11, f12,0?) € O : p3 = p1o} (oft knapp geschrieben als
»00 1 1 = p2), ©1 = O \ O.
Wihle v € (0,1), mit q := @rsn-2,1-a/2 = (1 -/2)-Quantil der Student-(m +n - 2)-Verteilung
ist
gO(Xl, e ,Xm, Yi, R ,Yn) = 1{|T|>q}

ein Test von © gegen ©1 zum Niveau o

1. Einseitiger Test : ©g = {(f11, f12,02) € © : p11 < p1o} (oft knapp geschrieben als ,0¢ : 11 < o),
©1 = O\ Op. Mitq = ¢nin-21-0 = (1 — a)-Quantil der Student-(m + n — 2)-Verteilung ist

(p(Xlw .- 7XmaY17- .- 7Yn) = 1{T>q}

ein Test von © gegen ©1 zum Niveau .
(Analogist (X1,..., X, Y1,...,Y,) i= 1ype_gy ein Test von O = {(p1, pi2, 0%) € © : g >
f12}.)

(p-Werte werden analog zum ein-Stichproben-Fall (Bsp. 6.24) berechnet, wobei F;, | durch Fr,,

+n—-2

ersetzt wird.)

Anwendungsbeispiel. Es wurden fossile Backenzihne gefunden, die zwei Arten von Urpferden zu-
geordnet wurden, und jeweils die (,,mesiodistale”) Linge bestimmt. Wir mochten die (Null-)Hypothese
priifen, ob die mittlere Zahnlinge bei den beiden Arten gleich ist.

Die Daten:
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c Xp=25.9,8,=2.2
ANl
8 4 HgHeH BBBogeB o B
% | |
T Xa=Sa  XatSa
X, =28.4,5 =43
e LE L
S ' !
€ .8 g Bedof Faﬁn csnoBoo o
= | |
L YLI_SL XL‘I'SL
I | | |
25 30 35 40

mesiodistale Lange [mm]

Fuar Hipparion africanum:ny = 39,T4 = 25,9,54 = 2,2

tir Hipparion lybicum: ny, = 38,7, = 28,4, s, = 4,3

Wir verwenden Signifikanzniveau o = 0,01, das 99,5%-Quantil der Student-Vert. mit 75 Freiheits-
graden ist & 2,64. Es ist

TA—-TL

-1)s% + ~1)s?
gz Dsar(u-Dsp 11,94, = ~ ~3.929.
na+ng—1 s/ L+ L
nA ny,
Wir kénnen die Nullhypothese ,die mittlere mesiodistale Linge bei H. Jybicum und bei H. africanum
sind gleich“ zum Signifikanzniveau 1% ablehnen.

(Fiir ein Student-75-verteiltes T"ist P(|T'| > 3,229) ~ 0,0018, dies ist der p-Wert des Tests.)

Mogliche Formulierung dieses Befunds: ,,Die mittlere mesiodistale Linge war signifikant grofier
(28,4 mm) bei H. libycum als bei H. africanum (25,9 mm) (¢-Test, o = 0,01).

Bericht 6.27. Die Tests aus Bsp. 6.23-6.26 sind (in ihrem jeweiligen statistischen Modell) optimal
(sie sind ,gleichmifig beste Tests“) in dem Sinne, dass sie unter allen allen Tests von O gegen © mit
Niveau « die grofite Macht haben.

Dies ist das ,, Test-Analogon® zu Bericht 6.8, vgl. z.B. die Diskussion in [G, Kap. 10.3 und 10.4].

Bericht 6.28 (zwei-Stichproben-t-Test ohne Annahme gleicher Varianz, Welchs ¢-Test®). Es gibt
auch eine Version des zwei-Stichproben-t-Tests, der die Annahme gleicher Varianzen nicht trifft (wir
werden ihn im Verlauf der Vorlesung allerdings nicht verwenden):

°B. L. Welch, The Significance of the Difference between Two Means When the Population Variances Are Unequal,
Biometrika 29:350-362, (1938)
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Man schitzt die Streuung von My — My durch

52§52 My - My

X+ ZY undbilder T =-"2———L,

nx My Sk, 5%
nx ny

Unter B, 10.02,02) ist T ;approximativ Student-verteilt mit g Freiheitsgraden®, wobei

2 2 12

S
(_X+5_Y)

nx ny

sk sy
n% (nx-1) ' nZ(ny-1)

aus den Daten geschitzt wird.

Seien die Werte 7" = ¢ und g beobachtet worden, man verwirft die Nullhypothese 111 = f19“ (zum
Niveau o), wenn 1 - Frp, (t) < /2, wobei Fr, die Verteilungsfunktion der Student-Verteilung mit g
Freiheitsgraden, d.h. wenn die Wahrscheinlichkeit, dass eine Student-verteilte Zufallsgréfie mit g Frei-
heitsgraden einen betragsmiflig mindestens so grofflen Wert wie den beobachteten ¢-Wert annimmt,
< «ist.

(Wir hatten in Korollar 6.15 die Student-Verteilung nur fiir ganzzahlige Werte von n definiert, aber
man kann dort allgemeine Werte n > 0 zulassen).

Dieser Test hat approximativ Niveau o und wird in der Praxis hiufig verwendet. Beispielsweise
fithreder Befehl t . test in dem Statistikprogramm R automatisch diese Version des zwei-Stichproben-
t-Tests durch, wenn man zwei Stichproben tibergibt und keine weiteren Zusatzparameter setzt.

Bemerkung 6.29 (Zur ,reinen Lehre® des statistischen Testens). Nehmen wir an, wir mochten ei-
ne gewisse Aussage anhand experimenteller oder empirischer Daten statistisch priifen. Das korrekte
(»lehrbuchmiflige) Vorgehen sieht folgendermaflen aus:

1. Statistisches Modell formulieren, Nullhypothese und Alternative angeben (was die Nullhypothese

ist, hingt von der konkreten Anwendungsfrage ab, oft ernennt man ,,das Gegenteil dessen, was man
erhirten mochte zur Nullhypothese).

2. Dann einen Test (einschliefSlich gewtinschtem Niveau) festlegen.

3. Dann erst: Daten erheben (bzw. Daten anschauen), Test-Entscheidung fillen.

Die Kontrolle der Fehlerwahrscheinlichkeiten, die die Theorie des statistischen Testens liefert,
bezicht sich auf dieses Vorgehen. Wenn man die Reihenfolge herumdreht, also zuerst die Daten an-
schaut und dann einen Test wihlt, verfilscht man strenggenommen zumindest das Signifikanzniveau,
moglicherweise bis ins Unsinnige (Beispiel: zuerst den empirischen Mittelwert bestimmen, dann je
nachdem, ob er links oder rechts von ¥ liegt, entscheiden, ob man eine rechts- oder eine linksseitige
Alternative wihl, ist offenbar ,,geschummelt®.)

Man sollte dieselben Daten nicht fiir explorative Statistik (d.h. Beobachtungen, die zu neuen Hy-
pothesen fiihren [sollen]) und schliefende Statistik (d.h. Beobachtungen, anhand denen eine Hypo-
these getestet werden soll) zugleich verwenden.

6.4.2 Alternativtests und das Lemma von Neyman-Pearson*

Wir betrachten ein Standardmodell (vgl. Def. 6.2) mit jeweils einpunktiger Nullhypothese und Alter-
native, d.h. © = {0, 1}, X ¢ R" oder X diskret und P, besitzt Dichte bzw. p(z,4) auf X fiiri = 0, 1.
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Setze

p(z,0)

o0 sonst.

R(z) = {p(l’, D wenn p(z,0) > 0,

R heif$t der Likelibhood-Quotient.
Ein Test von I gegen P; (formal hier wértlich ©g = {0} gegen ©1 = {1}) der Form

1 fir R(x) > ¢,
Ple) = {O fir R(z) < ¢,

fiir ein ¢ > 0 heifit ein Neyman-Pearson-Test’. (Im Fall R(z) = ¢ kann Randomisierung notwendig
sein.)

Satz 6.30 (Neyman-Pearson-Lemma). Betrachte Standardmodell mit einpunktiger Nullbypothese und
einpunktiger Alternative, o € (0,1).
1. Es gibt einen Neyman-Pearson-Test  mit Eo[p] = a.

2. Sei p ein Neyman-Pearson-Test o mit Bo[p] = o, § irgendein Test von Py gegen Py zum Niveau ov.
Dann gilt E1[¢] > E,[§], d.h. die Macht von @ ist mindestens so grof§ wie die von .

Man sagt: @ ist (in dieser Situation) ein gleichmiflig bester Test.
Bewers. 1. Wihle c mit Py(R>c¢) > aund Pp(R<c)>1-a.

Falls Py(R = ¢) = 0,s0ist 9(x) := 1{g(z)>c} ein Neyman-Pearson-Test mit Eg[p] = Fy(R >
c)=F(R>c)=a.
a-Py(R>c)

Falls Py(R = ¢) > 0, so setze y := Po(R=0)
0 =cC

(¢ [0,1]) und

1 wenn R(z) > c,
o(x) =17 wenn R(z) =c,
0 wenn R(z)<c.
Dies ist ein Neyman-Pearson-Test mit Eg[¢] = 1- Py(R > ¢) + yPo(R=¢) +0- Py(R<¢) = a.

2. Sei p ein Neyman-Pearson-Test (mit Schwellenwert ¢) mit Eq[ o] = o, Pirgendein Test mitEg[§] <
a. Es gilt

fiirallex € X' : ((p(as) - g"p’(:v))(p(x, 1) - ep(x, 0)) >0
denn die beiden Faktoren haben dasselbe Vorzeichen (sofern der zweite # 0), da p(x) > 1(p(z,1) >
cp(z,0)). Somit

fi(@) = (p(x) - 3(2))p(x, 1) 2 c(p(x) - F(x)) p(x,0) = cfo(z) (6.2)
und folglich

Ei[o] - Ei[7] = f fi(z)de > ¢ f o) dz = e(a - Eo[3]) 2 0. (6.3)

(Wenn X diskret ist, muss das Integral natiirlich durch eine Summe ersetzt werden.) [

“nach Jerzy Neyman, 1894-1981 und Egon Pearson, 1895-1980
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Bemerkung. Wir sehen aus dem Beweis auch: Wenn ¢ ebenfalls ein gleichmif3ig bester Test von F

gegen Py mit Eo[ @] = avist, so gilt Gleichheit in (6.3) und daher auch Gleichheit in (6.2) (mdglicher-

weise mit Ausnahme einer Menge von [Lebesgue-]Mafd 0). In diesem Sinne ist also hier ein gleichmifig
bester Test ,identisch“ mit einem Neyman-Pearson-Test.

Beispiel. Beobachtungen X1, ..., X, seien unter Py u.iv. mit X; ~ N, 10,0%> unter Py wiv. mit X; ~
N, 02, wobei 02 > 0 und f1g < pq bekannt (und fest) sind.

Mitz = (21,...,2,) und T := + Y7, @, ist

n

R(x) = exp( Z - 1) + i - f1)? )
exp (- o= (2(u1—uo)x+ - 113)).

Offenbar ist R(x) eine montone (fallende) Funktion von Z und unter Py ist X := Lyn X ~
Ni,02n> also ist

(70(.%) = 1{E>c}

mit der Wahl ¢ := g + \/02/n®~1(1 - @) ein Neyman-Pearson-Test zum Niveau « € (0, 1) (denn
dann ist Eo[¢] = Py(X > ¢) = ).

6.4.3 Tests fiir kategorielle Beobachtungen (zum 2-Test)*

Ein Experiment mit s moglichen Ausgingen werde n mal (unabhingig) wiederholt, Ausgang ¢ habe
die (unbekannte) Wahrscheinlichkeit ¥, 2 =1,...,s

Angenommen, wir beobachten h;-mal Ausgangifiri = 1, ..., s. Passtdies zur (Null-)Hypothese,
dass

?9=(1917'-‘7198)=(p17"'7p8)=:0
gilt fiir einen vorgegebenen Vektor p von Wahrscheinlichkeitsgewichten (auf {1, ..., s})?

Satz 631 Serp e Ay = {(V1,...,0) €[0,1]°: 1 + -+ Vs = 1},

(H™ .. H™Y) ~ Muls

NipL,ensPs )
dann gilt
H(n) - np; 2 d
ol 4
npi o
Beweisskizze. Seien Xl(n), . ,Xs(n) ua., Xi(n) ~ Poi,,,, dann ist

N, = X" 40 X« Poi,,

(siche Bsp. 2.26, 3.)
Beachte: Firm e N, hy, ..., hy € Ngmit hy + - + hy = mist

P(X™ =hy,oo, X8 = hy| N, = m)
—nnm -1 -n 1(npl)hz _ m 1 s
:(6 _) He g h1| _(hl,hg,...,h)p? p?,

ml” i
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7777 EN

Sei
)~(Z,(n) o _Xz‘(n) - npl-’ ﬁlgn) = Hz‘(n) i
(beachte: E[Xi(n)] =0, Var[Xi(n)] =1),
N, -n

-3 R
NG Z;\/p_

(beachte: N, =n <= N, =0 < (Xl(n),...,X§n))T€Hp)

N, =

Der zentrale Grenzwertsatz (Satz s.5), angewendet auf jede der (unabhingigen) Koordinaten, lie-
fert
X0 = (XM, XY 5 N
und somit gilt auch
5. N2 d
> (X) S
i=1

Das macht zumindest plausibel, dass auch

2[5 (RO) R, =0) % 2,

i-1
gilt.

Hier sind etwas mehr Details: Sei O eine orthogonale s x s-Matrix, deren letzte Spalte u, ist
(erginze u, zur ONB),
1 0

m=0| or

ist die (orthogonale) Projektion(smatrix) auf H,.
Sei N, := N&5 o (11,) 1,
at,... a5 € Ry A= (—00,a1] x x(—00,a,],

Qm,n ::P(X(n) €A|Nn=m)

Es gilt
mn 2 @m+1n  fur m,neN

(verwende die ,natiirliche” Kopplung der Multinomialverteilungen und die spezielle Form von A),
somit fiire > 0

P(X™ e A|N, e[0,e]) < P(H™ e A) < P(X™ € A|N,, € [-¢,0])
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(denn
[n+e/n] _ _ _
Gin> Y. GuaP(No=m|N, €[0,c]) = P(X™ e A|N, €[0,¢])
und analog fiir die andere Schranke).

Setze Y () := OTX ™), U, == {(21,...,2,)T €eR¥:0 <z, <&} =R x [0, ¢]

P()?(") e Al N, e [0,€]) = P(?(”) € OTA|}7n eU.)
P(Y, e OTANT.)
N ATA
NEH(OTANTL)
G GA

— 1 e 1 —t2/2 ®(s-1) o1 .
= _/\[0’1([0,5]) fO \/%8 N0’1 ({ZE eR : (x7t) X0 A})dt

denn mit zentralem Grenzwertsatz (Satz s.5) und Rotationssymmetrie der s-dim. Normalverteilung
(Beispiel 2.20) folgt ¥ (") R Nit-Mit e | 0 konvergiert die rechte Seite gegen N, (A). O

Korollar 6.32 (x?-Anpassungstest®). Sez) € © = Ay := {(Vq,...,05) € [0,1]*: 01 + -+ 0, = 1},
unter Py sei (Hy, ..., Hg) ~ Mult,.9, _g..

Sei p e Ay,
D := i —(Hi — npi)27
i=1 np;
a €(0,1), gdas (1 — a)-Quantil der x>_,-Verteilung.
Der Test von Hy : {0 = p} gegen Hy : {0 # p} mit Ablebnungsbereich {D > q} hat (asymptoti-
sches) Niveau c.

Dies folgt aus Satz 6.31. Satz 6.31 macht allerdings keine Aussage dartiber, wie grofd n sein sollte, da-
mitdie Approximation plausibel ist. Eine oft zitierte Faustregel (fiir die Giiltigkeit der x2-Approximation)
istnp; > 5 fur alle <.

Beispiel 6.33 (Mendels Erbsenexperimente®). Betrachte zwei Merkmale: Farbe: griin (rezessiv) vs.
gelb (dominant), Form: rund (dominant) vs. runzlig (rezessiv)

Beim Kreuzen von Doppelhybriden erwarten wir folgende Phinotypwahrscheinlichkeiten unter
Mendel’scher Segregation (,,rund® und ,gelb“ sind jeweils dominant, n = 556 Versuche):

Typ ‘ rund/gelb ‘ rund/griin ‘ kantig/gelb ‘ rund/gelb
Anteil 9/16 3/16 3/16 1/16
Erwartete Anzahl 315 104,25 104,25 34,75
beobachtet 315 108 101 32

$von Karl Pearson (1857-1936) im Jahr 1900 vorgeschlagen
?Gregor Mendel, 1822-1884; G. Mendel, Versuche tiber Pflanzenhybriden, Verhandlungen des naturforschenden Ver-
eines in Briinn, Bd. IV fur das Jahr 1865, Abhandlungen: 3-47, (1866).
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Wir finden D % 0,47, x3([0,0.47]) & 0,075, ein x2-Test zum 1%-Niveau lehnt Hy nicht ab (und
auch zu ,nahezu egal welchem Niveau® nicht). Insoweit passen die Daten sehr gut zu den theoreti-
schen Hiufigkeiten.

Beispiel. Wir vermuten, dass ein gegebener sechsseitiger Wiirfel unfair ist und méchten dies auf dem
s%-Niveau testen. Bei 120-maligem Wiirfeln finden wir folgende Hiufigkeiten:

]2l |a]s |6
“13‘12‘20‘18‘26‘31

h;

Esist D & 13,7, das 95%-Quantil der x2-Verteilung ist # 11,07, wir kdnnen die Nullhypothese ,,i) =
(1/6,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6)“ also auf dem 5%-Niveau ablehnen.

> w <- ¢(13,12,20,18,26,31)
> chisq.test(w,p=c(1/6,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6))

Chi-squared test for given probabilities

data: w
X-squared = 13.7, df = 5, p-value = 0.01763

Exkurs: y2-Test auf Homogenitit (auch: ,auf Unabhingigkeit“)

In einem Experiment werden zwei ,Merkmale® beobachtet, wobei das erste Merkmal @ und das zweite
Merkmal b viele Ausprigungen besitzt (also insgesamt s = a - b mogliche Ausginge).

Unter n u.a. Wiederholungen werde h;; mal Ausgang (7, j) beobachtet (¢ € {1,2,...,a},j €
{1,2,...,b}), man fasst die Beobachtungen in einer a x b-Kontingenztafel zusammen:
J I 2 3
I hiy | hia | his hy.
2 hai | haa | has ha.
h.l h.2 h.3 h.=n

mit Zeilensummen h;. = Z?’:l hij, Spaltensummen h.; = 35" h;j und Gesamtsumme h.. = Y7, Z?zl hij =
n.

Wir fassen die beobachteten Hiufigkeiten als Realisierungen einer

multinomial(n, (191']‘)i:17._.,a;j:17.._7b)-VCI‘t€ﬂtCn A% (Hij)i=1,...,a;j=1,.. b

auf, wobei

(0ij)iz1,...a;j=1,...p €in a - b-dimensionaler Vektor von Wahrscheinlichkeitsgewichten ist.

Passen die Beobachtungen zur Nullhypothese, dass
ﬁij:ni'pjy fﬁrizl,...,a,jzl,...,b

mit (7;)i=1,..a» (Pj)j=1,.... gewissen a- bzw. b-dimensionalen Vektoren von Wahrscheinlichkeitsge-
wichten?
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Wir bilden

und die Teststatistik

Bericht 6.34. Unter HO : ”(791‘]‘)1‘:1

. a;j=1,....,» hat Produktform® ist D (approximativ) X%afl) (b-1)"
verteilt.

30y

Wir wiirden also H(, zum Niveau a ablehnen, falls der beobachtete Wert grofier ist als das (1 - av)-
Quantil der x2-Verteilung mit (a — 1) (b — 1) Freiheitsgraden.

Das Simpson-Paradoxon

Durch Zusammenfassen von Gruppen kénnen sich (scheinbare) statistische Trends in ihr Gegenteil
verkehren. Dieses Phinomen heifit Simpson-Paradoxon oder Yule-Simpson-Effekt™.

Beispiel (Zulassungsstatistik der UC Berkeley 1973). Im Herbst 1973 haben sich an der Universitit
Berkeley 12763 Kandidaten fiir ein Studium beworben, davon 8442 Minner und 4321 Frauen. Es kam
zu folgenden Zulassungszahlen:

Aufgenommen | Abgelehnt
Minner 3738 4704
Frauen 1494 2827

Demnach betrug die Zulassungsquote

bei den Minnern % ~ 44%, bei den Frauen nur % ~ 35%.

Ein x?-Test auf Homogenitit (z.B. mit R) zeigt, dass eine solche Unverhiltnismifligkeit nur mit
verschwindend kleiner Wahrscheinlichkeit durch ,reinen Zufall“ entsteht:

> berkeley <- matrix(c(3738,1494,4704,2827) ,nrow=2)
> berkeley
[,1]1 [,2]
[1,] 3738 4704
[2,] 1494 2827
> chisq.test(berkeley,correct=FALSE)

Pearson’s Chi-squared test

data: Dberkeley
X-squared = 111.2497, df = 1, p-value < 2.2e-16

Dieser Fall hat einiges Aufsehen erregt, s.a. P.J. Bickel, E.A. Hammel, ].W. O’Connell, Sex Bias in
Graduate Admissions: Data from Berkeley, Sczence 187, no. 4175, 398—404, (1975).

Das Ungleichgewicht verschwindet, wenn man die Zulassungszahlen nach Departments aufspal-
tet:

*°nach Edward H. Simpson, *1922 und George Udny Yule, 1871-1951
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Es stellt sich heraus, dass innerhalb der Departments die Aufnahmewahrscheinlichkeiten nicht
signifikant vom Geschlecht abhidngen, aber sich Frauen hiufiger bei Departments mit (absolut) nied-
riger Aufnahmequote beworben haben als Minner — dies ist ein Beispiel fiir das Simpson-Paradox.

Die genauen nach Departments aufgeschliisselten Bewerber- und Zulassungszahlen sind leider
nicht 6ftentlich zuginglich (siche aber Abb. 1in Bickel et. al, loc. cit., fir eine grafische Aufbereitung

der Daten, die den Simpson-Eftekt zeigt).
Bickel et. al demonstrieren das Phinomen mittels eines hypothetischen Beispiels:

Aufgenommen ‘ Abgelehnt

Department of machismatbics
Minner 200 200
Frauen 100 100

Department of social warfare

Minner 50 100

Frauen 150 300
Gesamt

Minner 250 300

Frauen 250 400
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Kapitel 7

Markovketten

Beispiel 7.1. Eine faire Miinze wird solange geworfen, bis entweder das Muster K K K (= Sieg von
Spieler A) oder das Muster Z K Z (= Sieg von Spieler B) gefallen ist.

P(SiegA) =7

Ausder Problemstellung ergibt sich, dass es gentigt, sich die Ergebnisse der beiden letzten Miinzwiirfe
zu merken, mogliche Zustinde:

N |—
N =

. > KK >» KKK
/
(e]
N
2

s JK ——— 7K 7

D=

— N ——————
DN |
=
N[
[

(Wir stellen uns vor, ein ,Spielstein® springt zufillig auf diesem Graph herum, beginnend im Knoten
»0,indem er in jedem Schritt zufillig einem der vom aktuellen Knoten ausgehenden Pfeile folgt (mit
der daran angegebenen Wahrscheinlichkeit, und die Wahl ist unabhingig von den bis dahin getrofte-
nen Entscheidungen).

Seiw(x) = P(A gewinnt von Zustand x aus), zerlege nach dem ersten Schritt:

w(KK) = 3+ zu(?),
w(ZK) = %w(KK),
w(K) = %w(KK) . %w(Z),

w(Z) = %w(Z) . %w(ZK)
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mit Losung w(K K) = 2, w(K) = 1, w(Z) = : =w(ZK),

1 1 5)
P(A gewinnt) = w(o) = ~w(K) + ~w(Z) = —.
(A gewinnt) = w(o) 2w( ) + 2w( ) B
Definition 7.2. Sei S abzihlbare Menge (S # @).

1. A= (agy)syes heiflt eine stochastische Matrix (iber S), wenn gilt

gy >0 firallex,yeS und ) a,, =1 firallex €S.
yesS

2. Eine Folge X = (X, )nen, von Zufallsvariablen mit Werten in S heifit eine Markovkerte' (mit
Zustandsraum S und Ubergangsmatrix A), wenn

P(Xpi=y|Xo=20,..., Xn1 =21, X =2) = P(Xps1 =y | Xy = 7) = agy
firallen e N, zo, ..., 21,2,y € S mit P(Xg = 2o,...,X,, =) > 0gilt.
Die Verteilung von X heiflt die Startverteilung (von X).

Die entscheidende Eigenschaft ist, dass der (bzw. die Verteilung des) ,neue” Zustand X, ,; nur vom
direkt vorhergehenden X, abhingt, nicht von der ,gesamten Vorgeschichte® X, X1, ..., X,, — dies
nennt man auch die ,,Gedichtnislosigkeit einer Markovkette (s.a. Beob. 7.3, 3. unten).

Beispiele.

. Xo, Xq,... wiv.mit X; ~ v (v ist ein W’mafd auf .S) sind (trivialerweise) eine Markovkette,
mit a5y = v({y}).

2. (Irrfahrt) Y1,Y5, ... wiv. mit Werten in Z4,Y; ~ v,
X, =Y1++Y,, neN (und X;:=0).
(X1 )nen, ist eine Markovkette, a, , = v({y - z}):
Firzg=0,2q,...,%, € Z%ist

P(XOZxO,XIZLUl,...,Xn:LUn):P(}/i:xl,}/Q:I’Q—ﬂjl,...,Yn:xn_.ﬁl}'”,l)

= ﬁ P(Yi=x;-x;q) = H v({z; - z;1})

n
i=1 i=1

3. (Polya-Urne, vgl. Bsp. 2.7) S,, = Anz. schwarze, W,, = Anz. weifSe Kugeln in der P6lya-Urne
nach n Ziigen, X,, = (S,,, W,,) mit Werten in N? (und Xy = (1, 1), sagen wir).

(X,,)n ist Markovkette, fiir x = (5, Ty ),y = (Ys, Y ) € N2 ist

X —_ —
ms+5x,“)7 Wennys_xs+17yw_xw7
— X _ _
Uzy =4 7oassy  WeNNYs = T, Yy = Ty + 1,
0, sonst.

'zu Ehren von Andrei Andreyevich Markov, 1852-1922 benannt
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4. Das ,Problem der Punkte” aus Kapitel o ist eine Variation tiber 2. mit S = Z2, v = %5(0’1) +
Ls
29(1,0)-

Beobachtung 7.3. 1. Sei X = (X,,)en, eine Folge von ZVn mit Werten in S. S ist eine Markov-
kette mit Ubergangsmatrix A und Startverteilung  g.d.w.

VneN zg,...,2,€5: P(Xog=20, X1 =21,..., X,y =2,) = u({xo})nam_lm.
i=1

(»<=“ per Inspektion, fiir ,= beachte

P(XO:SC(],Xlzl’l,...,Xn:(L’n)
:P(Xn:$n|X0:x07"'7Xn—l:-Tn—l)P(XO:xO?"':Xn—l:xn—l)

=0z 1,70

== axn—l sTn aifn—? JTn-2"" ‘ax09x1 P(XO = xo)
sofern die linke Seite > 0 ist.)

2. Zu jeder Ubergangsmatrix A und Startverteilung s (auf einer abzihlbaren Menge S) gibt es
eine Markovkette mit dieser Ubergangsmatrix und dieser Startverteilung: Dies folgt aus Be-
richt 2.10 (Konstruktion von W’maflen auf unendlichen Produktriumen), setze dort p; =

U—ndpk:|w1 ..... Wi—1 (wk) = Qupy wp

Man schreibt oft P, (und E,, fiir Erwartungswerte unter P,), wenn .2 (Xy) = p, um die

Startverteilung einer Markovkette zu betonen, im Fall g4 = 0, mit einem z € S auch P, und
E..

3. (,Markov-Eigenschaft) Fiir jede Markovkette (X, ),,, n,m € Ny, B ¢ S™*!, B’ ¢ S™*! und
x €S gilt

P((Xn, Xns1s -y Xnm) € B'| (Xo, ..., X)) € B, X, = 1)
= P,((Xo, X1,..., X)) € B')
(sofern P((Xo, ..., X,) € B, X, =x) >0),

denn fir g, 21, ..., %n, T, Y0, Y1, - - -, Ym € S (mit x,, = T = Yy, sonst ergibt sich = 0) ist nach
I.

P(Xo=20,..., Xn1=Tn-1, Xn = T, Xpn =2, X = Y0, X1 = Y1, » Xt = U
= =P(Xo=20,..., Xn-1=Tn1,Xn =0, Xy =) Po(Xo =90, X1 =¥1, -+, Xin = Um).
Summiere dies Giber alle (2o, 21, ...,2,) € B, (Y0, Y1, - - -, Ym) € B’, so folgt

P((Xo,...,Xn) € B, Xy =2, (Xn, X1, - - -, Xpam € B')

= P((Xo,...,X,) € B, X, =2)P,((Xo, X1,..., X)) € B').

Anschaulich gesprochen sind bedingt auf die ,,Gegenwart® (den Zustand X, zur Zeit n) die
yZukunft (das Pfadstiick (X,,, Xy41, . .., Xpn+m)) und die ,Vergangenheit® (das Pfadstiick
(Xo,X1,...,X,)) unabhingig.
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Korollar 7.4. Sei X = (X,,),, Markovkette mit Ubergangsmatrix A = (a4 ) yes und
ay = Po(Xn=y), 2,y €S

die n-Schritt-Ubergangswabrscheinlichkeit (fiir n € No).

Dann gilt
(mm) =y a;";aénz), x,z€8, m,neNy, (7.1)
yeS
denn Py(Xpom =2) = Z P X, =y, Xpym =2) = Z P (X, =y)Py( X, = 2).
yes yeS

Insbesondere ist A™ = (ag(ﬁny) ) yes gegeben durch

A" =A-A---- A, dasn-fache Matrixprodukt von A mit sich selbst.
—_—

n Faktoren

Das System von Gleichungen (7.1) heifit die Chapman-Kolmogorov-Gleichungen?.

Beispiel 7.5 (Gewdhnliche Irrfahrt auf Z). Seip € [0,1], S = Z,

Ds y=x+1,
zy=311-p, y=x-1,
0, sonst

Es ist

(n) _ (n)

( " )p(my“)p(l — )2 wenny - =n (mod 2) und |y - x| < n,
A,y = a’Oy -r

n+y—x
2
0, sonst

Man kann per Induktion priifen, dass dies aus den Chapman-Kolmogorov-Gleichungen folgt:
@y = Dy e =g pragl - (L),

alternativ (und zum Argumentieren vielleicht angehmer) stelle die Markovkette X mit Ubergangs-
matrix A dar als

X,=Y1+-+Y, mitY;uiv, P(Y1=41)=p=1-P(Y; =-1),

um von 0 nach y — x in n Schritten zu gelangen, muss man

n+y-x n-y+x

k= Schritte der Grofle +1 machen undn — k = Schritte der Grofe —1.

Es gibt ( ) Wahlen, welche k der n Schritte die +1-Schritte sein sollen, jede solche Wahl hat W’keit
pr(1-p)n*

(Wir sehen hier ein Beispiel fiir einen Periodeneftekt: Man kann gerade Zustinde x € 2Z nur zu
geraden Zeiten besuchen.)

*Andrey Nikolaevich Kolmogorov, 1903-1987 ; Sydney Chapman, 1888-1970
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=1 Treffwahrscheinlichkeiten und erwartete Eintrittszeiten
Sei X = (X,,)nen, Markovkette mit Zustandsraum S und Ubergangsmatrix A, fiir B ¢ S sei
Tp:=min{n € Ny : X, € B}

die (erste) Treftzeit von B und X7, der Ort des ersten Besuchs in B.

Fiir z € B sei
h.(z):= Pp(Tg < 00, X1, = 2)

Satz 7.6. h. ist die kleinste nicht-negative Lisung von
f(2) = gy, z € B,
f(x) =Y anyf(y), TeS~B.
y

In Matrixschreibweise lautet die zweite Zeile von (7.2) f(x) = Af(x), z € S\ B.
Man sagt dazgu auch: | ist parmonisch® (bezgl. A) auf S \ B.

Beweis. Offenbar gilt h,(x) = 1,y fiirz € B, firz € S\ Bist

P(Tp <00, Xy =2)=Y Po(X1=y,Tp < 00, X7, = 2)

yeS
= Z;PZ(Xl =y)P,(Tp < 00, Xr, = 2) = Z;gax,yhz(y)
ye ye

(wobei wir in der zweiten Gleichung die Markov-Eigenschaft, Beob. 7.3, 3. verwendet haben), d.h.
h.(:) 16st (7.2).

Sei f:.S = [0, 00) eine Losung von (7.2), zeige induktiv (iiber n):
VreS: Px(TBSn,XTB:z)Sf(x) (7.3)

Fir x € B gilt (7.2) offenbar stets, ebenso fiir n = 0.
Sei (7.2) fur n erfillt, betrachte ein x € S \ B:

Po(Tp<n+1,Xp,=2)=Y P(Xi=y,Tp <n+1,Xp, =2)

yeS

- 3 P =) BT £, X7, =) € e, f(0) = )

yeS yeS
<f(y) n. Vor.

wobei wir fiir die letzte Gleichung verwenden, dass f (7.2)16st. Mitn — oo in (7.3) folgt h, < f. [

Bemerkung. Fiir die Untersuchung in Satz 7.6 kénnten wir die Zustinde x € B absorbierend ma-

chen, d.h. tibergehen zu

~ ay r¢B
A=(Cpy)pves mit Uy, = i
( ,y) €S Y {]—{yzx}; reB

Es ergibt sich damit dieselbe Losung.
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Bemerkung 7.7 (Stochastische Losung eines diskreten Dirichlet-Problems). In der Situation von
Satz 7.6 sei |S| < 00, @ + B c S, es gelte

VeeS: P(Tg<oo)>0
Dann ist fiir jedes g : B — R das (lineare) Gleichungssystem

Af(z)=f(z), zeS\B
f(x)=g(z), =z€B (7.4)

mit Af(z) = X5 aeyf(y) eindeutig 16sbar (und nach Satz 7.6 bzw. einer leichten Erweiterung
davon gegeben durch f(z) = Ex[g(XTB )])

Beweis. Seity, = 1sp(x)az,, A= () yes, G(x) = 1p(x)g(x), soist (7.4) (in Matrixschreib-
weise) _

(Is-A)f=7
(mit I5 = (054 )z yes der Identititsmatrix auf 5) also ist

-1

f=(Is-A) g

Beachte: (] s = Z)_l = 3%, A", die Reihe konvergiert, denn @, , > 0 und nach Voraussetzung ist
fiirein ng € Nundeind € (0,1)

sup Z?ig(cny) <1-¢§ fiirn>ny,
zeS yeS

demnach sind die Eintrige von A"0*F nicht-negativ und beschriinkt durch (1 - §)*. O

Beispiel 7.8. 1. (Symmetrische gewohnliche Irrfahrt auf Z, Riickkehr zur 0)
Betrachte (X,) aus Bsp 7.5 mitp = 1/2
Sei Tp := inf{n € Ny : X, = 0}, so gilt

P,(Th<oo) =1 fiirjedesz € Z.

Die Funktion hg(x) := P,(Ty < 00) lost nach Satz 7.6
1 1
ho(O)Z 1, ho(l’) =§h0($—1)+§h0(3§'+1), z#+0,

d.h. die Werte ho(x) liegen auf einer Geraden mit ho(0) = 1, wegen 0 < ho(z) < 1V € Z folgt
ho(l’) =1.

2. (,Ruinproblem des Gliicksspielers®)
Seienb,ce N, S:={-b-b+1,...,0,1,...,¢c},pe(0,1),

P, y=x+1<c,
J1-p, y=x-12-b,
oy = 1, y=x=-bodery=2x=c,
0, sonst
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Wir interpretieren die zugehdrige Markovkette (X,) als (kumlierten) Gewinnprozess in einem (ite-
rierten) Miinzwurfspiel:

Gewinne 1 € bei Kopf (W’keit p), verliere 1 € bei Zahl (Wkeit 1 - p), spiele solange, bis entweder
¢ € gewonnen (,,Sieg*) oder b € verloren (,,Ruin®).

hc(x) = Px(T{c} < OO) 1ost
he(e) =1, he(=b) =0, he(x) =phe(z+1)+(1-p)h(x-1), -b<x<c,
die Losung ist fur p # 1/2

ho(x) = (a/p)* = (a/p)" s=1-p

(q/p)c - (q/p)™*

und fiirp = 1/2

Analog findet man

oy 2 la/p)=(afp)* -
Falion <o) = iy gy~ 1~ Pt <o)

(bzw. Py(T-py < 00) = (c—x)/(c+b) furp = 1/2),es giltalso P, (T ) < 00) = 1, das Spiel endet
mit Sicherheit in endlicher Zeit.

Erwartete Eintrittszeiten

Man kann fiir eine Markovkette die erwartete Zeit bis zum Besuch eines gewissen Zustands in dhnli-
cher Weise bestimmen wie die Auftreffwahrscheinlichkeiten.

Bericht 7.9. (In der Situation von Satz 7.6) sei g(z) = E,[Tg]. ¢ ist die kleinste nicht-negative
Losung von

f(z) =0, iy

f@)=1+> a,,f(y), zeS\B (7-5)

(wobei die Summe Y, a,, f (7) moglicherweise divergieren kann).

Man kann den Beweis analog zu dem Satz 7.6 fihren; Bem. 7.7 zur Eindeutigkeit gilt entspre-

chend.
Beispiel 7.10. Sei (X,,) symm. gew. IrrfahrtaufZ (startend in X = 0), vgl. Beispiel 7.5 (und Bsp. 7.8).
Es ist ] ]
EQ[T{l}] =1+ 5 -0+ QE—l[T{l}L
andererseits ist
E,l [T{l}] = E,l [T{O}] +E0 [T{l}] = 2E0 [T{l}] .

—_———
=Eo[T71,]

Somit ist EO[T{l}] =1+ EO[T{l}], was EO[T{l}] =400 erzwingt.
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7.2 Gleichgewichte

Definition 7.11. Sei X = (X,,),, Markovkette auf S mit Ubergangsmatrix A. Ein W’maf 7 auf S
heif$t ein Gleichgewicht fir X (bzw. fiir A), wenn gilt

P.(X;=2)=m(x) firallex € S.

(Wir schreiben hier und im Folgenden abkiirzend 7 () fiir w({z})).
Da P (X1 = 2) = ¥es T(Y)ay. 2, ist dies gleichbedeutend mit

7A=m, dh. 7istlinks-Eigenvektor von A zum Eigenwert 1.
Esgilt dannauch m = 7A", P.(X,, = ) = w(z) fiirn e N.
Definition 7.02. A = (ay )4 yes heilt irreduzibel, wenn es
fiir alle 2, y € S ein n = n(x, y) gibt mit al") > 0.

Die zugehorige Markovkette kann also von jedem Startzustand x aus jeden anderen Zustand y mit
positiver Wahrscheinlichkeit (irgendwann) erreichen.

Satz 7.13. Sei |S| < oo, Airreduzibel, dann gibt es genau ein Gleichgewicht w fiir A. m erfiillt w(x) > 0
fiirallex € S.

Beweis. Existenz: Wihle xq € S.
'S ) o . s
( E axox) s ist ein Vektor in [0, 1]°.

Wihle mit Satz von Bolzano-Weierstraf ([0, 1] ist kompakt) eine konvergente Teilfolge ny, 7 g oo

0o,

ng—1

m(x) = lim — Z a,, zes
k—oo nk _] -0
ist ein Gleichgewicht:
1 )
TA(x) = Z;g(’ll_’r?"n_k ]Z(:) az, y)ayx
ESIEN) 18 Gy
]llm — Z Zamo yOy. 2 =]1 Z O,z
= Nk 520 yeS Nk j=0
np—1
= lim — kz: aéjo)m+ hm 1 (ag’“x) - ;?}x) m(z).
k— o0 Nk 3=0 k— o0 Nk

Zeigew(x) > Oftrallex € S:

Wihle T € S mit 7(Z) > 0. Fiir 2 € S gibt es nach Voraussetzung ein n (= n(Z, x)) mit a~ )50,
somit

m(z) =TA(z) =), ﬂ(y)aygz > 7(7T)a (n) > 0.

yeS
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Eindeutigkeit: Sei 7 ebenfalls ein Gleichgewicht, wihle 2 € S mit

M = max{%(x) 1T € S} =\,

= —
(o) ()
setze v := A\ — . Dann gilt vA = v, v(x¢) =0, v(z) > 0 fiirz € S.

Gibe esein T € S mit v(T) > 0, so wire (mit Argument wie oben) v(x) > 0 fiir alle z € S, im
Widerspruch zu v(x¢) = 0. Folglich gilt v = 0, d.h. 7 = 7. O

Definition 7.14. Eine Markovkette X auf S (bzw. eine Ubergangsmatrix A = (ay )z yes) heifit
aperiodisch, wenn es ein ng € N gibt mit

ag(fgz >0 firallex € S,n > nyg.

686

aperiodisch  periodisch (mit Periode 2)

Beispiel.

Satz 7.15. |S| < oo, A irreduzibel und aperiodisch, (X,,),, Markovkette mit Ubergangsmatrix A und
Startverteilung p. Dann gilt

fiirallex € S :  P,(X,=1) n_)—o:ﬂ(x),

wobei T das (eindeutige) Gleichgewicht zu A ist.
Beweis. Wir konstruieren eine Folge von S x S-wertigen ZVn (X, X/ ) pen, mit
. (X,) ist A-Markovkette mit Startverteilung s
(X)) ist A-Markovkette mit Startverteilung 7
2. P(X,+X,)—0.
Damit ergibt sich
pA*(z) = P(X,=2)=P(X,=2,X,=X))+ P(X,=2,X, + X])
=P(X)=x2)-P(X) =2, X,#+ X))+ P(X,=2,X, # X))

=7(x) <P(Xn#X/)—0 <P(Xn#X/)—0

—2m(2)

n—oo

Wir werden (X, X} );, mit den geforderten Eigenschaften als eine Markovkette auf S x S konstru-
ieren: Sei A Ubergangsmatrix auf S x S:

Ay yQy y, WeNNIT T/,
~ — — / — !
Az,a'),(yy") = Qayy wenn =z’ und y = ¢/,

0, wennz =2’ undy # y'.
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Man priift, dass dies eine Ubergangsmatrix ist und dass die Marginalverteilungen stimmen (d.h. jede
Koordinate ist fiir sich eine Markovkette mit Ubergangsmatrix A).
Wir konstruieren (X,,, X},),, folgendermaflen:

SeiY = (Yy)n (A, 1)-MK, Y’ = (Y,]),, (A, 7)-MK, Y und Y” seien unabhingig.
Y ftirn<T

Setze T :=inf{n>0:Y, =Y/}, X, =Y, X! =
Y, firn>T

((X,, X2),, hat tatsichlich Ubergangsmatrix A, per Inspektion).
Nach Voraussetzung gibt es ng € N, yp € S, 0 > 0 so dass

VyesS: all) > .
Somit
P(Xy, # X)) SP(Yo, #yooder Y, #yo) =1-P(Y,, =40)P(Y,, =10) <1~ 52,
Analog liefert die Markov-Eigenschaft fir k e N, z, 2" € S
P( Xk # X0k | Xnor-1) = 7, Xéo(k,l) =2')<1-6%

Iteration zeigt
P( Xk # X 1) S (1= (52)kk—> 0.
Nach Konstruktion ist n = P(X,, # X ) nicht-wachsend, daher folgt die Behauptung. [

Beispiel 7.16 (Ehrenfest-Modell3). d Teilchen sind verteilt auf einen linken und einen rechten Behilter,
in jedem Schritt wechselt ein rein zufillig ausgewihltes Teilchen von seinem aktuellen in den anderen
Behilter. Sei X, = Anz. Teilchen im linken Behilter nach n Schritten.

(X,)n ist Markovkette auf {0, 1, . .., d} mit Ubergangsmatrix

(d-2)/d, y=xz+1<d,
gy =y 2/d, y=x-1>0,

0, sonst
Das Gleichgewichtist 7 = Bing ; jo: Es ist
7T(I)am,z+1 = 77-(1: + 1)a:c+1,a:

(und allgemein 7(2)a,,, = 7(y)ay, und dies impliziert 7A = 7, denn dann ist ., 7(y)ay . =

Y, m(2)apy = m(2) ¥, azy = 7(T)).

Definition und Beobachtung 7.17. Eine Markovkette X auf S (bzw. ihre Ubergangsrnatrix A
(Qs,y) 2 yes) heilt reversibel (beziiglich ), wenn gilt

m(x)ay,y =7(y)a,, firalez,yeS (,detaillierte Balancegleichung™)
Dann ist 7 ein Gleichgewicht fiir X undesgiltfirn e N, zp, z1,...,2, €S

Pﬂ'(XO = l’o,Xl =T, 7Xn71 = xnflaXn = xn) = Pﬂ'(XO = *CCle =Tp-1,--- 7Xn—1 = mlaXn = l’o)

3Paul Ehrenfest, 1880-1933; Tatjana Ehrenfest(-Afanasyeva), 1876-1946
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Satz 7.18. Sei X = (X,,) Markovkette auf S mit Ubergangsmatrix A,
T, =inf{n>1:X, =z}

der Zeitpunkt des ersten Besuchs bzw. bei Start in x der ersten Riickkebr nach x. Fiir x € S sind dqui-
valent:

1. E [7] < oo
2. Es gibt ein Gleichgewicht ™ mit m(x) > 0.

Beweis. 1. = 2. : Sei

Tz—1

PW) =B Y (x| (<o) firyes,

n=0
| —
<Tz
es gilt
p(y) = Z /)(Z)azyv
zeS
denn

o0

Yop(2)a., => Ex[ > 1{Xn:z,7'z>n}:|az,y

zeS z€eS n=0

= Z i Px(Xn =2,Ty > n)aw = i P >n, Xp1 =)
n=0

2eS n=0

=PI(TI>n,X:=Z,Xn+1=y)
= Exl: Z 1{Xn:y}:| = p(y)
n=1
Weiter ist

S o) =3 S Pu(Xy =7 > 1) = i Py(ry > 1) = B[] < oo,

yeS yeS n=0

d.h. w(y) := Ep([yT)] ,y € S leistet das Gewiinschte.

»2. =1 : Fur £ € Ngilt

Ey[Tx/\(EJrl)]:lJr Z ay7zEz[Tm/\€], yesS

z€S, z#x

(zerlege gemif dem ersten Sprung, analog zu obigem), Sei 7 Gleichgewicht mit7w(x) > 0:

S w(y) By[re nl] <1+ Y 7(2)E.[7 n (],

yeS | — Z#T
<Ey[ren(€+1)]

dd. m(2)E,[7, A €] < 1. Mit £ > oo folgt w(2)E,[7,] <1, also

1

E, [Tx] < )

< 0.
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Korollar 7.19. Wenn X (in der Situation von Satz 7.18) ein eindeutiges Gleichgewicht besitzt, so gilt

E.[7:] = % fiirxeS.

Fiir das Ehrenfest-Modell (Bsp. 7.16) mit d Kugeln ist

1

" Bing.,2({0}) 2

]EO[TO]

Beispiel 7.20 (Erneuerungskette). Seim € N, v W’maf auf {1,2,...,m + 1} mit v(j) > 0 fiir
1<j<m+1, X Markovkette auf S = {0,1,2,...,m} mit Ubergangsmatrix

v(j+1) i=0<j<m,
(ZZ'J‘: ]_, j:i—]_,

0, sonst.

Oftenbar X ist irreduzibel und aperiodisch. Mit p = Z;Tll Jv(j) ist das (eindeutige) Gleichgewicht
gegeben durch

1
W(I)=—V({.T+1,I+2,...,m+1}), x €S,
U

denn
7(5 + 1)pjir; +7(0)po, = %(u({j +2,...,m+1})-1+1-v(j+1)) =7(j).

Mit Satz 7.15 folgt
P, (X, =2) — 7(x)

n—oo

(fur alle zg, x € S).

Man kann X folgendermaflen darstellen: Seien 14,75, ... wiv, T; ~ v, W, :== Ty + --- + T},
n € N (W, :=0), dann ist
X, =inf {Wy —n: k e No, Wy, > n}

eine Markovkette mit obiger Ubergangsmatrix (Ubung).

(Interpretation: T}, = Lebensdauer der k-ten ,,Glithbirne®, W; = Zeitpunkt, zu dem zum j-tem
Mal die Glihbirne ausgewechselt wird, dann ist X,, = ,Restlebensdauer der zum Zeitpunkt n bren-
nenden Glithbirne.) Wir finden eine Version des sogenannten Erneuerungssatzes:

1
P(3keN: Wy=n)=Py(X,=0)—>m(0) = —.
o]

n—-oo

Bericht. Man kann die Voraussetzungen deutlich abschwichen, tatsichlich gilt obiges auch in dem
Fall, dass v ein W’maf§ auf N ist mit ),y 2v/(x) < oo, die Bedingung, dass v strikt positiv ist, kann
ersetzt werden durch die Forderung ggT({z : v(z) > 0}) = 1.
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=3 Rekurrenz und Transienz*

Sei X = (X,,)nen, Markovkette mit Zustandsraum S und Ubergangsmatrix A.

Definition 7.21. Ein Zustand = € S heif§t rekurrent, wenn P, (7, < 00) = 1gilt, ansonsten transient.

Die Kette (X}, ),, heiflt rekurrent (transient), falls alle Zustinde rekurrent (transient) sind.

Beispiele. 1. Die gewohnliche Irrfahrt auf Z mit Drift 2p—1 # 0(ag,34+1 = p = 1 — @4 1) ist transient
(vgl. Bsp. 7.8, 2.), fiir p = 1 ist sie rekurrent (vgl. Bsp. 7.8, 1.).

2. |S| < oo und A irreduzibel, so ist X rekurrent (dies folgt aus Satz 7.13 zusammen mit Satz 7.18).
Beobachtung 7.22. 1. x € S rekurrent, so gilt Px(Xn = x flir unendlich viele n) =1
2. x € S transient, so gilt P“(Xn = x fiir unendlich viele n) = 0 fiir jede Startverteilung p1.
3. x € Sisttransientg.dw. Y Pp(X, =) < oo.
n=1

Beweis. Sei
B, = |{n >1:X, = x}| die Anzahl Besuche in x,

m € N, 1 beliebige Startverteilung. Es ist
P,(B,>m) = Z Pu(Xl, o X122, X, =2, X, = x fiir mind. m — 1 Werte vonn > 6)

P(X1,.... X1 #2, Xy =2)Pp(By 2m—-1)

1
™Ms T

Pu(72 < 00)Po(By > m —1)

also gilt
P,(B;>m) = P,(1, < 0)P,(1; < oo)™ 1,

Im transienten Fall (Punkt 2.) folgt
P,(B, =)= nggo P,(B;>m) =0,
im rekurrenten Fall (Punkt 1.) folgt
P.(By>m) =P,(1,<o00)™ =1 fiir jedesm € N,

somit P,(B, = o00) = 1.

Zus.:
»<=“: Reiheendlich = P,(B, < o0) = 1 mit Borel-Cantelli-Lemma.

»= : Nach obigem ist

Pp(By=m) = Py(By>2m) - Po(By >m+1)
= (1 ~ Po(72 < w))Px(Tx <oo)™,
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d.h. B, ~ Geom_p, (r,<c0) unter P, also

S P(Xy = 1) = B[ B,] = — Cl<oo.

n=1

[
Beispiel 7.23 (Gewohnliche symmetrische Irrfahrt auf Z4). (X,,) Markovkette auf S = Z%, Uber-

L falls|jr -yl =1
gangsmatrix a, , = (2]6“ le =yl =1, (d.-h. X springt jeweils zu einem uniform ausgewihlten
., sonst

(direkten) Nachbarpunkt auf dem d-dimensionalen Gitter).
X ist rekurrent fiir d = 1 und d = 2, transient fiir d > 3.

Beweis. Wegen Verschiebungsinvarianz (es gilt @, = Gyiz 42 = G0y, fiiralle z,y, 2z € Z%) gentigt
es den Startpunkt z = 0 € Z4 zu betrachten.

Den Fall d = 1 haben wir bereits behandelt (Bsp. 7.8, 1.).
Der Fall d = 2: Es ist

n 2n
A =0) = 55 )
0(X2n =0) ;;) kkon—kn-k

B

mit Stirling-Approximation, wegen ), 1/n = oo folgt aus Beob. 7.22 Rekurrenz.
Der Fall d > 3: Es ist

R(Xo=0)= i)™ %

ni,..nqg€%+
ni+-+ng=n

=(2d)‘2"(2:) > (0 md)Q

ni, N2, N3, ...

2n

ny, Ny, N2, N2, ... >nd>nd)

ni,..nq€lys
ni+-+ng=n

denn man muss in jeder der d Koordinatenrichtungen gleich viele +1 und —1-Schritte ausfithren, um
nach 2n Schritten wieder zuriick in der 0 zu sein.

n,n!,n},...,nd h m,m,...’m

(denn falls n; <nj; —2,soist (m o nd) < (n1 o nd))’ somit ist

PO(X2n=0)32‘2”(2n)(dm)!d‘” D ( " 5 )d‘”

n /) (m!)?

1 (2rdm)'/?
v (2mm)d/?

fiir n > oo (und damit auch m = [n/d] — oo) mit Stirling-Approximation.
Insgesamt folgt Py(X2, = 0) = O(n~4?), fir d > 3 ist daher .37, Po(X) = 0) < oo, mit
Beob. 7.22 folgt Transienz. O

ddm—n
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