KAPITEL 7. MARKOVKETTEN S.13

Bemerkung 7.7 (Stochastische Losung eines diskreten Dirichlet-Problems). In der Situation von Satz 7.6 sei |S| <

00, # B c S, esgelte - ‘
VreS: P(ITg<oo)>0 ([,):Vvvun%’hé(klo
Dann ist fiir jedes g : B — R das (lineare) Gleichungssystem nE Bk
Af(z)=f(z), zeS\B
f(z)=g(), reB (7.3)

mit Af(x) := ¥ e5 sy f(y) eindeutig 16sbar (und nach Satz 7.6 bzw. einer leichten Erweiterung davon gegeben
durch f(z) = E.[g(X1,)]).

RYRW /\ O,y = /’LS\B(X)&X"Q //:\ - (axlkaxxf‘(\eg)
b= £ 9018 .
. N A <Is:30(»‘l“tak'
(23) ask dact  (Tg- AL = 4 b

Senct £ = (LTc- ?\}‘“
(i (Ts-RYM - 2 AT, e B ok

$ H— \/\ c N >0 l/\wvd’
2 7\ S %X
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Beispiel 7.8. 1. (Symmetrische gewohnliche Irrfahrt auf Z, Riickkehr zur 0) A
Betrachte (X,) aus Bsp 7.5 mit p = 1/2 /7 2

Sei Ty := lﬂf{n eNp: X, = O}) SO gllt ~ i i } (’/N; i B Z

P,(Th<oo) =1 firjedesz € Z. Y-1x X£1

Die Funktion hy(z) := P,(Tj < o) lost nach Satz 7.6
1 1
hO(O) = 1, h()(ZC) =§h0(iﬁ—1)+§h0($+1), ZlﬁiO,

d.h. die Werte ho(z) liegen auf einer Geraden mit 2y(0) = 1, wegen 0 < ho(z) < 1V x € Z folgt ho(x) = 1.

o ()
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2. (,Ruinproblem des Gliicksspielers®) (p, y=z+1<c,
Seienb,ce N, pe (0,1), l-p, y=x-1>-b,
S:={-b-b+1,...,0,1,...,¢c}, axy:{l, y=x=-bodery=2x=c,
O S N
— A S M | S Bas i e —>
— o letud R O

Interpretation als (kumlierter) Gewinnprozess in einem (iterierten) Miinzwurfspiel: Gewinne 1 € bei Kopt (W’keit
p), verliere 1 € bei Zahl (W’keit 1 — p), spiele, bis entweder ¢ € gewonnen (,,Sieg“) oder b € verloren (,,Ruin®).

he() i= Pp(Typy < 00) 1ost T5=3- b/ e
he(c) =1, he(=b) =0, h(x)=ph(z+1)+(1-p)h(z-1), -b<x<c,
die Losung ist fiir p # 1/2 L U WS}( "
oy < (@I~ )" b (ren)
o)y - (alp)? _ Aee O) T (ap) b
und fiir p = 1/2 —_~ T
P S5 X (-b) P
he(z) = cr b AV\SQQ X
Li(x)=C 2 )

mitg:=1-p

Analog findet man

(¢/p)° - (a/p)”
P.(Ti_jp < 00) = =1-P,(Ty. < 00)
e (a/p) - (a/p)™" &
(bzw. P, (Ti_1y < 00) =(c—x)/(c+b) furp = 1/2),esgiltalso P, (T .+ < 00) = 1, das Spiel endet mit Sicherheit
{-b} g {~b,c} p

in endlicher Zeit.
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Erwartete Eintrittszeiten

Man kann fiir eine Markovkette die erwartete Zeit bis zum Besuch eines gewissen Zustands in ahnlicher Weise
bestimmen wie die Auftreffwahrscheinlichkeiten.

Bericht 7.9. (In der Situation von Satz 7.6) sei g(x) = E,[Tg]. ¢ ist die kleinste nicht-negative Lésung von
F(x) =0, veB,
f(@)=1+Y au,f(£), weS\B (7:4)
v

(wobei die Summe ), a, , f () moglicherweise divergieren kann).

Man kann den Beweis analog zu dem Satz 7.6 fiihren; Bem. 7.7 zur Eindeutigkeit gilt entsprechend.

Beispiel 7.10. Sei (X,) symm. gew. Irrfahrt auf Z (startend in X = 0), vgl. Beispiel 7.5 (und Bsp. 7.8). Esist
1 1
Eo[Tiy] = 1+5-0+ 5EA[Thy],

andererseits ist

E [Ty ] = Ea[Tioy] +Eo[ 171y ] = 2Eo[ Ty ].
— ——
=Eo[T71)]

Somit ist ]E() [T{l}] =1+ ]E() [T{l}], was Eo [T{l}] = +00 erzwingt.



KAPITEL 7. MARKOVKETTEN S.17

7.2 Gleichgewichte

Definition 7.11. Sei X = (X, ),, Markovkette auf S mit Ubergangsmatrix A. Ein W’maf 7 auf S heif3t ein Gleich-
gewicht tur X (bzw. fir A), wenn gilt

P.(X1=x)=n(x) furallex € S.
(Wir schreiben hier und im Folgenden abkiirzend 7 () fur w({z})).

D
Da P(X1 = ) = £yes 7(y)ay.0r it dies gleichbedeutend mit n [ s
\m, d.h. 7 ist links-Eigenvektor von A zum Eigenwert 1.
Es gilt dann auch WPW(XH =x) =7(z) fiirn e N,
= TA”

Definition 7.x2. A = (a, ). yes heildt irreduzibel, wenn es

furalle z,y € Seinn =n(z,y) gibt mit agly) > 0.

Die zugehdrige Markovkette kann also von jedem Startzustand x aus jeden anderen Zustand y mit positiver Wahr-
scheinlichkeit (irgendwann) erreichen.

1
P f\dm Ve~

[ ‘\ ‘V) -4 - / |
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Satz 7.13. Ser |S| < oo, A irreduzibel, dann gibt es genau ein Gleichgewicht 7 fiir A.  erfiillt w(x) > 0 fiir alle

x€S.
I %Y/\\S(]Lﬁﬁt : Walde Xo < > )
h- A (A S N
(A= .0 3 c Lo 1) <R
Ot h " 2 ‘3:‘ O %°l¥ X € &1 \/\/\_—L/ VL
ot Konoah
wede  (md (Rl ms- RETRD (Y n, {_:o ¥
4 , \ (I ST .
\ (7(\ /€_>()O n, o O\XOIX | X & g
(Ddae -  wdk TA bnder schaddon. Sidh wne ke hp“‘"’éfa&“\
M= 2
A= 2 (b A S50 Y,
“A \aé_S 2=> o Ny 2\):0_ &x°/(ﬁ ‘3’X
_ 9 Ve~ (4
’/6]”; % 5 1302)3.0"3* CT@J
F2 =0 £ 01 f 'l ld}“lf

(E‘L\AML’\%;JA)\ \I'@Ye\/\"’h%> = ﬁ><o,)< \IWQVOh%:)
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Definition 7.14. Eine Markovkette X auf S (bzw. eine Ubergangsmatrix A = (a,., ), yes) heiflt aperiodisch, wenn

es ein iy € N gibt mit

al") > 0 firalle z € S, n > ny.

@3@

aperiodisch periodisch (mit Periode 2)

Beispiel.
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Satz 7.15. |S| < oo, A irreduzibel und aperiodisch, (X,,),, Markovkette mit UbergangsmatrzbcA und Startverteilung
p. Dann gilt
firallexeS : P,(X,=2)— m(zx),

T—00

wobei T das (eindeutige) Gleichgewicht zu A ist.

[Len. hmisnc <><M,Y,i> LR S S

n 'é"\‘b

So A[ass/l\}‘ (XU)  Mohevhibe Wb 0'ned . A ) SGLa»‘al.\/u’(‘/u
O<’> _ MWL;NL&L& it O'nad . A, Sdodvedar
2. PX,EX ) T _ P (ke L

A~ ARA_— O
@O‘W‘H’ T/)A(%.,FX ?(XM“)\B P(X;,, X/X Xh\
+ PlX,=x, XﬁX )
L’/ﬁ/

= PK=x) - W> Méow
(-

\/\,\,
= —\r&Q 7'0 ==

W



Z s Ioshn e (Xk ,&X\Aso,{[/z,_,_ :
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Beispiel 7.16 (Ehrenfest-Modell?). d Teilchen sind verteilt auf einen linken und einen rechten Behilter, in jedem
Schritt wechselt ein rein zufillig ausgewihltes Teilchen von seinem aktuellen in den anderen Behilter. Sei X, =
Anz. Teilchen im linken Behilter nach n Schritten.

(X,,), ist Markovkette auf {0, 1, ..., d} mit Ubergangsmatrix

((d—x)/d, y=x+1<d,
am,y:<x/da y=x-120,

L0, sonst

Das Gleichgewicht ist 7 = Bing ; jo: Es ist

T(x)agpe1 = T(x +1)a311 0

(und allgemein 7(x)a,, = 7(y)a,, und dies impliziert 7A = 7, denn dann ist 3., 7(y)a, ., = ¥, 7(x)a,, =

m(x) >y Oy = m(x)).

3Paul Ehrenfest, 1880-1933; Tatjana Ehrenfest(-Afanasyeva), 1876-1946
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Definition und Beobachtung 7.17. Eine Markovkette X auf S (bzw. ihre Ubergangsmatrix A = (ay) s yes)
heift reversibel (beztiglich ), wenn gilt

m(x)ay, =m(y)a,, furallex,yeS (,detaillierte Balancegleichung®)
Dann ist 7 ein Gleichgewicht fir X undesgiltfirn e N, zg, 21,...,2, €S

P.(Xo=x0,X1=21,..., X1 =2p-1, X =2p) = Pr(Xo=2,, X1 =2p1, ..., Xyt = 21, X, = 20)

U
T{Xo)akolxa.'— - Ax
L—~—"—

- aXn,Ku'T(X")

W- 11 Ria
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Satz 7.18. Sei X = (X,,) Markovkette auf 'S mit Ubergangsmatrix A,
T=inf{n>1: X, =2}
der Zeitpunkt des ersten Besuchs bzw. bei Start in x der ersten Riickkebr nach x. Fiir x € S sind dquivalent:
1 E,[1;] < oo,

2. Es gibt ein Gleichgewicht m mit w(x) > 0.

< nndL O(élkt» A&]’ T(XBT- A—— 3
]
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Korollar 7.x9. Wenn X (in der Situation von Satz 7.18) ein eindeutiges Gleichgewicht besitzt, so gilt
1
]Ex €T = —Q i E S.
[7:] ) fiir x
Fiir das Ehrenfest-Modell (Bsp. 7.16) mit d Kugeln ist

— 1 —
- Bing»({0})

EQ[T()] Qd.
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Beispiel 7.20 (Erneuerungskette). Seim € N, v Wmalauf {1,2,...,m+ 1} mitv(j) >0firl <j<m+1, X
Markovkette auf S = {0,1,2,...,m} mit Ubergangsmatrix

(V(j+1) i=0<j<m,

Cl,m':{l, j:i—l,

\O, sonst.

X st irreduzibel und aperiodisch. Mit y1 := Zm+1

i1 jv(j) ist das (eindeutige) Gleichgewicht gegeben durch

1
m(z)=—v({z+1Lx+2,...,m+1}), zeb,
0

denn
(5 + Dpjerj +7(0)po = i(y({j +2,...,m+1})-1+1-v(j+1)) =7(j).

Mit Satz 7.15 folgt
P, (X,=2) —7(x)

n—>00

(fir alle xg, z € 5).
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me N, v Wmalauf {1,2,...,m+ 1} mitv(j) > 0fiir 1 < j <m + 1, X Markovkette auf S = {0,1,2,...,m}
mit Ubergangsmatrix

(V(j+1) i=0<j<m,

am‘:{l, j=’i—1,

\O, sonst.

Man kann X folgendermaflen darstellen: Seien 17,15, . .. w.iv.,T; ~ v, W), :== T1 +---+T},,n € N(IW} := 0),dann
ist

Xn::inf{Wk—n:keNo,Wan}

eine Markovkette mit obiger Ubergangsmatrix (Ubung).

(Interpretation: T}, = Lebensdauer der k-ten ,,Glithbirne®, W; = Zeitpunkt, zu dem zum j-tem Mal die Glihbirne
ausgewechselt wird, dann ist X, = ,Restlebensdauer der zum Zeitpunkt n brennenden Gliithbirne.) Wir finden
eine Version des sogenannten Erneuerungssatzes:

1
P(3keN: szn):PO(Xn:O)—MT(O):;.

TL— 00

Bericht. Man kann die Voraussetzungen deutlich abschwichen, tatsichlich gilt obiges auch in dem Fall, dass v
ein W’mafd auf N ist mit )" .y 2v(2) < oo, die Bedingung, dass v strikt positiv ist, kann ersetzt werden durch die

Forderung ggT({z : v(x) >0}) = 1.
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=3 Rekurrenz und Transienz*

Sei X = (X,,)nen, Markovkette mit Zustandsraum S und Ubergangsmatrix A.

Definition 7.21. Ein Zustand x € S heifdt rekurrent, wenn P, (7, < o0) = 1 gilt, ansonsten transient.

Die Kette (X},),, heif8t rekurrent (transient), falls alle Zustinde rekurrent (transient) sind.

Beispiele. 1. Die gewohnliche Irrfahrt auf Z mit Drift 2p = 1 # 0 (@041 = P = 1 — @y ,-1) ist transient (vgl.
Bsp. 7.8, 2.), fur p = % ist sie rekurrent (vgl. Bsp. 7.8, 1.).

2. |S| < oo und A irreduzibel, so ist X rekurrent (dies folgt aus Satz 7.13 zusammen mit Satz 7.18).
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Beobachtung 7.22. 1. x € S rekurrent, so gilt Px(X » = « fur unendlich viele n) =1.

2. T € S transient, so gilt PM(Xn = x fiur unendlich viele n) = 0 fiir jede Startverteilung p.
3. x € S ist transient g.d.w. Z P.(X, =1) < o0.
n=1

Bewers. Sei

B, = |{n >1: X, = a:}‘ die Anzahl Besuche in z,

m € N, 11 beliebige Startverteilung. Es ist

P,(B;>m) = ZPM(Xh o Xer#+x, Xy =2, X, = x fiirmind. m — 1 Werte von n > €)
(=1

i P(Xi,.... X1 #20, Xy =2)P(B, >m - 1)
=1

P,(1y < 00)Py (B, >m—-1)

[l
~

also gilt
P(B;2m)=P,(7, < 00)P(1, < 00)™ !,

Im transienten Fall (Punkt 2.) folgt

Py(B, =00) = lim P,(B,>m) =0,

T —> 00

im rekurrenten Fall (Punkt 1.) folgt
P.(B,>m)=P,(1,<00)" =1 fiir jedes m € N,
somit P,(B, = o) = 1.
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B, = |{n >1: X, = :U}| die Anzahl Besuche in

Zu 3. (v € Sisttransient gd.w. Y00, Po(X,, = x) < 00):

(49

»<=": Reiheendlich = P,(B, < o) = 1 mit Borel-Cantelli-Lemma.

»=: Nach obigem ist
P.(B,=m)=P,(B,>m)-P,(B,>2m+1)
- (1 — Py(7, < oo))Px(Tx <o00)™
d.h. B, ~ Geom;_p,(7,<c) unter I, also

1
- 1 - P,(1; < 00)

ipx(Xn =z) =E,[B,]

-1 < .
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Beispiel 7.23 (Gewdhnliche symmetrische Irrfahrt auf Z7). (X,) Markovkette auf S = Z?, Ubergangsmatrix

ap falls|lz -yl =1, R . . .
Ay = (d.h. X springt jeweils zu einem uniform ausgewihlten (direkten) Nachbarpunkt
Y 0, sonst

auf dem d-dimensionalen Gitter).

X ist rekurrent fir d = 1 und d = 2, transient fiir d > 3.

Beweis. Wegen Verschiebungsinvarianz (es gilt @, = Qg2 42 = Qoo fralle x,y, 2 € 7 geniigt es den Start-
punktz =0 € 7% zu betrachten.

Den Fall d = 1 haben wir bereits behandelt (Bsp. 7.8, 1.).
Der Fall d = 2: Es ist

" 2n
Py( Xy, =0) =472 ( )
(X2 = 0) ,;) kkon—kn—k

()0 -

mit Stirling-Approximation, wegen Y°,, 1/n = oo folgt aus Beob. 7.22 Rekurrenz.
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Der Fall d > 3: Es ist
2n

_ _ -2n
Po(XQn = O) = (2d) Z (nljnlan,nQ,...,nd,nd)

ni,-.. .nd€Z+
ni+--tng=n

2n n 2
( ) n ZZ ny, N2, N3, ...,Nq
nl,...nde +

ni+--+ng=n

denn man muss in jeder der d Koordinatenrichtungen gleich viele +1 und —1-Schritte ausfiithren, um nach 2n

Schritten wieder zurtick in der 0 zu sein.

<
ny,No, N3, ..., Ny m,m,...,m

<( " ) somit ist
nl,...,ni,...,nj,...,nd) = \ng,angtlang=long )’

2n\ (dm)! _ ( n ) _
g a"
)(m!)d Z Ny, N2, N3, ..., "N

nl,...nd€Z+
nit--+ng=n

Mitm := [n/d] ist

(denn falls n; <nj; -2, soist (

Po(Xap = 0) < 2—2”(
n

1 (2mdm)'/?
vV (2mm)d/2

fiir n — oo (und damit auch m = [n/d| - oo) mit Stirling-Approximation.

ddm—n

Insgesamt folgt Py( Xy, = 0) = O(n~%?), fiir d > 3 ist daher 332 Py(X; = 0) < oo, mit Beob. 7.22 folgt

Transienz.

[]



