KAPITEL 1. GRUNDLEGENDES, 1.2. BERICHT ZUM FALL (2 = RP S.17

Beobachtung und Definition r.1r. Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafd P auf (R, B(RR)) ist die Funktion Fp : R —
[0,1], Fp(x) := P((—oo, ] ) nicht-fallend und rechtsstetig mit

lim Fp(x)=1, lim Fp(z)=0.

T —> 00

F), heifdt die Verteilungsfunktion von P.

Die Eigenschaften folgen aus Lemma 1.5, (1.5):
Fiir x < yist (—oo,z] c (—o00,y] und somit Fp(x) = P((-oc0,z]) < P((-00,y]) = Fp(y);

seien @, > & mitx, N x,setze A, = (—o0,x,], A = (00, z],so gilt A, \ A fiir n - oo und daher auch

Fp(x,) = P(A,) N P(A) = Fp(A), d.h. Fp ist rechtsstetig.
Analog gilt Fp(z,) = P(A,) » P(R) =1firx, # cound Fp(z,) = P(A,) N P(@) =0firz, N —oo.
Analog betrachtet man im Fall d > 1 fiir (21, 2, : .., 24) € R? die Funktion

FP(xlyw% s ,ZCd) = P((_Ooaajl] % (_007332] X (—OO,,f[,‘d]),

die entsprechende Eigenschaften besitzt.

Bericht r.12. Umgekehrt definiert jede Funktion F' : R — [0, 1] (bzw. F' : R? — [0, 1]) mit den Eigenschaften
aus Def. .11 ein (eindeutiges) Wahrscheinlichkeitsmafd P mit F' = Fp.
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Bemerkung r.13. 1 (Bezug zum diskreten Fall). Sei eine (hchstens) abzihlbare Menge €2 = {x1, 29, ... } ¢ R(z.B.
Q' =N, Q' =Z,...) und ein diskretes W’mafl P auf (€/,2) mit Gewichten p(-) (wie in Bsp. 1.4) gegeben. Wir
konnen P auch als W’maf$ auf (R, B(R)) auffassen via

P(A) = Z p(ry),

n:rpeA

dann ergibt sich als Verteilungsfunktion

Fp(x) = Z p(z,).

n:rnp<x

(Diese ist stiickweise konstant mit (hdchstens) abzihlbar vielen Spriingen.)

H P(&TT
o

ZCA {t { . ‘.

N4




KAPITEL 1. GRUNDLEGENDES, 1.2. BERICHT ZUM FALL (2 = RP S.19

2. Sei P Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf (R, B(R) ) mit Verteilungsfunktion F'p. Die (verallgemeinerte) inverse Funk-
tion von Fp,

Fol(t) ==inf{z e R: F(x) > t},
heifdt auch die Quantilfunktion von P.

(Beachte, dass die so definierte Funktion F'5! linksstetig ist. Mit dieser Definition ergibt sich fiir x € R, ¢ € [0,1]
die Beziechung
Frl(t) <z < t< Fp(o).

In der Literatur gibt es leicht verschiedene Definitionen der ,,Quantilfunktion®, man priife ggfs. jeweils die ver-
wendete Konvention.)
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Beispiel (Dirac-MaK). (‘ES,—
1, zeA, d e =
0.(A) = -
0 x¢A

(Im Fall = Rist Fy, (y) = 1(z < ).) St =
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Beispiel 1.14 (Mafle mit Dichten auf R (bzw. auf R?)). Sei fp : R - R, integrierbar* mit
[R fp(x)dr =1.

Dann definiert’
P(A) = A fo(x) dz
ein Wahrscheinlichkeitsmaf3, die Funktion fp heift die Dichte (auch: Wahrscheinlichkeitsdichte) von P.

A

V(A
N

Die Verteilungsfunktion
Fp(a) = P((-0.]) = [ foly)dy

ist dann (zumindest an Stetigkeitsstellen von fp) differenzierbar mit

d
%FP(fE) = fr(2)

*In einem mit den Vorkenntnissen der Hérer vertriglichen Sinn: Wir werden nur Beispiele betrachten; in denen fp wenigstens stiickweise stetig ist, so dass man hier durchaus an das Riemann-
Integral (oder auch ganz salopp an die ,,Fliche unter der Kurve®) denken kann. Fiir einen Bericht zum Lebesgue-Integral z.B. [G, Tatsache r.14].

SWiederum hingt es vom verwendeten Integralbegriff ab, fiir welche Mengen A das Integral f 4 fp(x) dx sinnvoll definiert ist. Man verliert an dieser Stelle wenig, wenn man bei A etwa an eine
endliche Vereinigung von Intervallen denkt.
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Analog definiert man fiir (geeignet) integrierbares fp : R? - R, mit [pq fp(z) dz = 1 durch

PA) = [ fo(e)do

ein W’maf! P auf R? mit Dichte fp. Wir denken an dieser Stelle wiederum an geeignet ,gutartige Funktionen fp
und Teilmengen A c RY, fiir die das Integral beispielsweise als iteriertes Riemann-Integral wohldefiniert ist, d.h.

pr(x)dx:[:---[: 1a(xy, ... xq) fp(xy, ..., xq) dey---dxy.

Dies wird fiir die im Rahmen der Vorlesung betrachteten Beispiele gentigen.
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Beispiel 1.15 (,Klassische® eindimensionale Verteilungen mit Dichte).

1. (uniforme Verteilung) a, b € R, a < b. Unify, ; mit Dichte — 7= 1140](7), Verteilungsfunktion (b_ A 1) 0

N
A
A - '
& §
o b 0 Q b

2. (Normalverteilung[en]) i1 € R, o > 0. NV, ;> mit Dichte W exp( - %) heiflt Normalverteilung mit

Mittelwert 1 und Varianz 0.

No1 heille die Standardnormalverteilung, die Verteilungsfunktion

O(z) = Fg(o) = [ m-ﬂ%

ist tabelliert bzw. in vielen Computerprogrammen implementiert und esist \V,, ,2((=00,7]) = ®((v~p)/0)

(Ubung).
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3. (Exponentialverteilung[en]) # > 0, Expy hat Dichte fe %11 o,y (), Verteilungsfunktion (1-e7%) 1 oy ()

\ _
O - A —4-- " =
O or
/ —>
’ (R . > R

Beispiel 1.16. Laplace-Verteilung auf einem beschrinkten Gebiet 2 ¢ R?: Fiir A c ) (geeignet®) ist

vol(A)  [,1ldx
vol(Q) [, 1dz’

P(A) =

= ke A8
@ ol (SO
3I/\A». '/za&wf\»ku{“"" \'

iA(X \: i 4—, a&(ls Xe A
O, febe XA

®in dem Sinne, dass ein ,,Volumen® vol( A) definierbar ist
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1.3 Klassische diskrete Verteilungen

Beispiel r.r7 (Urnenmodelle). Eine Urne enthalte n (nummerierte) Kugel, wir ziehen zufillig k (< n) heraus.

1. mit Zurlicklegen, mit Beachtung der Reihenfolge:
Ql = {(Wl,...,Wk) FWly e, W € {1,2,,%}} = {1,2,...,n}k,

5({(w1,...,wk)}):% ( |$| vgl. auchBelspleIIS)

2. ohne Zuriicklegen, mit Beachtung der Reihenfolge:

Qz:{(wl,...,wk) :wl,...,wke{1,2,...,n},wiiwjfiiriij},

1 (n-k)! 1
B{(r- - wi)}) = “(n-k+1)  nl (:m)

3. ohne Zuriicklegen, ohne Beachtung der Reihenfolge:

Q3 ={Ac{1,2,...,n}:|A| =k},

B({4}) = (%) -Hnh) ( |$3|

oy denn es gibt (Z) versch. k-elementige Teilmengen)

4. mit Zuriicklegen, ohne Beachtung der Reihenfolge:
Qu={(l1, 0o, ... . 0,) eNG: by + Lo+ + L, =k}
(¢; gibt an, wie oft Kugel ¢ gezogen wurde)
Fiir (¢1,0s,...,0,) € Qy gibtes

( k )._ k!
Ol L)) by g

,2Multinomialkoffizient*
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verschiedene w = (w1, ..., wy) € §; mit

<
I l1<j<k:w;=iY=¢ fari=1,...,n. A
A ‘{ S)sSkiwy Z}‘ ¢ n jﬂ,zz,..,é>
k 1k
Jlﬂr({(zl,...,en)}) . (51,52, , )(—) (. 0) €9y

n

b, K ”
Bemerkung 1.18. Es gilt ( l( 42
|Q|_(n+k—1) _(n+k—1) 3
4] = k \ n-1 NAL@_\F Alee . (F‘"

Ein “Zihltrick”: Lege £ Kugeln und n. — 1 “Irennstibe” — also insgesamt n + k — 1 Objekte — in eine Reihe:

OO 000 I-100-0] OO
———— —_———— N— —
€1 Kugeln 5 Kugeln 53 0 (=1 Kugeln £, Kugeln
Insbesondere ist die Verteilung auf €24 aus Beispiel 1.17, 4. nicht die uniforme. V4 b

Die uniforme Verteilung auf dem (24 aus Beispiel 1.17, 4. heiflt auch die ,Bose-Einstein-Verteilung®, die in 'Bei-
spiel 1.17, 4. betrachtete Verteilung heifit die ,,Maxwell-Boltzmann-Verteilung®. Wahé., f_‘,

I
Beispiel. Eine Horsaalreihe habe n Plitze, darauf nehmen m (< n/2) Mianner und n—m Frauen rein zufillig Platz. o

Die Wahrscheinlichkeit, dass keine zwei Minner nebeneinander sitzen .
(n_:;Hl) ( ZW %a(:\@uka

(:1) SelLe H\é‘lki&w ab\i A= +1
Polhe, 3cfie g vedts dour

(»(;‘a\ﬁ ) - 0s v 2 S‘('-
Beispiel 1.19 (Hypergeometrische Verteilung). Eine Urne enthalte n Kugeln, davon s schwarze und w weiBe (s+

w = n), ziche k-mal ohne Zurticklegen, P@h:k

Hyps.wi({}) = ()G) _0.1 Tauu at»g_>
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ist die Wkeit, genau £ schwarze Kugeln zu ziehen.

Beispiel 1.20 (p-Miinzwurf). 1. 2 = {0, 1}, Ber,({1}) = p = 1 — Ber,({0}) mit einem p € [0, 1] (;Bernoulli-
Verteilung®7)

2. n-facher p-Miinzwurf (mit p € [O 1]):Q={0,1}n,

S (s} zr)'{@‘”‘“izlﬂ(1_p)l{im:%:oTI B

S 5.5 S o (o)

3. Binomialverteilung (zum Parameter nund p, n € N, p € [0, 1]): Ly=o,m0 Bp=°

Binay (k) = (L) -py™, ke fo,lom) T 7T (= Benplio)
-1

(dies ist die W’keit, beim n-fachen Miinzwurf genau k Erfolge zu beobachten)
Beispiel 1.21 (Geometrische Verteilung). p € (0,1), 2 = Ny,
Geomp({k}) =p(1-p)*, keN

ist die W’keit, bei wiederholtem p-Miinzwurf genau £ Misserfolge vor dem ersten Erfolg zu beobachten

Beachte: Manche Autoren betrachten die geometrische Verteilung auf N (statt auf Ny), dann ist das Gewicht p(1-
p)*~! und die Interpretation ,.k Wiirfe (einschliellich) bis ersten Erfolg.

Beispiel 1.22 (Negative Binomialverteilung, auch Pascal-Verteilung genannt). Fiirr € (0, 00),p € (0,1) ist

NegBin,, (1)) = () D' -p)t, ey

wobei ( k) ) L!"(_r_lﬁl) ( = (_1)k(7‘+/;—1) firr e N).

7nach Jakob Bernoulli, 1654-1705




