KAPITEL 6. IDEEN UND BEGRIFFE AUS DER STATISTIK S.7

Definition 6.2. Ein statistisches Modell ist ein Tripel (M =) (X T (Pﬁ)ﬁe@), wo X # @ Menge (,,Beobachtungs-
oder Stichprobenraum®), .% c 2% eine 0-Algebra, © eine Menge (mit |©| > 1) und fiirjedes V) € O ist Py ein W’ mafd
auf (X, 7).

Das Modell M heifSt parametrisch, wenn © c R firein d € N, speziell eznparametrisch, wenn d = 1.

M heifSt diskrer, wenn X abzihlbar ist, M heifSt sterig, wenn X ¢ R" und jedes Py eine Dichte py : X — [0, 00]
besitzt.

Ein diskretes oder stetiges Modell heifit ein Standardmodell.
()C' nFen (ngm)ﬁe@) heif$t das n-fache Produktmodell von M (fiir Produktmafle vgl. Def. 2.21).

Definition 6.3. (X T (Pﬁ)ﬁeg) statistisches Modell, (.S, <7) messbarer Raum.

1. Eine Zufallsvariable X (definiert auf (X', .% ) mit Werten in S, d.h. X : X — S'ist . -7 -messbar) heifit eine
Statistik (manchmal auch: ,Stichprobe®).

2. Sei 7 : © — R eine reelle Kenngrofle (oder ,,Parametermerkmal®), eine Statistik 7' : X — R heifdt ein Schéitzer
(genauer: ,Punktschitzer) fiir 7.

3. Ein Schitzer T fiir 7 heildt erwartungstren (oder ,unverzerrt®), wenn gilt
Vi¥eO : Eﬁ[T]:T(ﬁ)
by(T') == Ey[T'] — 7(0) heiSt die Verzerrung (englisch: bias) von T'.

Die typische Konstruktion / Situation eines Schitzers ist T = ¢(X) fiir eine Funktion ¢ : S — R.

Man schreibt / benennt einen Schitzer fiir 7 oft 7.
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(?C' T (Pﬁ)ﬁe@) statistisches Modell, XtX' — S eine Statistik, 7 : © — R eine reelle Kenngrofle (oder ,,Parame-
termerkmal®), 7" : X — R (hier definiert via T" = ¢ o X)) ein Schdtzer fiir T

NI

Schematische Darstellung eines Schitzers T = ¢ (X)) fur 7

Das Startbeispiel 6.1 in der Formalisierung von Definition 6.2 und 6.3 ausgedriickt:
* Statistisches Modell: X' = {0,1}",.% =2%,0 =[0,1], Py = Ber}}"
* Parametermerkmal: 7: © - R, 7(¢}) = ¢

e Statistik: S = X, X =Idy
T+ + T,

* Schitzer: T: X > R, T((21,...,2,)) =
n

Dies ist ein Standardmodell im Sinne von Def. 6.2, es gilt Ey[T'] = 9 = 7(¢¥) fiiralle ¥ € [0, 1], d-h. T"idt hier ein

erwartungstreuer Schitzer fur 7.
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Beispiel 6.4 (Erwartungstreue Schitzer fiir Mittelwert und Varianz im Produktmodell). Fiir ¥ € © sei Qy ein
W’maf$ auf R mit endlichem Mittelwert

m(9) = A = Qy(dz)
und endlicher Varianz

2
() = A% (2 - m(9))’ Qy(da).
Unter Py seien X1, ..., X, uiv, X; ~ Qy.

(Inder Formalisierung von Definition 6.2 und 6.3 kdnnten wir wihlen: M = (R, B(R"), (Py)ygeo) mit Py =
fiir ) € ©, als Statistik betrachten wir X = (X7, ..., X,,) mit X, : R” - R die Projektion auf die i-te Koordinate.

Bemerke: dies ist u.U. kein parametrisches Modell, man kénnte z.B.
O := {Q : @Q ist Wmafd auf R mit [ 22 Q(dx) < oo}

wihlen.)

Dann ist

1 n
— Z X, ein erwartungstreuer Schitzer fir m(1),
n

s.

— > ( X - Y)Q ein erwartungstreuer Schitzer fir v ().
— LA

S

(In diesem Kontext heilt X auch der empirische Mittelwert oder Stichprobenmittelwert, S? die korrigierte Stich-
probenvarianz, vgl. auch die Diskussion in Kapitel 6.1 tiber deskriptive Statistik.)
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Fir ¢ € © gilt nimlich y — _AC\_ ixL

1 & 1 =4
Ey[X] =~ > Ey[X] = ~-nm(v) = m(V), / ' - a2
n ) o o Sq_'://l-—— i_(Xi"X\
Eﬁ[;(){i—f) | = nEo[(X; = X)) = nVar[X; - X] (4 o2) T =4
_ nVarﬁ[n; L % iQX] - n((”T—l)Qvam[Xl] + 25 Vary [, ] )

= (n—1)Vary[ X1],

also



KAPITEL 6. IDEEN UND BEGRIFFE AUS DER STATISTIK S.ut

Beobachtung und Definition 6.5. Betrachten wir in der Situation von Beispiel 6.4 die Stichprobengréfie n als va-
riabel (formal: wir gehen zum unendlichen Produktmodell M = (R, B®*, (Q%* )y ) tber (vgl. Beobachtung
und Bericht 2.23), mit X; : R* — IR Projektion auf ¢-te Koordinate).

Dann gilt fiir jedes ¥ € ©

X, = l > X; — m(¥) stochastisch bzgl. Py und
n - o0
S2 = L > (Xi — yn)z — v(¥) stochastisch bzgl. Py.
n-1 i-1 n—00 J’ Ca\
. i} . . Sroc
Man sagt: Diese (Folgen von) Schitzer(n) sind konsistent. lev
Fiir X, folgt dies direkt aus dem Gesetz der groflen Zahlen (siche Korollar 4.2), weiterhin ist ? N
n-1y 1&G v w2 (L o 1 &+ =12 (1& v — \2
——5) = E; (X;i-X,) = (521)( ) ‘Q(g;XzXn) +(X,) = (521)( )- (%)
P, 2 &/-\/§__/ -
njoo 72 Qy(dr) - (m(ﬁ)) = v () P > E/D'(x" ’B

Oo

gemifl dem Gesetz der grofien Zahlen (siche Bericht 4.8) zusammen mit Lemma 4.5 und oblgem wegen L

— 1

folgt mit Lemma 4.5 die Behauptung.

Bericht. Tatsichlich gilt sogar
X, — m(¥) Pyfs. und S2 — () Pyfs.

n—0o0 n—>00
(diese Schitzer sind auch ,stark konsistent®).

Fir X, folgt dies unter den Voraussetzungen von Beispiel 6.4 aus der Version des starken Gesetzes der grofien
Zahlen, die wir in Satz 4.6 bewiesen haben, fiir S2 folgt dies aus Bericht 4.8.
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S.12.

6.2.1 Maximum-Likelihood-Schitzer

Definition 6.6. Sei # = (X,.%, (Py)yco) ein statistisches Standardmodell mit
Gewichten py(-) bzw. Dichte py(-) fiir ¢ € ©.
Die Funktion

piAxO —[0,00)

w

(z,9) = p(z,9) = py(x)
heildt Lzkelihood-Funktion (manchmal auch ,Plausibilitits-Funktion®), fiir z € X heifst

L;:0~ [0700)7 Lx(ﬁ):p(xvﬁ)

die Likelihood-Funktion zum Beobachtungswert .

Ein Schitzer T : X — O heifst (ein) Maximum-Likelihood-Schitzer, wenn

(L (TO) ot T = mggotepg v e

(auch kurz ML-Schitzer genannt, engl. MLE = maximum likelihood estimator).
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Beispiel 6.7. 1. (,Rickfangmethode®, engl. “capture-recapture”) Ein Teich enthalte ¢! Fische (einer gewissen Art,
7 g g p p 8

v € Nist der unbekannte Parameter), fange und markiere m, setze wieder aus. Wenn sich die markierten Fische

gut verteilt haben, fange erneut n Fische.

Nehmen wir an, wir beobachten unter den erneut gefangenen = markierte Fische.

X I
Formalisierung als statistisches Modell: “\;\‘ ~ 5,
X=1{0,1,....n},0={(mvn),(mvn)+1,(mvn)+2,...}, Py=Hyp, g mn

Die Likelihood-Funktion ist N
() n

p(x,9) = (19) ; \/
der ML-Schitzer ist R 7; (3 I _l?_ I
19ML=T(£U) = [;mJ, X

denn

plz ) ()W)
plad=1)  ()(".5")

n n—x

>1, ¥9<5BE
(¥ -m)(¥-n) vx —mn y

- - 1- =1, 9om
Y -m-n+x) H-m-n+ux)

<1, v>=F

(beachte: stets ist ¥ — m > n — z, es gibt im Teich mindestens so viele unmarkierte Fische wie in der Riickfang-

Stichprobe).
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2. (Erfolgsw’keit im Binomialmodell)

p(x, ) = L, () = ( )ﬁx(l ), (PﬁZBiﬂn’ﬁﬁ.lI'QEGZ [0,1], ze X = {O,l,...,n}),

d d n
dﬁlOgL +(9) = %(log(x) +:Ulog19+(n—:c)log(1—19))
r n-x T
== —) = Y==
v 1-9 . n’

e

d.h. hier ist BTML =

(Es ist L log L, (19) > 0 fiir ¥ < z/n und &L log L,(9) < 0 fiir 9 > z/n, d.h. es handelt sich tatsichlich um ein
Maximum; Inspektion zeigt, dass auch in den Randfillenxz =0undx =n ﬁML = = gilt.)
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3. (Normales Modell mit bekannter Varianz) n Beobachtungen seien u.iv. ~ Ny 2, 02 > 0 sei bekannt.

Mitx = (zq,...,2,) € R ist

p(l’,ﬁ) = Lx(ﬂ) = ﬁ 21_0

- (2m0) P exp - ooy 3 (- 9)’)

d.h. - W@“ 6" )

Lx(ﬁ)émax — Z(xi—ﬁ)zimin.
i=1

oxp ( -

Mitm(z) = L ¥, a; ist

n

Z (xy, - m(x))2 + (m(:v) — 19)2,

1=1

Zn;(xz—ﬂ)Q -

d.h. esist Oyqp, = m(x), das empirische Mittel der Beobachtungen.
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4.(Normales Modell, unbekannter Erwartungswert und unbekannte Varianz) n Beobachtungen seien u.iv. ~ NV, ,
mit unbekannten p € Rund v € (0, 00).

(Formalisierung: X = R", © = {¥ = (i, v) : p € R, v > 0}, Py = Nﬁbg)

Wie in 3. ist
n n 1 & 5
log L ((11,0)) =~ log(27) ~ Hlog v — o= 3, - o),
2 2 20 o
1 n
nach obigem ist fiy, = — Z x; Maximierer beziiglich p (fiir jeden Wert von v), weiter ist
M =1
9 1og L((mv)| - Z(xz ),
ov W=, 2’U 2’02
0 . - 1 & .\
also %bng((MML,U)) =0 <= v=1ML = ” Z(fl?z — i)~
i-1

(Und man prift: log LI((ZIML, U)) ist wachsend fir v < Ty, fallend fir v > Tyy,.)

Beachte: Der ML-Schitzer fiir die unbekannte Varianz ist hier die (unkorrigierte) Stichprobenvarianz, also ist er
nicht erwartungstreu (vgl. Beob. und Def. 6.5).
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5. n Beobachtungen seien u.iv. uniform auf [0, 1] (mit einem unbekannten ¥ € (0, 00)).

Es ist
Unr, = max{xy, To, ..., Ty},

denn

ina falls 0 > @1, 20,. .., 2y,
L(xl,,xn)(ﬂ) = 19

0, sonst.
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Bericht 6.8 (Cramér-Rao-Schranke und ,beste” Schitzer). Sei (X', %, (Py)yeo ) ein statistisches Standardmodell,
p(x, ) die Likelihoodfunktion.

Ein erwartungstreuer Schitzer 1" fiir ein reelles Parametermerkmal 7 (1) heilSt varianzminimierend (auch ,gleichmifig

bester Schitzer®, engl. UMVU (= uniformly minimum variance unbiased) estimator), falls ftir jeden anderen er-
wartungstreuen Schitzer T fiir 7 gilt

—~

Vary[T'] < Vary[T] firalled € ©.
(In diesem Sinne ist 7" optimal und beantwortet — so existent — auf diese Weise die Frage ,, Wie gut kann man 7 ()

anhand der Beobachtungen tiberhaupt schitzen?®)

Ein einparametriges Standardmodell (d.h. © ¢ R) heif3t regulir, falls gilt:
(i) © c R ist ein offenes Intervall.
(ii) Likelihood-Funktion p(x, 9) ist strikt positiv auf ' x © und fiir jedes = ist ¥ = p(x, 1) stetig diff’bar.

(iii) Uy(x) = %log p(x, ) erfiille Iy := Vary[Uy] € (0, 00)
(Uy heifdt die ,,Scorefunktion® und Iy heiflt die Fisher-Information) und es gilt

L%p(:ﬂ,ﬁ)dw:%ﬁp(m,ﬁ)m (=0).

Weiter heifdt ein Schitzer T' regulir, wenn fiir jedes ) € O gilt

%//;T(x)p(x,ﬁ)daz:/;(T(x)%p(x,ﬁ)dx.

(Wenn X diskret ist, so ist jeweils das Integral [, ...dx durch die Summe 3,y . .. zu ersetzen.)
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Ug(x) = % log p(x,1) die Scorefunktion, Iy := Vary[Uy] die Fisher-Information.

Sei 7 : © — R ein stetig differenzierbares Parametermerkmal, 7" ein regulirer, erwartungstreuer Schitzer fiir 7 in
einem reguldren Standardmodell. Dann gilt die Cramér-Rao-Schranke:

(7'(9))?
T]>>——22 VJeO
Vary[T] > 1(9) €O,
wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn
() Uy ()

T(x)-71(0) = 109)

‘nach Harald Cramér, 1983-1985 und Calyampudi Radhakrishna Rao, *1920



