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3.3 Varianz und Kovarianz

Definition 3.12. X reelle ZV, p > 0. X besitzt p-tes Moment (auch geschrieben X € £7), wenn E[]X \P] < 00,
E| X? | heifdt das p-te Moment von X. p
[ ] ( b, Z ( P) | e

S w ol “ ,UI,.LL P
Bemerkung 3.13. Fiir p > p' > 1ist £7 ¢ £7' (denn |2}/ < 1+ [z]?), % s O (¢
S (je,u\

Renterct Lo )

Definition 3.14. Fiir X, Y € £? heift

L Var[X]:=E[(X - E[X])?] = E[X?] - (E[X])2 die Varianz von X ' .
(manchmal schreibt man auch 0% := Var[ X]), ( N7 Fb p"&"q
h “ .
\/ Var| X | die Standardabweichung (oder Streuung) von X NG\F ‘ g‘" f&_i(zl— Y
(manchmal auch oy = /0% geschrieben), Vomahileda Vo )

2. Cov[ X, Y] =E[(X -E[X])(Y -E[Y])] =E[XY] - E[X]E[Y]

die Kovarianz von X und Y.

X und Y heiflen unkorreliert, wenn Cov[ X, Y] = 0.
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Var[X]=E[(X -E[X])?],  Cov[X,Y]:=E[(X-E[X])(Y -E[Y])]

Beobachtung 3.15. 1. Wegen | XY'| < X2 + Y2 ist die Kovarianz wohldefiniert. Es gilt (offensichtlich)
Cov[X,Y] = Cov]Y, X].

2. Esist

E[XY - XE[Y]- YE[X] +E[X]E[Y]
[Y X]-E[X]E[Y]-E[Y]E[X]+E[X]E[Y]
[XY]-E[X]E[Y]

2
(und analog fiir Var[ X | = Cov[ X, X ]). &« Vaﬁ[x’l = {E[)(ll - (ELX’D

E[(X -E[X]D(Y -E[Y])]

E &=

3. Var[X] =0 < P(X=E[X])=1 5
(,,<=" ist kg fiir ,=“ wende Satz 3.4, 3. an auf die ZV (X - E[ X ])?) ( A-b U?(@’ ({:—:Od\ :Q\—:‘d

4. Var[ X] ist eine Eigenschaft der Verteilung von X, Cov[ X, Y| ist eine Eigenschaft der gemeinsamen Vertei-
lung von X und Y.
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Beispiel 3.16. 1. X ~ Ber,, Var[ X ] = NG 1 - ( =( X’B\Z = - P2
—\— F
TPl )t =p

2. X ~ Poig, soist Var[ X | = «

r\.

— K/'\/“’
'X—K /Q( > J
= 04 = A | :’.i" 0/(- =

Vor (XY= &[X*) -—Qéﬁﬂl
= ><(><»M +EX] & =
\, \—

3. X ~ Bin,,, =
ELX(X - 1)] = Y h(k - 1>(Z)p (1-p)*
=1t (1 -0 o - 1
also

Var[X] = E[X (X - 1)] + E[X] - (E[X])" = n(n - 1)p + np - (np)? = —np? +np = np(1-p)

\

o(l< ~ Lz O(k—L
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I-p
2
p

4. X ~ Geom,, p € [0,1](d.h. P(X = k) =p(1-p)*, k € Ny, vgl. Bsp. 1.21), so ist Var[ X | =

ELXOCD] = 2wl Dp G p) = (o pVp Tt (a-p
h=2

h’/‘/o/
A5 = i " lele 1 = 20p)
A i
1-t ( -
4 { _ -t
//g /'é ————:e— /({ (‘é.\ QI {3’5 T\A_;‘Z(A ho

Vow (X1 = E[X(X-0 ) « E[X] -(E(x))"
- ..="17p

2~

7

rJ
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. X ~ N,z Var[ X] = 07 (25 aith= 4= E(X])

O [?&’\ = EL ( X—/A\Z] KcG'H”/“

2 A ,_(x'/“\ be_ @
- § (x—/q\ e 257 dx o X
R \2T6T e 2= £
o= = 6
= (62 )? y
2 J%: '6’-ka
2 z
=G 2:1 /( - /2_
— e Az
R 2T
2% 2
Z - —
"6\?/2/-§ 2 (2= )l =8
B (1L \— "7
_ d ~“= 2T
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Satz 3.17 (Rechenregeln fiir Varianz und Kovarianz). Sezen X, Y, X1, Xo, ..., X, € L% a,b,c,d e R.

raX +b.cY +de L?und
Cov[aX +b,cY +d] = acCov[ X, Y],

insbesondere
Var[aX +b] = a*Var[ X]

(die Kovarianz ist eine Bilinearform, die Varianz ein quadratisches Funktional).

2. Var[ ZH:XZ] = zn:Var[Xi] + Z Cov|[X;, X,
i=1 i=1

1<1,5<n
i#]
n n
insbesondere gilt fiir paarweise unkorrelierte X, . .., X,, also Var[ X Z] = > Var[X;].
i=1 i=1

3. Sind X undY unabbingig, so gilt Cov[X,Y] = 0.

4. Es gilt

|Cov[X, Y]] < VVar[ X/ Var[Y]  (Cauchy-Schwarz-Ungleichung®)

*nach Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) und Hermann Amandus Schwarz (1843-1921)
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Beweis. 1. Z.z: Cov[aX + b,cY +d] = acCov[ X, Y]
-

= C)\I(&ch,\/-x

- \E( A XY ( — a - =
@V\X @M@cﬂ

- ac (E(xY) - E(x ) E(\])

( &X*’y— (E:(GX—HOB
—N—

E(ak) +ks”

o
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z.Z.z.:Var[gn;X] ZVM ZCOVX Xl ( jb\chLZJ‘\\/ -t 4 eln_./;>
Coi 6. E. lECX,:B = ... = ECXkB‘O < SS'kS} e
d{au\ Ay . >(ZL - Xt‘ _lE(K¢]>
Voo L =X B[ (S Y) (- o)
= Z_ X >( X:
iELX]—(—ZI\——(XX} 13’ LE:"IA
e Fy Y +> X X
\ar 1Y) = Gely X ) ¥

3. X und Y unabhingig == Cov[X,Y | =0

Ao da. gU Elxv) = B(x] &(y]
S
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4.Z2.|Cov[X,Y]| <y/Var[X]/Var[Y] (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

o Faly Yar TN) = 0 |, se ast P(Y-EN\=0) =41
/

e o CoulXNY = B((x-&0a) Y-ED) |- o

( Fowml gl 20, 0=0) k_/_\f:\o~
o Tols VTN So ahe won - SOVERY)
) \lar TV
oz g LXt Y] NarTY)
-—

Cov T+, )(“"04\(}
(\/th] b 22 CvTANT 4+ 2 Vae 1Y) - Ve (Y]
= Vo OO Vo TNY = (G TR VY -

Bemerkung 3.18. Es gilt Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung g.d.w.
es gibta,b,c € R(mita # 0 oder b # O),sodassP(aX+bY+C: O) = 1.
In diesem Fall heiflen X und Y perfekt korreliert.
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Beispiel 3.19. 1. X ~ Bin,, ,, schreibe X =Y +--- + Y}, mitY; u.iv. ~ Bery, so ist (mit Satz 3.17, 2.)
Var[X] = ) Var[Y;] = nVar[Y1] = np(1 - p)

(vgl. auch Bsp. 3.16, 3.).

o1 ( S gc,d\waa—c)
z.X~Hyp87w,n,soist\/ar[X]:np(l—p)(1—8+w_1) W W-C,:(Z—t ]2,4,\%6\)
'Z:ie.au_ h el

] a-te 723 ,QJ-ABAQ sl §
Vo = 4{"3\' X = \/'('\/—(—--+y

)

Var (X = Z\/WC\\ .= CWL\(L\(}
"

A= 4&’\’*’ (= V
\/ E\('l a CD'I?I’(&(A%'\O’&\
O;r 1 " cb\’[\(m\/z_/] Vbnd i
- = . //J (
StW o Stw —
= wpl-e) o EW-\/ 1- 'yl e B0 By
S
A _ 2 S~ 1 _ S —
V\<l/\ 'D S\ ( S+\~ , SW» S—\—-\.u St ,’ CQ‘(’WB
e~V L — N T —_ —
= _ AW/ /! h- 1
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KAPITEL 3. ERWARTUNGSWERT, VARIANZ UND KOVARIANZ S.34

3. Z reelle ZV mit M< oo und symmetrischer Verteilung, d.h. es gilt P(Z > z) = P(Z < -z) fir alle
2> 0(z.B. Z ~ Nyp), setze
Y i= 27

E[]%{%’Xébo |

)

v [V, 2) = Bl 20 27 - EIZ). BE=R] =0
_———~N— C—~—
= =C2°) =0 = O
0L N wo Z Sivdd  Ginlzewe Lok

(oher A A _Mfl; a2 )
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Definition 3.20. Seien X, Y € £2. [ ] / us- Cal*ca\a — g(ﬁ\ WoWy —
Cov| X.,Y
- ) -1.1 U .
Y N X VY] . e

heiflt Korrelationskoeffizient von X und Y (manche Autoren schreiben auch px y).

Beobachtung 3.21 (Interpretation des Korrelationskoeffizienten via ,beste lineare Vorhersage®). Es ist

min E[(Y - 01X - 50)2] =(1- K%(’Y) %né]%E[(Y - 50)2] ( =(1- /i%(’y)Var[Y]),
e~ 0

Bo.p1€R
= ((BtpaX)y

(sl Shigh)
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i B[(Y = 51X = 6)°] = (1= ik ) minE[(Y = 6o)?] (= (1= wey) Ve [Y]),

Im Sinne einer moglichst kleinen quadratischen Abweichung ist E[Y'] die beste konstante ,,Vorhersage™ von Y.
Man kann demnach um einen Faktor (1 — 3% ,-) besser vohersagen, wenn man stattdessen eine affin-lineare Funk-
tion von X verwenden darf.

Demnach (vgl. auch Bem. 3.18)
kxy|=1 < perfekter linearer Zusammenhang zwischen X und Y

kxy =1 <> perfekter linearer Zusammenhang zwischen X und Y’
mit positivem Koefhizienten

(X groferals E[ X | <= Y groferals E[Y])

kxy = -1 <> perfekter linearer Zusammenhang zwischen X und Y’
mit negativem Koefhzienten

(X groferals E[ X | <= Y kleiner als E[Y])

Nicht-lineare Zusammenhinge erfasst der Korrelationskoefhzient moglicherweise nicht korrekt (oder gar nicht),
vgl. Bsp. 3.19, 3.
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Die Scatterplots zeigen jeweils 100 simulierte Paare (X, Y"), wobei 0x = 0y = 1 und rkx y den angegebenen Wert
. . . . (49
hat. (Blau eingezeichnet ist die ,,Vorhersagegerade x = Bz + 3;.)
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Die Scatterplots zeigen jeweils 100 simulierte Paare (X, Y"), wobei 0x = 0y = 1 und rkx y den angegebenen Wert
. . . . (49
hat. (Blau eingezeichnet ist die ,,Vorhersagegerade x = Bz + 3;.)
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Die Scatterplots zeigen jeweils 100 simulierte Paare (X, Y"), wobei 0x = 0y = 1 und kx y den angegebenen Wert
. o . . (49
hat. (Blau eingezeichnet ist die ,,Vorhersagegerade“ x ~ Bz + 53;.)



