
KAPITEL 3. ERWARTUNGSWERT, VARIANZUNDKOVARIANZ S. 24

3.3 Varianz und Kovarianz

De�nition 3.12. X reelle ZV, p > 0.X besitzt p-tes Moment (auch geschriebenX ∈ Lp), wenn E�∣X ∣p� <∞.
E�Xp� heißt das p-te Moment vonX .

Bemerkung 3.13. Für p ≥ p′ ≥ 1 ist Lp ⊂ Lp′ (denn ∣x∣p′ ≤ 1 + ∣x∣p).
De�nition 3.14. FürX,Y ∈ L2 heißt
1. Var[X] ∶= E�(X −E[X])2� = E�X2� − �E[X]�2 dieVarianz vonX
(manchmal schreibt man auch σ2

X ∶= Var[X]),√
Var[X] die Standardabweichung (oder Streuung) vonX

(manchmal auch σX =√
σ2
X geschrieben),

2. Cov[X,Y ] ∶= E�(X −E[X])(Y −E[Y ])� = E[XY ] −E[X]E[Y ]
dieKovarianz vonX und Y .

X und Y heißen unkorreliert, wennCov[X,Y ] = 0.
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Var[X] = E�(X −E[X])2�, Cov[X,Y ] ∶= E�(X −E[X])(Y −E[Y ])�
Beobachtung 3.15. 1. Wegen ∣XY ∣ ≤ X2 + Y 2 ist die Kovarianz wohlde�niert. Es gilt (o�ensichtlich)

Cov[X,Y ] = Cov[Y,X].

2. Es ist

E�(X −E[X])(Y −E[Y ])� = E�XY −XE[Y ] − Y E[X] +E[X]E[Y ]�= E[Y X] −E[X]E[Y ] −E[Y ]E[X] +E[X]E[Y ]= E[XY ] −E[X]E[Y ]
(und analog fürVar[X] = Cov[X,X]).

3. Var[X] = 0 ⇐⇒ P�X = E[X]� = 1
(”⇐“ ist klar, für ”⇒“ wende Satz 3.4, 3. an auf die ZV (X −E[X])2)

4. Var[X] ist eine Eigenschaft der Verteilung vonX , Cov[X,Y ] ist eine Eigenschaft der gemeinsamen Vertei-
lung vonX und Y .
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Beispiel 3.16. 1.X ∼ Berp,Var[X] =

2.X ∼ Poiα, so istVar[X] = α

3. X ∼ Binn,p,

E[X(X − 1)] = n�
k=0k(k − 1)�n

k
�pk(1 − p)n−k

= n(n − 1)p2 n�
k=2�

n − 2

k − 2
�pk−2(1 − p)(n−2)−(k−2) = n(n − 1)p2

also

Var[X] = E�X(X − 1)� +E[X] − �E[X]�2 = n(n − 1)p2 + np − (np)2 = −np2 + np = np(1 − p)
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4.X ∼ Geomp, p ∈ [0, 1] (d.h. P (X = k) = p(1 − p)k, k ∈ N0, vgl. Bsp. 1.21), so istVar[X] = 1 − p

p2
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5.X ∼ Nµ,σ2,Var[X] = σ2
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Satz 3.17 (Rechenregeln für Varianz und Kovarianz). SeienX,Y, X1,X2, . . . ,Xn ∈ L2, a, b, c, d ∈ R.
1. aX + b, cY + d ∈ L2 und

Cov[aX + b, cY + d] = acCov[X,Y ],
insbesondere

Var[aX + b] = a2Var[X]
(die Kovarianz ist eine Bilinearform, die Varianz ein quadratisches Funktional).

2.Var� n�
i=1Xi� = n�

i=1Var[Xi] + �
1≤i,j≤n
i≠j

Cov[Xi,Xj],

insbesondere gilt für paarweise unkorrelierteX1, . . . ,Xn alsoVar� n�
i=1Xi� = n�

i=1Var[Xi].
3. SindX und Y unabhängig, so giltCov[X,Y ] = 0.
4. Es gilt �Cov[X,Y ]� ≤ √

Var[X]√Var[Y ] (Cauchy-Schwarz-Ungleichung2)

2nach Augustin-Louis Cauchy (1789–1857) und Hermann Amandus Schwarz (1843–1921)
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Beweis. 1. Z.z:Cov[aX + b, cY + d] = acCov[X,Y ]
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2. Z.z.:Var� n�
i=1Xi� = n�

i=1Var[Xi] + n�
i≠j Cov[Xi,Xj]

3.X und Y unabhängig�⇒Cov[X,Y ] = 0
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4. Z.z. �Cov[X,Y ]� ≤ √
Var[X]√Var[Y ] (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

Bemerkung 3.18. Es gilt Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung g.d.w.

es gibt a, b, c ∈ R (mit a ≠ 0 oder b ≠ 0), so dass P�aX + bY + c = 0� = 1.
In diesem Fall heißenX und Y perfekt korreliert.
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Beispiel 3.19. 1. X ∼ Binn,p, schreibeX = Y1 +⋯ + Yn mit Yi u.i.v. ∼ Berp, so ist (mit Satz 3.17, 2.)

Var[X] = n�
i=1Var[Yi] = nVar[Y1] = np(1 − p)

(vgl. auch Bsp. 3.16, 3.).

2. X ∼ Hyps,w,n, so istVar[X] = np(1 − p)�1 − n − 1

s +w − 1
�
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3. Z reelle ZV mit E�∣X ∣3� < ∞ und symmetrischer Verteilung, d.h. es gilt P (Z > z) = P (Z < −z) für alle
z ≥ 0 (z.B.Z ∼ N0,1), setze

Y ∶= Z2,
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De�nition 3.20. SeienX,Y ∈ L2.
κX,Y ∶= Cov[X,Y ]√

Var[X]Var[Y ] ∈ [−1, 1]
heißtKorrelationskoeffizient vonX und Y (manche Autoren schreiben auch ρX,Y ).

Beobachtung 3.21 (Interpretation des Korrelationskoe�zienten via ”beste lineare Vorhersage“). Es ist

min
β0,β1∈RE�(Y − β1X − β0)2� = (1 − κ2

X,Y )min
β0∈RE�(Y − β0)2� � = (1 − κ2

X,Y )Var[Y ]�,
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min
β0,β1∈RE�(Y − β1X − β0)2� = (1 − κ2

X,Y )min
β0∈RE�(Y − β0)2� � = (1 − κ2

X,Y )Var[Y ]�,
Im Sinne einer möglichst kleinen quadratischen Abweichung ist E[Y ] die beste konstante ”Vorhersage“ von Y .
Man kann demnach um einen Faktor (1−κ2

X,Y ) besser vohersagen, wennman stattdessen eine a�n-lineare Funk-
tion vonX verwenden darf.

Demnach (vgl. auch Bem. 3.18)

∣κX,Y ∣ = 1 ↔ perfekter linearer Zusammenhang zwischenX und Y

κX,Y = 1 ↔ perfekter linearer Zusammenhang zwischenX und Y
mit positivem Koe�zienten
(X größer als E[X] ⇐⇒ Y größer als E[Y ])

κX,Y = −1 ↔ perfekter linearer Zusammenhang zwischenX und Y
mit negativem Koe�zienten
(X größer als E[X] ⇐⇒ Y kleiner als E[Y ])

Nicht-lineare Zusammenhänge erfasst der Korrelationskoe�zient möglicherweise nicht korrekt (oder gar nicht),
vgl. Bsp. 3.19, 3.
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Die Scatterplots zeigen jeweils 100 simulierte Paare (X,Y ), wobei σX = σY = 1 und κX,Y den angegebenenWert
hat. (Blau eingezeichnet ist die ”Vorhersagegerade“ x ↦ β∗

1x + β∗
0 .)



KAPITEL 3. ERWARTUNGSWERT, VARIANZUNDKOVARIANZ S. 38

κX,Y = 1

-3 -2 -1 0 1 2 3

-3
-2

-1
0

1
2

3

X

Y
κX,Y = −0.5

-3 -2 -1 0 1 2 3

-3
-2

-1
0

1
2

3

X

Y

κX,Y = −0.8

-3 -2 -1 0 1 2 3

-3
-2

-1
0

1
2

3

X

Y
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