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Beispiel 1.22 (Negative Binomialverteilung, auch Pascal-Verteilung genannt). Fiir € (0,00),p € (0,1) ist

NegBin,, (1)) = () D' -p)t, ey

wobei (/) = (_T)(_r_lg{;!"(_r_kﬂ) ( = (—1)’“(”];_1) fiir r € N).

NegBinr’p({k}) ist die W’keit, insgesamt k& Misserfolge vor dem r-ten Erfolg in einer p-Miinzwurffolge zu sehen
(NegBin, ,, = Geom,).
(Beachte

o0

D, (_]:)(—1)%7"(1 —p)f=p(l+p-1)"=1

k=0
und allg. firr > 0 Y272, (_kr)a:k = (1 + )" (fur |z| < 1) mittels Taylor-Entwicklung in © = 0 bzw. allgemeinem
Binomischem Lehrsatz.)

Beispiel 1.23 (Multinomialverteilung). s € {2,3,... },p1,...,ps € [0, 1], p1 + -+ ps=1,n €N,
Q={(kp,ousks) NS kg + o+ kg =n},

\
s

Multig,.... ps({(’fh---vks)}):(m ... k\)plflp?"'pgs

Interpetation: n Ziige mit Zuriicklegen ohne Beachtung der Reihenfolge aus einer Urne mit s Kugeln (s versc

\
\_L

dene ,Farben®), Farbe ¢ wird mit W’keit p; gezogen), obiges ist die W’keit, genau k;-mal Farbe 7 zu ziehen fiir

i=1,2,...,s
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Beispiel 1.24 (Poissonverteilung®). A € (0, 00), (
‘O-e_a(,&}t’/-‘

k
PoiA({k})ze‘A%, keNy -Zoo ”,/\'j_fé})
| K=06 .|

Proposition 1.25 (Poissonapproximation der Binomialverteilung). Seien p, € [0, 1] mit p, - 0 und np,, - X €

(0, 00) fiirmn — oo, so gilt fiir jedes k € N

gBinn’pn({k}) > PoiA({k}).

T—>00

/'\——-"\/
s [N k w—le (n=2) — - (n =k
. (\c P (1- {7»3 = A (n-keet)

i) n

W W
"
-~ C /l — P " \ ~/ ( /l — D)
. — W 4
. . . . . . * . h . . u—7 v ‘\ .
Prop. 1.25 motiviert, warum die Poissonverteilung oft in Anwendungssituationen vorkommt, in denen man viele
unabhingige Ereignisse betrachtet, von denen jedes nur mit einer sehr kleinen Wkeit eintritt — man denke etwa

an Schidensfille bei Versicherungen, Zerfallsereignisse in einer Probe radioaktiven Materials oder an genetische
Mutationen.

8nach Siméon Denis Poisson, 1781-1840
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Beispiel 1.26. L. von Bortkewitsch® berichtete in seinem Buch Das Gesetz der kleinen Zablen, Teubner, 1898 ver-

schiedene Datensitze, die gut zur Poissonverteilung passen.

Speziell in § 12, 4. (,,Die durch Schlag eines Pferdes im preuflischen Heere getoteten) werden fiir 20 Jahre (1875
1894) und 10 Armeekops der preuffischen Kavallerie, also insgesamt 20 - 10 = 200 ,Korpsjahre berichtet, in wie-
vielen davon sich « Todesfille durch Schlag eines Pferds ereigneten (Tabelle b) auf S. 25):

Ergebnis | Anz. ,Korpsjahre*
0 109
I 65
2 22
3 3
4 I
25 o]

?Ladislaus von Bortkewitsch, 1868-1931
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Angenommen, die Anzahl durch Schlag eines Pferdes wihrend eines Jahres in einem Korps getoteter Soldaten
wire Poiy-verteilt mit A = 0,61, so wiirden wir das Resultat  je 200 x Poij g1 (2 )-mal erwarten:

Ergebnis x | Anz. ,,Korpsjahre® | 200 x Poig g1 ()
0 109 108,67
I 65 66,29
2 22 20,22
3 3 411
4 0,63
25 o) 0,08

Von Bortkewitsch, a.a.0., S. 25 schreibt: ,Die Kongruenz der Theorie mit der Erfahrung lisst [...], wie man sicht,
nichts zu winschen Gbrig.”

N G (\= 0,61 Q

/109 S =y ﬁ—.g A B
R'O+ﬁ'i+ 260 21 oo _JFZOOL'L O/61
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1.4 Zufallsvariablen

Zufallsvariablen (oft abgekiirzt ZV; manchmal auch Zufallsgréflen gennant) sind (in einem gewissen Sinn sogar:
die) ,Fundamentalobjekte® der Stochastik'™, sie sind zudem oft sehr angenehm zum Rechnen/Notieren und zum
intuitiven Argumentieren tiber zufillige Vorginge.

So kann man die Beispiel-Instanzen aus Beispiel 1.4 auch folgendermaflen aussprechen:

1. (a) Sei W das Ergebnis eines Wurfs eines fairen Ger-Wiirfels (Wertebereich {1,2,3,4,5,6}).
(b) Werte Wiirfel dreimal, seien Wy, W5, W3 Ergebnisse des 1., 2., 3. Wurfs des Wiirfels
(W = (W1, Wy, W3) hat Wertebereich {1,2,3,4,5,6}3).
(c) n verschiedene Objekte in zufilliger Reihenfolge: Sei X = (X1, Xo,. .., X)) eine zufillige Permutation

vonl,2,....,n
(Wertebereich { (1,22, ...,2,) : @1,...,2, € {1,2,...,n} paarweise verschieden }).

2. Sei M das Ergebnis eines (moglicherweise verfilschten) Miinzwurfs (Wertebereich { Kopf, Zahl}).

3. Wihle uniform eine Email aus meiner Inbox (die deutsche und englische Emails enthilt, die jeweils Spam sein
konnen oder nicht), sei X die Sprache und Y der Spam-Status der betrachteten Email

((X,Y) hat Wertebereich {Deutsch,Englisch} x {Spam, keinSpam})

4. Wir werfen eine faire Miinze, bis zum ersten Mal Kopf kommt. G zihlt, wie oft bis dahin Zahl gefallen ist
(Wertebereich Ny).

**Man kann ein Zufallsexperiment auch stets auffassen als: ,Der Zufall wihlt aus einer Menge S méglicher Realisierungen der Zufallsvariable X eine aus“ und sich in diesem Sinn den ,,Umweg"
tber die Diskussion von Ereignissen und Wahrscheinlichkeitsriume (zunichst) ersparen, tatsichlich stellt das Buch von Kersting & Wakolbinger [KW] Zufallsvariablen auch gleich an den Anfang
der Diskussion; die beiden Zuginge sind logisch dquivalent, unterscheiden sich aber etwas in der ,,Betonung®. Siehe auch Bemerkung 1.36 unten.
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Beispiel 1.277. Wir werfen 2 Wiirfel (naheliegende Modellierung: 2 = {1,2,...,6}? [und F = 2%, P=uniforme
Verteilung auf (1]) und beobachten die Augensumme, nennen wir sie .X.

Wir kénnten tibergehen zu €' = {2.3,....12} [und entsprechendem P’({z}) =
X : Q2 —

w

() = (wl,wg) = W+ Wy

7 :
|”T |] oder wir betrachten

und Ereignisse

(X =2} :={(w,w) €eQ:w+wy=x} firz=2,3,...,12.

(\)M LW A N, (N %bﬁc,oatf/v b,m,\lm\/
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Definition 1.28. ({2, F, P) ein W’raum, (5, S) ein messbarer Raum (der ,,Wertebereich®).
Eine Abbildung X : {2 — S heifSt eine Zufallsvariable (mit Wertebereich '), wenn gilt

VBeS: X '(B)={weQ: X(w)eB}eF.

(im Sinne der Maf$theorie ist X eine messbare (strikt: eine F-S)-messbare Abbildung von {2 nach S')

= ey

Wir schreiben

{X e B}:=X"YB)
fiir das Ereignis , X nimmt einen Wert in B an“ und abkiirzend oft auch {X =z} := {X e{z }}, im Fall 5 = R
oftauch {X <z} := {X £ (—oo,x]}, etc.

Im Fall reellwertiger Zufallsvariablen lassen wir oft auch die Werte +0o oder —co zu (Ubergang von S = R zu

S =R).

Ubliche Notationskonvention: ZV. werden meist mit Grofbuchstaben benannt, mogliche Werte (,,Realisierun-
gen“) mitKleinbuchstaben.
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Bericht 1.29. 1. Wenn €2 und S abzihlbar sind (und wir in kanonischer Weise die jeweiligen Potenzmengen als
g-Algebren verwenden), so ist jede Funktion eine Zufallsvariable.

2.Sei S = (&) fiirein € c 2°, dann ist X eine Zufallsvariable, sofern gilt
VOe&: X1 (C)eF

(d.h. es gentigt Messbarkeit auf einer Erzeugermenge der o-Algebra zu priifen, speziell fiir S = R [oder R] fiir Men-
gen der Form (—o0,z]),denn {B c S : X~!(B) € F} ist eine o-Algebra (Ubung), umfasst nach Voraussetzung
£.

3. Im Fall Q = R™, S = RY (jeweils mit der zugehdrigen Borel-o-Algebra versehen) ist jede stetige Abbildung
f:Q - S messbar

[ dome B R?) =6 (% ale ffonon Monge-3)

O skhgn £ Ay 47(D) operm
e O Wm-)

Tlv B C 10,4y

Beispiel 1.30 (Indikatorvariable). A € F,1,4:Q — {0, 1}, /ﬂ -1 ( B> £, (B2
L) < B Bl et A A, BeW
W)= c
- 0, fallsw¢ A Q Ay Byl

—
1 4 heifdt die Indikatorvariable des Ereignisses A. Va )'é ) B= }é
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Zufallsvariablen sind nicht zuletzt deshalb niitzlich fiir die Modellierung zufilliger Vorginge, weil man mit ihnen
g g gang

gewissermafSen genauso operieren und jrechnen® kann wie mit anderen Variablen (oder ,,unbestimmten GréfSen)

in der Mathematik:

Beobachtung 1.31 (Rechnen mit ZVn). Sind X, X5, ... reelle ZVn, so sind auch

(X1, X2), X1+ X, X1 = Xy, X1 - Xo, X1 A Xy, X1 v X,
suan,men,hmsupX und liminf X, ( X /\X

n—>00 n—0c0

Zufallsvariablen. = Ml

Derur { )(4)X>e(—wmx('w/><37] Mu,b::ff)

%X,,{—_X,‘j} zxzéX& e 3
o -

T <F
Qlie. A‘Obﬂﬂdﬂ\kz‘w Q&,M%—r\ X, X — B XK, :
B sleds
D X, -X, - ke, p
i sup Kn £x Y = n i&ﬁ% ST | puelay W ﬂujcww,;(
Insbesondere kénnen wir das Ereignis a2 /&'MSRY) X _ /\""Sf S:;(; ) w

n—>00 n— 00

{Xn konvergiert} = {limsupX < liminf X } ( {( lim sup Xn,hm me ) {(aj,y) ER < y}}

sinnvoll betrachten.



