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3.4 Median(e)

Definition 3.22. X reelle ZV, m heifit (ein) Median von X (auch ,Zentralwert®, manchmal auch my geschrie-
ben), wenn gilt

1
P(sz)z§ und P(X <m) >

DN | —

Ein Median existiert stets, auch wenn X keinen Erwartungswert besitzt.

Man kann den Median als eine ,robustere® Antwort auf die Aufgabe, fiir eine ZV nur einen ,typischen Wert*
anzugeben, ansehen. Allerdings gibt es fiir Mediane keine so angenehmen Rechenregeln, wie sie Satz 3.4 fiir den
Erwartungswert liefert.
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Beispiel 3.23. 1. X ~ Expj hat Dichte fe %1, (), Verteilungsfunktion (1 - 7)1 o)(x), demnach ist der
(eindeutig bestimmte) Median m = % log 2.
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\ |

Verteilungstunktion von Exp,
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2. X Cauchy-verteilt mit Dichte %H—lﬂ, Verteilungsfunktion 31 arctan(z), der (eindeutig bestimmte) Median ist

m = 0.
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Verteilungstnktion von Cauch
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3. X ~ Unif{1,2,...,6}

I

Verteilungstunktion von unit 1y
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Jeder Wert m € [3, 4] ist ein Median (und die vielleicht ,kanonischste” Wahl wire m = 3,5).

4. X ~ Bing 1/3 hat Median 1

Verteilungstunktion von Bing ;
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Bemerkung 3.24. Sei X € L. ( Zon. \Jera 20, S
1. Jeder Median von X ist ein Minimierer von a — E[|X —d]. p = ( (X \2 }
= —a

2. Fiir jeden Median m ist [E[ X ] - m| < v/ Var[ X ]. v duvdl
a= B
%{D\US A~ mn
X-al - Kol Ay (a-X)-(m - %)

= (a-m")
- Ay (- e
E [ 1X=al) = BOX-wl) 5 (2= nD(POC£m)~Plon)

£ 1
&VL“ZOD) /((aug 64 < . 7/ O

21, ’

2

/.
s LECXY - ] 2 E[ 1wl = B[ (X-€[A]

. <NE[(x-EX]
( amt %5:@.,—— ody, Ca\»oaua/ Sc,&waw1~u”‘?)’('
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3.5 Erzeugende Funktionen*

Definition 3.25. Sei X eine ZV mit Werten in N,
ox(s) = ]E[SX] = ZS”P(X =n), se[0,1].
n=0

heifdt die erzengende Funktion von X.
Analog ist fiir ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ p auf Ny die erzeugende Funktion

oul(s) = i s'u({n}).

Beobachtung. ¢ x (und genauso ¢,,) ist zumindest fiir s € [0, 1] wohldefiniert mit 0 < px(s) <1 = px(1), ist
auf [0, 1) glate, ist konvex (strikt konvex, sofern P(X > 1) > 0 bzw. u({2,3,...}) > 0).
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Satz 3.26 (Momentenbestimmung mittels der erzeugenden Funktion).

L P(X =n) = %8( 2 O v e Ny, insbesondere ist Z(X) durch o eindentig bestimm.

2. E[X] = ¢ (1) (sofern existent)

3. E[X (X =1)] = 9'%(1), insbesondere ist Var[ X | = ¢4 (1) + E[ X ] - (]E[X])2 (sofern existent)
Beweis. 1. Wegen 0 < P(X = k) und Y72, P(X = k) = 1 hat die Potenzreihe

gs’ﬂ?(x - k) = ox(s)

mindestens Konvergenzradius 1. Aus der Analysis ist bekannt, dass sie somit an jeder Stelle s mit |s| < 1 (n-mal)
gliedweise differenziert werden kann und es gilt
dnr

d—sﬁx(s)‘zk(k Dew(li—n+ 1) P(X = k),

also fiirs =0 n
d—cpx(()) n!P(X =n).

2. Fiir 0 < s < 1 ist nach obigem
Py(s) =Y ns"'P(X =n) =E[Xs*].
n=1

Fir s ~ 1 steigt die rechte Seite monoton auf gegen Y., nP(X = n), wenn ¢x in s = 1 differenzierbar ist,
konvergiert die linke Seite gegen ¢'(1-) = ¢'(1).
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(Da px konvex istin [0, 1), existiert
P (1=) = lim @'y (5) € (~00, 00]

stets, und wir sehen aus obigem Argument, dass E[ X | < oo <= ¢/ (1-) < 00.)

3. Analogistfiir0 < s <1
P(s)=> n(n-1)s"*P(X =n) = E[X(X _ 1)SX—2]
n=2

und sofern @y in s = 1 zweimal differenzierbar ist, folgt die Behauptung mit s .~ 1.

(Wie oben ist ¢’ (1-) < 00 <= ]E[X(X — 1)] < 00.) []
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Satz 3.27. X1, ..., X, unabbiingige, No-wertige ZVn, so ist
¢X1+"'+Xm(5) - QOX1(S) . QOXQ(S) IR SOXm(S)
Analog gilt fiir W’mafSe i1, pia, . . ., by anf Ny
Ppuyrmosyio (8) = Ly (8) -+ 0y, (5)
Beweis. Fiir s € [0, 1] ist
E[SX1+...+Xm] _ E[SXl ) SXQ"'SXm:I _ EI:SXl] . E[SXQ:I“'E[SXWL:I

mit Satz 3.4, 4. []

Beispiel 3.28. 1. X ~ Ber,, ox(s)=ps+1-p
2. X ~ Bin,p, ox(s) = (ps+1-p)* = (1 -p(1-s))" (explizite Rechnung oder verwende Satz 3.27)
3. X ~ Poiy, ox(s) = X2 e‘A%S” = e Aers = e=A(1-9)

4. X ~ Geomy, px(5) = X2 p(1 = p)"s" = 1753
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Beispiel 3.29 (Eine Skizze zu Galton-Watson-Prozessen). Wir beobachten zunichst: Sei X Ny-wertig, X7, Xo, . ..
u.iv. Kopien von X, davon unabhingig Y Ny-wertig, Z := ¥.1_; X; (mit Interpretation Z = 0 auf {Y = 0}), dann

ist pz(s) = ¢y (px(s)), denn

B)- 3 5 P(Z=2)= 2 Y 5 P(Z=2Y -0)

z=0y=0
:ZZ Z SSP(Y =y, X1 =21,..., X, =1,)
2=01y=0
x1,...,2y€Np
T+ Ty=2
Z Z Z g1t ”yP(Y y)P()(1 = 331) P(X aiy)
z=0y=0 x1,...,2y€Np
r1t-+Ty=2z
- PO =) 3 3 DX =) P =2,
xr1= =0 ij

=3 P(Y = 9)(ox(2)) = pr(x(s)).

Man findet daraus (zusammen mit Satz 3.26, 2.) insbesondere die Wald’sche Identitit (zumindest im Fall Nj-
wertiger Summanden):

E[Z] = ¢7(1) = oy (ex(1)) @k (1) = oy (1)@ (1) = E[Y JE[X].
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Seien nun X, ;, n, 7 € N u.iv. Kopien einer Ng-wertigen ZV X (mitm := E[ X ] = ¢/ (1) < cound P(X =1) <

1), setze
Zn-1

Zo=1, Zn=> X,; firneN,

=1
Interpretation: Z,, ist die Grofle der n-ten Generation in einer Population, in der jedes Individuum unabhingig
eine zufillige, wie X verteilte Anzahl Nachkommen hat. (Man nennt (Z,, )y, auch einen Verzweigungsprozess
oder Galton-Watson-Prozess.)

Aus der Definition (zusammen mit obiger Beobachtung und Satz 3.26) findet man induktiv

p7,(8) = (iPX OPx 00 SO)S)(S) und E[Z,] =} (1)=m".

Y

n-fache Hintereinanderausfithrung
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Z = (Zy)n heillt subkritisch, wenn m < 1, kritisch, wenn m = 1, superkritisch, wenn m > 1.

Seiq, = P(Z,=0) =z (0), offenbar ist ¢,, < g+1 (denn {Z,, =0} c {Z,,41 = 0}) und
In 7 nsoo q = P( U{Z. = O}) = P(Z stirbt aus).
n=1

Tatsichlich gilt
P(Z stitbtaus) =1 <= m < 1. (3.1)

Wegen ¢,+1 = px(gn) folgt mit n - oo und Stetigkeit von ¢x, dass ¢ = ¢x(q), dh. ¢ = lim,,,« gy, ist ein
Fixpunkt von .

Sei ¢ = px(q) ein (mdglicherweise anderer) Fixpunkt von ¢x, dann ist 0 = gy < ¢, n-malige Anwendung von @ x
liefert
qn < px(q) = qfurallen, dh.qistder kleinste Fixpunkt von ¢ x

Da ¢y konvex ist (und n. Vor. px(s) # ), gilt:
wennm = 'y (1) < 1,so0ist ¢ = 1 der einzige Fixpunktin [0, 1]
wennm = ¢ (1) > 1,s0ist 0 < ¢ < 1 und die Fixpunkte sind {q, 1}
(Details als Ubung)
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Historische Anmerkung. Diese Art von zufilligen Populationsprozessen wird iiblicherweise in der mathematischen Literatur nach Sir
Francis Galton (1822-1911) und Henry William Watson (1827-1903) benannt, die die Eigenschaft (3.1) untersuchten: Galton stellte dazu
eine Aufgabe, ,,Problem 4001, in der Ausgabe vom April 1873 der Zeitschrift Educational times, in der er nach der Wahrscheinlichkeit des
Aussterbens eines Familiennamens fragte (man lese Z,, als die Anzahl der minnlichen Nachkommen eines, sagen wir adeligen, Stammva-
ters in der n-ten Generation, in Galtons gesellschaftlich-historischem Kontext war klar, dass es fiir die Namensfrage gentigt, die Anzahl
der S6hne zu untersuchen). Watson sandte einen — fast richtigen — Losungsvorschlag, den die beiden dann gemeinsam in dem Artikel
»On the probability of the extinction of families*, /. Roy. Anthropol. Inst., 4 (1874), 138—144 verdftentlichten.

Die Geschichte des Studiums der Verzweigungsprozesse ist nicht allzu geradlinig verlaufen: Wie sich im Nachhinein herausstellte, hat-
ten Galton und Watson zwar den Fall m < 1 richtig behandelt, nicht aber den Fall m > 1, obwohl der franzésische Mathematiker und
Statistiker Irénée-Jules Bienaymé (1796-1878) das Problem bereits 1845 korrekt gelost hatte — sein Artikel dartiber war in Vergessenheit
geraten. Die Frage, unter welchen Bedingungen P(Z stirbt aus) = 1 gilt, ist wohl derart natiirlich, dass sie im Lauf der Zeit von ver-
schiedenen Autoren unabhingig und mit verschiedenen Interpretationen ,entdeckt” und auch beantwortet wurde; siche dazu David
Kendall, The genealogy of genealogy: branching processes before (and after) 1873. With a French appendix containing Bienaymé’s pa-
per of 184s, Bull. London Math. Soc., 7 (1975), no. 3, 225253 und die lesenswerten Vortragsnotizen von Peter Jagers, Some Notes on the
History of Branching Processes, from my Perspective. Lecture at the Oberwolfach Symposium on Random Trees, 18—24 January, 2009
http://www.math.chalmers.se/~jagers/BranchingHistory.pdf

Ohne Zweifel hat die Frage nach dem Aussterben (adeliger) Familiennamen Menschen schon lange vor Galton und Watson beschiftigt,
so schreibt Jane Austen (1775-1817) in ihrem Roman Persuasion Gber den Vater der Protagonistin (der sich offenbar gerne mit dem in
durch (3.1) im Fall m < 1 beschriebenen Phinomen beschiftigte, auch wenn er es sicherlich nicht als mathematische Frage auffasste):

“Sir Walter Elliot, of Kellynch Hall, in Somersetshire, was a man who, for his own amusement, never took up any book but
the Baronetage; ... there his faculties were roused into admiration and respect, by contemplating the limited remnant of
the earliest patents ...”



Kapitel 4

Gesetz der grofien Zahlen

Satz q4.1. X reelle ZV f : [0, 00) — [0, 00) monoton wachsend.
1. Fira > 0mit f(a) > 0 gilt

P(|X| > a) < %E[fﬂXD] (Markov'-Ungleichunyg). (4.1)
a
2. Fiir X € L? gilt
P(|X -E[X]| > a) < Var[ X] (Chebyshev*-Ungleichung). (4.2)

A a2

A . V.- /ﬂi!X/va& L0 Jaw. st S 2 {((X(\
=7 E(y] = ()P (X =a) £ E(40xD]

= o Y]
2. ek Xo= X-EDT wd ) =67 A
B . PLIX-E[N50) = RUXIZa) £ 5>
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Korollar 4.2. . X1, Xy, --- € L2 seien paarweise unkorreliert mit

sup Var[ X, ] <0 < oo,

dann gilt fiir e > 0

8 n n—>00

P(|%Zn:(Xi—]E[XZ-]) >5) gQi(—w). (4.3)

1=1

2. Speziell gilt fiir X1, Xo,--- € L% u.iv. mit p.:= E[Xﬂ] und 0 := Var[ X ] (< o0)

P(‘Xﬁr'?'l'

+X o2
“opl>e) <5 —0 (4.4)
£2n n—oo

(schwaches Gesetz der grofSen Zahlen).

1. Ve z@c e(x\)  EHY) -

Vw4 S e B vo < 8
= Var (X: ]2 O
Obw« \fwm %[ngguv, u%-
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Definition 4.3. Seien X1, Xy, ..., X relle ZVn (auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (§2,.%, P)
definiert).

1. (X)) new konvergiert stochastisch gegen X, auch geschrieben

stoch.
X, — X,

T—> 00

(auch X,, — X stoch. oder X, Iox ) wenn gilt

n—oo n—-oo

Ve>0: lim P(|X,-X]|>¢)=0.

n—>00

2. (X)) new konvergiert fast sicher gegen X, auch geschrieben

X, 2 X, ( fl:n'uue,w%

(oder X,, — X fastsicher / f.s.) wenn gilt <X “ X"Fc-éaa Ve~
o \/ﬁ&@n,\ %_C’\(’\Q"‘-)
P(X, — X) =1 o —> % (<)
h— ve
Beachte: Lot

{Xn—>X}: N UnN {|Xm—X|S8} ist ein Ereignis. \{9_70 aho‘-

neee ge@n(0,00) neN m2n
Wir kénnen Kor. 4.2, 2. aussprechen als 71 | X x| <<€
X1+ -+ X)) stoch.
/ 1 - - :O:OO H Nun=w o>

£e @anlow)
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Beobachtung 4.4. X, » X f.s. = X, — X stoch., die Umkehrung gilt i.A. nicht.

%a/\)(Xu"\ \(w:/l— ) Z >0

n—>y o=

PlX %1 ve) P (U TiX-xI>58)

M Zn
\{/\/\/—>(>0
v G%b&sw& P (1% Xl >z ?&“
e UV‘*-‘Q‘/O‘”‘“"“D | pnernd i veds w) = O

><'|, XL/ Xg,_._ SLue h.a., >(|,, r’@@.‘/d/v\

?</XM'O}>£3: P(Xfof%\ /l/—\t'ZD ,%&i};‘

Ms 0 G S 6
(é 4 A./L_) X\,\ —2 S

?( Xh:/\ J(Iiv w\xxvau. ey \,\y =/ we MQ, Opnedl

X (Zh=) )
TERY-
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Man kann mit konvergenten Folgen ,wie gewohnt“ rechnen:

Lemma 4.5. X1, Xo,..., Y1, Yo, ..., X\ Y reclle ZVn, (ay,)nen Folge von reellen Zablen mit a,, - a € R, es gelte
X, = X stochastisch (bzw. fast sicher) undY,, — Y stochastisch (bzw. fast sicher). Dann gilt auch

X + Y, — X +Y stochastisch (bzw. fast sicher), (4.5)
an Xy —> aX stochastisch (bzw. fast sicher). (4.6)
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Die Aussage von Korollar 4.2 gilt tatsichlich auch fiir den stirkeren Begriff der fast sicheren Konvergenz:

Satz 4.6 (Eine Version des starken Gesetzes der grofien Zahlen). I der Situation von Kor. 4.2, 1. gilt

(Xi —~ E[XZ]) —> 0 fast sicher, (4.7)

n
" n—> 00
1=1

insbesondere gilt fiir X1, Xo,--- € L2uiv. mit B[ X1] = p
X1+ + Xn

n n—

SIS

> [ fast sicher. (4.8)

Den Beweis betrachten wir als Erginzung in Abschnitt 4.1.

Beispiel 4.7 (Borels® Gesetz {iber normale Zahlen, 1909). Sei U ~ Unifyg ), X; die i-te Ziffer in der (nicht-
abbrechenden) Dezimaldarstellung von U (d.h. U = Y 72; X; 107).

Danngiltfirg=0,1,...,9:

1 1
%|{1 <1<n: Xi = Q}‘ — 1—0 fast sicher.

n—>00

Beweis. X1, Xo, ... sind ua., X; ~ Unifyg; o1, alsosind 1yx,-pr, % = 1,2, ... uiv, Bery, die Beh. folgt aus
Satz 4.6. []

Bericht 4.8. Das starke Gesetz der groflen Zahlen gilt tatsichlich auch ohne £2-Annahme:
Fuar Xl, XQ, o€ Ll uiv. mit E[Xl] =M gilt

X1 +-+X,

n n—

i fast sicher.
(0 ¢]

3Emile Borel, 1871-1956
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4.1 Beweis von Satz 4.6*

Die Aussage von Satz 4.6 (das starke Gesetz der groflen Zahlen fiir unkorrelierte ZVn) lautete: Sind X1, X, --- € £?
seien paarweise unkorrelierte ZVn mit
sup Var[ X,,] €0 < o0

dann gilt

% > (X -E[X,]) —0 fast sicher (4.9)
i=1

Wir wollen hier als Erginzung den Beweis betrachten.

Beweis von Satz 4.6. Sei o.E. E[ X;] = 0, sonst betrachte X! := X; - E[X;], setze
BT
n *— n Z:1 7°

1. Schritt: Zeige

S,2 — 0 fis.
n—>00
Fiir € > 0 zeigt Kor. 4.2, 1.
0
P(|Sn2| > 6) < W,

also
P(|Sn2| > ¢ fiir co-viele n) =0

(mit Borel-Cantelli-Lemma (Satz 2.30),da ), ﬁ < 00) und somit

P({Sn2 — O}C) < P( U {|Sn2] > ¢ fiir co-viele n}) =0.

£€Qn(0,00)
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2. Schritt: Zum € Nwihlen = n(m) mitn?<m < (n+1)%

5 0(m-n?)
(‘mSm n-S 2‘ > em) €2m2\/ar[n ;n)f] I
. Y X,
n2<zz':£m
somit

> P(‘mSm n(m)?S n(m)2 > em)
m=1

H (n+1)2-1 _ng H & 1 n+1)2—1—n . 2n(2n+1)
<2 DY Z 2 Z >

n=1 m=n2 J=1
2 (;n+1)

demnach gilt (wie im 1. Schritt)

2
P(Sm - msn(m)Q — 0 =

) =1,
m m—00
dies zusammen mit dem 1. Schritt und Lemma 4.5 zeigt .S,,, — 0 f.s. ftir m — oo.

n(z)z N

Es ist nimlich ftr € > 0 wegen Mmoo 1

A, :={|Sp| > € fiir co-viele m }

n(m)*

S

c {|Sn2| > Zfiir oo-viele n} u {|Sm — n

(m)2| > g fiir oo-viele m},

also P(A.) = 0 und damit auch P( Nee.e>0 Ag) = (. O]



