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4. (NormalesModell, unbekannterErwartungswert undunbekannteVarianz) nBeobachtungen seienu.i.v.∼ Nµ,v

mit unbekannten µ ∈ R und v ∈ (0,∞).
(Formalisierung:X = Rn,Θ = {ϑ = (µ, v) ∶ µ ∈ R, v > 0}, P(µ,v) = N ⊗n

µ,v )
Wie in 3. ist

logLx�(µ, v)� = −n
2
log(2π) − n

2
log v − 1

2v

n�
i=1(xi − µ)2,

nach obigem ist µ̂ML = 1

n

n�
i=1 xi Maximierer bezüglich µ (für jedenWert von v), weiter ist

∂

∂v
logLx�(µ, v)��

µ=µ̂ML

= − n

2v
+ 1

2v2

n�
i=1(xi − µ̂ML)2,

also
∂

∂v
logLx�(µ̂ML, v)� = 0 ⇐⇒ v = v̂ML = 1

n

n�
i=1(xi − µ̂ML)2.

(Und man prüft: logLx�(µ̂ML, v)� ist wachsend für v < v̂ML, fallend für v > v̂ML.)

Beachte: Der ML-Schätzer für die unbekannte Varianz ist hier die (unkorrigierte) Stichprobenvarianz, also ist er
nicht erwartungstreu (vgl. Beob. und Def. 6.5).
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5. n Beobachtungen seien u.i.v. uniform auf [0,ϑ] (mit einem unbekannten ϑ ∈ (0,∞)).
Es ist

ϑ̂ML = max{x1, x2, . . . , xn},
denn

L(x1,...,xn)(ϑ) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1

ϑn
, falls ϑ ≥ x1, x2, . . . , xn,

0, sonst.
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Bericht 6.8 (Cramér-Rao-Schranke und ”beste“ Schätzer). Sei (X ,F , (Pϑ)ϑ∈Θ) ein statistisches Standardmodell,
ρ(x,ϑ) die Likelihoodfunktion.
Ein erwartungstreuer SchätzerT für ein reelles Parametermerkmal τ(ϑ)heißt varianzminimierend (auch ”gleichmäßig
bester Schätzer“, engl. UMVU (= uniformly minimum variance unbiased) estimator), falls für jeden anderen er-
wartungstreuen Schätzer T̃ für τ gilt

Varϑ[T ] ≤ Varϑ[T̃ ] für alle ϑ ∈ Θ.
(In diesem Sinne ist T optimal und beantwortet – so existent – auf dieseWeise die Frage ”Wie gut kannman τ(ϑ)
anhand der Beobachtungen überhaupt schätzen?“)

Ein einparametriges Standardmodell (d.h.Θ ⊂ R) heißt regulär, falls gilt:
(i) Θ ⊂ R ist ein o�enes Intervall.

(ii) Likelihood-Funktion ρ(x,ϑ) ist strikt positiv aufX ×Θ und für jedes x ist ϑ↦ ρ(x,ϑ) stetig di�’bar.
(iii) Uϑ(x) ∶= d

dϑ log ρ(x,ϑ) erfüllt Iϑ ∶= Varϑ[Uϑ] ∈ (0,∞)
(Uϑ heißt die ”Scorefunktion“ und Iϑ heißt die Fisher-Information) und es gilt

�X d

dϑ
ρ(x,ϑ)dx = d

dϑ �X ρ(x,ϑ)dx (= 0).
Weiter heißt ein Schätzer T regulär, wenn für jedes ϑ ∈ Θ gilt

d

dϑ �X T (x)ρ(x,ϑ)dx = �X T (x) ddϑρ(x,ϑ)dx.
(WennX diskret ist, so ist jeweils das Integral ∫X . . . dx durch die Summe∑x∈X . . . zu ersetzen.)
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Uϑ(x) ∶= d
dϑ log ρ(x,ϑ) die Scorefunktion, Iϑ ∶= Varϑ[Uϑ] die Fisher-Information.

Sei τ ∶ Θ → R ein stetig di�erenzierbares Parametermerkmal, T ein regulärer, erwartungstreuer Schätzer für τ in
einem regulären Standardmodell. Dann gilt die Cramér-Rao-Schranke1:

Varϑ[T ] ≥ (τ ′(ϑ))2
I(ϑ) ∀ϑ ∈ Θ,

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn

T (x) − τ(ϑ) = τ ′(ϑ)Uϑ(x)
I(ϑ) .

1nach Harald Cramér, 1983–1985 und Calyampudi Radhakrishna Rao, *1920
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Beispiel(-klasse). Exponentielle Familien (bzgl. der Statistik T )
Sei

ρ(x,ϑ) = h(x) ⋅ exp �a(ϑ) ⋅ T (x) − b(ϑ)�
für gewisse Funktionen a, b ∶ Θ→ R und h ∶ X → R
Dann ist

Uϑ(x) = a′(ϑ)T (x) − b′(ϑ),
also

Eϑ[T ] = b′(ϑ)
a′(ϑ) =∶ τ(ϑ),

man kann zeigen, dass

I(ϑ) = Varϑ[Uϑ]= a′(ϑ) ⋅ τ ′(ϑ),
d.h. es gilt

T (x) = b′(ϑ)
a′(ϑ) + Uϑ(x)

a′(ϑ) = τ(ϑ) + τ
′(ϑ)Uϑ(x)
I(ϑ) .

T ist demnach in dieser Situation ein varianzminimierender erwartungstreuer Schätzer für τ .
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Beispiel-Instanzen.

1. Binomialverteilungen: Pϑ = Binn,ϑ, ϑ ∈ [0, 1]
ρ(x,ϑ) = �n

x
�ϑx(1 − ϑ)n−x = �n

x
� exp � x

n�
T (x)

n log( ϑ

1 − ϑ)�������������������������������������������������������=a(ϑ)
+n log(1 − ϑ)���������������������������������������������������=−b(ϑ)

�, x ∈ N0,

T (x) = x
n ist varianzminimierender erwartungstreuer Schätzer für τ(ϑ) = b′(ϑ)/a′(ϑ) = ϑ.

2. Poissonverteilungen: Pϑ = Poiϑ, ϑ ∈ (0,∞)
ρ(x,ϑ) = e−ϑϑx

x!
= 1

x!�=h(x)
e

T (x)�
x

=a(ϑ)�
logϑ −

b(ϑ)�
ϑ

Es ist τ(ϑ) = 1
1/ϑ = ϑ, T (x) = x ist varianzminimierender erwartungstreuer Schätzer für ϑ, seine Varianz ist

(τ ′(ϑ))2
a′(ϑ)τ ′(ϑ) = 12

1
ϑ ⋅1 = ϑ.
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3. Normalverteilungen bei bekannter Varianz: Pϑ = Nϑ,σ2 mit festem σ2 > 0
ρ(x,ϑ) = 1√

2πσ2
exp � − 1

2σ2
(x − ϑ)2�

= 1√
2πσ2

e−x2/(2σ2)
������������������������������������������������������������������������������������=h(x)

⋅ exp � − x�=T (x) ⋅
ϑ

σ2�=a(ϑ)
− ϑ2

2σ2�=b(ϑ)
�,

also: T (x) = x ist varianzminimierender erwartungstreuer Schätzer für ϑ = τ(ϑ) = b′(ϑ)
a′(ϑ), seine Varianz ist

σ2 = 1
I(ϑ) = 12/(a′(ϑ)τ ′(ϑ)).

Bemerkung.Dasn-facheProduktmodellM ⊗n eines regulärenModells istwiederumregulär, seineFisher-Information
erfüllt I(n)(ϑ) = n ⋅ I(ϑ).
Ist M exponentielles Modells bzgl. der Statistik T , so ist M ⊗n ebenfalls ein exponentielles Modell, und die zu-
grundeliegende Statistik ist

Tn(x1, . . . , xn) = 1

n

n�
i=1 T (xi),

denn
ρ⊗n((x1, . . . , xn),ϑ) = n∏

i=1 ρ(xi,ϑ) =
n∏
i=1 h(xi) exp�na(ϑ) ⋅

1

n
⋅ n�
i=1(T (xi)) − nb(ϑ)� .
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6.2.2 Eine Anmerkung zu linearer Regression und kleinste-Quadrate-Schätzung

Beobachtung 6.9 (Lineare Regression als kleinste-Quadrate-Schätzer). Nehmen wir an, die Beobachtungen be-
stehen aus nMesswertpaaren (xi, yi), i = 1, . . . , n (Werte in R2) und wir vermuten aus theoretischen Gründen
einen (a�n-)linearen Zusammenhang, d.h. bei ”perfekter“ Messung gälte yi = β0 + β1x1 für gewisse (uns unbe-
kannte) Zahlen β0 und β1.
(Ein ”Lehrbuchbeispiel“: yi ist die Länge einer Stahlfeder bei Zugbelastung mit Gewicht xi innerhalb des Gültig-
keitsbereich des Hooke’schen Gesetzes.)
Aufgrund beispielsweise von Messungenauigkeiten (oder womöglich auch weil der lineare Zusammenhang in
Wirklichkeit nur approximativ gilt) werden die realen Datenpunkte typischerweise nicht auf einer Geraden lie-
gen.

x

y

l

l

l

l

l

l

l

l
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x

y

l

l

l

l

l

l

l

l

Formulierung als statistischesModell: x1, . . . , xn seien feste (bekannte)Werte (x ist die ”erklärende Variable“), für
ϑ = (β0,β1) ∈ Θ = R2 sei unter Pϑ

Yi = β0 + β1xi + εi, i = 1, . . . , n mit εi u.i.v. mit E[εi] = 0, Var[εi] = σ2

und wir fassen die beobachteten yi-Werte als Realisierungen der Yi auf (y ist die ”abhängige Variable“ oder ”Ziel-
größe“).

Ein naheliegender Ansatz, ϑ = (β0,β1) zu schätzen, ist der kleinste-Quadrate-Schätzer: Finde β̂0, β̂1 so, dass
n�
i=1 �yi − (β̂0 + β̂1xi)�

2 = min(β0,β1)∈R2

n�
i=1 �yi − (β0 + β1xi)�

2
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Gesucht:
β̂0, β̂1 so, dass

n�
i=1 �yi − (β̂0 + β̂1xi)�

2 = min(β0,β1)∈R2

n�
i=1 �yi − (β0 + β1xi)�

2

Die Lösung kennen wir schon (vgl. Beob. 3.21, die wir hier gewissermaßen nur ”statistisch aussprechen“): Mit

x ∶= 1

n

n�
i=1 xi, y ∶= 1

n

n�
i=1 yi, σ2

x ∶= 1

n

n�
i=1(xi − x)2, σ2

y ∶= 1

n

n�
i=1(yi − y)2

covx,y ∶= 1

n

n�
i=1(xi − x)(yi − y)

ist
β̂1 = covx,y

σ2
x

, β̂0 = y − β̂1x. (6.1)

(Betrachte nämlich eine ZV (X̃, Ỹ )mitWerten inR2, derenVerteilung die empirischeVerteilung derDatenpunk-
te ist, d.h. 1

n∑n
i=1 δ(xi,yi), so ist E[X̃] = x,E[Ỹ ] = y,Var[X̃] = σ2

x,Var[Ỹ ] = σ2
y,Cov[X̃, Ỹ ] = covx,y und die

Behauptung folgt wörtlich aus Beob. 3.21, man kann natürlich auch die Rechnung dort nochmals hier wiederho-
len).
Übrigens: Wennman zusätzlich annimmt, dass die εi u.i.v. ∼ N0,σ2 sind, so ist der kleinste-Quadrate-Schätzer hier
auch zugleich der Maximum-Likelihood-Schätzer (mit einer Rechnung analog zu Bsp. 6.7, 3.).
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6.3 Kon�denzintervalle (und Kon�denzbereiche)

De�nition 6.10. SeiM = (X ,F , (Pϑ)ϑ∈Θ) ein statistischesModell, τ(ϑ) reelles Parametermerkmal,L,R Stati-
stiken mit L ≤ R, α ∈ (0, 1).
Das (zufällige) Intervall I ∶= [L,R] heißt ein Konfidenzintervall (manchmal auch ”Vertrauensintervall“) für τ
zum (Sicherheits-)Niveau 1 − α (bzw. Irrtumsniveau α), wenn gilt

∀ϑ ∈ Θ ∶ Pϑ�τ(ϑ) ∈ I� ≥ 1 − α.
Beachte: I ist zufällig, nicht aber ϑ (zumindest in unserer (sogenannten frequentistischen) Interpretation).

Allgemeiner heißt eine in Abhängigkeit von den Beobachtungen x ∈ X konstruierte Menge C(x) ⊂ Θ heißt ein
Konfidenzbereich für τ zum (Sicherheits-)Niveau 1 − α, wenn gilt

∀ϑ ∈ Θ ∶ Pϑ�{x ∈ X ∶ C(x) ∋ τ(ϑ)}� ≥ 1 − α.
O�enbar möchte man i.A. I so kurz wie möglich wählen (soweit verträglich mit dem geforderten Niveau).
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Beispiel 6.11 (Kon�denzintervall für denMittelwert im normalenModell bei bekannter Varianz). UnterPϑ seien
X1,X2, . . . ,Xn u.i.v. ∼ Nϑ,σ2 mit ϑ ∈ Θ ∶= R, σ2 > 0 sei bekannt (und fest).
Sei q ∶= Φ−1(1 − α

2) das (1 − α/2)-Quantil der Standardnormalverteilung,X = 1

n

n�
i=1Xi.

I ∶= �X − q ⋅ σ√
n
,X + q ⋅ σ√

n
�

ist ein Kon�denzintervall für ϑ zum (Sicherheits-)Niveau 1 − α.


