KAPITEL 6. IDEEN UND BEGRIFFE AUS DER STATISTIK S.16

4.(Normales Modell, unbekannter Erwartungswert und unbekannte Varianz) n Beobachtungen seien u.iv.~ NV, ,
mit unbekannten p € Rund v € (0, 00).

(Formalisierung: & = R",© = { = (p,v) : p e R,v > 0}, Py = N2)

Wie in 3. ist »
log Lx((,ua U)) = —5 10g(27T) - = logv - — (37@ ,LL)Q <\/£_77/\/_’

1 n
nach obigem ist fiy, = — Z x; Maximierer beziiglich p (fiir jeden Wert von v), weiter ist
" =1
glong((u,v))‘ - Z(% L)’
ov W=, 2’U 2’02
0 _ - 1 N2
also %long((uML,v)) =0 <= v=TyL = " Z(:ztZ — T ).
i=1

(Und man prift: log Lx((ﬁML, U)) ist wachsend fir v < Ty, fallend fir v > Tyy,.)

Beachte: Der ML-Schitzer fiir die unbekannte Varianz ist hier die (unkorrigierte) Stichprobenvarianz, also ist er
nicht erwartungstreu (vgl. Beob. und Def. 6.5).
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5. n Beobachtungen seien u.iv. uniform auf [0, ] (mit einem unbekannten ¥ € (0, 00)).

Es ist
Unr, = max{xy, To, ..., Ty},

denn

ina falls 0 > @1, 20,. .., 2y,
L(xl,,xn)(ﬂ) = 19

0, sonst.
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Bericht 6.8 (Cramér-Rao-Schranke und ,beste” Schitzer). Sei (X', .#, (Py) <o ) ein statistisches Standardmodell,
p(x, ) die Likelihoodfunktion.

Ein erwartungstreuer Schitzer I fiir ein reelles Parametermerkmal 7 (1) heilSt varianzminimierend (auch ,gleichmifig

bester Schitzer*, engl. UMVU (= uniformly minimum variance unbiased) estimator), falls ftir jeden anderen er-
wartungstreuen Schitzer T fiir 7 gilt

Vary[T'] < Varg[T] fiiralle 9 € ©.

(In diesem Sinne ist 7" optimal und beantwortet — so existent — auf diese Weise die Frage ,, Wie gut kann man 7 ()
anhand der Beobachtungen tiberhaupt schitzen?®)

Ein einparametriges Standardmodell (d.h. © ¢ R) heif3t regulir, falls gilt:
(i) © c R ist ein offenes Intervall.
(ii) Likelihood-Funktion p(x, 9) ist strikt positiv auf ' x © und fiir jedes = ist ¥ = p(x, 1) stetig diff’bar.

(iii) Uy(x) = %log p(x, 1) erfiille Iy := Vary[Uy] € (0, c0)
(Uy heifdt die ,,Scorefunktion® und Iy heiflt die Fisher-Information) und es gilt

(F,@/ M,&X > /);dﬁp(ﬂ? ﬁ)dz—dﬁl/p(az 9)dz (=0).

= a4

Weiter heif3t ein Schitzer T' regular wenn fiir jedes ¢ € © gilt

— f T(2)p(x, 0) da = f T(r)- ,0(:(: 9) dz.

(Wenn X diskret ist, so ist jeweils das Integral [, ...dx durch die Summe 3,y . .. zu ersetzen.)
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Uy(x) = Llog p(x, V) die Scorefunktion, I,y := Vary[Uy] die Fisher-Information.

Sei 7 : © — R ein stetig differenzierbares Parametermerkmal, 7" ein regulirer, erwartungstreuer Schitzer fiir 7 in
einem reguldren Standardmodell. Dann gilt die Cramér-Rao-Schranke:

Vary[T'] > (Tfligiy Ve,

R B
wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn I(ﬁ = T,&/

T'(0)Us(x)
1(9)

T(x)-71(0) =

‘nach Harald Cramér, 1983-1985 und Calyampudi Radhakrishna Rao, *1920
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Beispiel(-klasse). Exponentielle Familien (bzgl. der Statistik 7')
Sei

(2, 9) = W) - oxb (a(9) - T(x) - b(9))
fiir gewisse Funktionen a,b: © - Rund h: X - R

Dann ist

Up(z) =aNT(@) - V@), (=D _
- 0= o' ()BT

_ b'(9) o (0). _ b //%>

Ey[T] ON

man kann zeigen, dass
[(19) = V&I’ﬁ[Uﬁ]
- (9) 7).
d.h. es gilt

V) U)o, T ()
() () )

T ist demnach in dieser Situation ein varianzminimierender erwartungstreuer Schitzer fiir 7.

T(x) =
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Beispiel-Instanzen.
1. Binomialverteilungen: Py = Bin,, 4, 9 € [0, 1]

p(x, 1) = (Z)l?x(l )" = (Z) exp( % n log( v

1 —
——

TR 0 =

19)+n10g(1 —19)), x € Ny,
T W)

T'(x) = £ ist varianzminimierender erwartungstreuer Schitzer fiir 7(0) = b'(9) /a’(¥) = 9.

2. Poissonverteilungen: Py = Poiy, ¥ € (0, c0)

() =) b() 19(6)) ’;ﬁ/

(VKR R o
p(l’,ﬁ) — 6—19_ - e logy — ¥
z!

) a(ﬁ’>=«40(j/@’>

Esist 7(v) = 1/%9 =), T'(x) = x ist varianzminimierender erwartungstreuer Schitzer fiir ¥}, seine Varianz ist

(r'@)* _ 12 _
a'(N)r'(¥) %9.1 = 0.
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3. Normalverteilungen bei bekannter Varianz: Py = N ,2 mit festem 0 > 0

2
2
T = exp|l - —(x -
PR V2o P 20
1 2002 9 92
_ —22/(20?) _ Z _ 2
= e - exp T - ,
v2ro? ) ( () g z‘i) [&‘(@/\/9/
nE ) . g.}

. . C e . " . b (v . . .
also: T'(x) = x ist varianzminimierender erwartungstreuer Schitzer fiir 0 = 7(4) = a’% 19§> seine Varianz ist

02 = 7 = 12/(a(0)7'(9)).

Bemerkung. Das n-fache Produktmodell .#Z ®" eines reguliren Modells ist wiederum regulir, seine Fisher-Information

exfidlle [ (9) = n - 1(V).

Ist A exponentielles Modells bzgl. der Statistik 1", so ist .Z®" ebenfalls ein exponentielles Modell, und die zu-
grundeliegende Statistik ist

1 n
T.(zy,...,2,) = - Y T (),
i=1

denn

() ) = ﬁp(:ﬁi, 9) = ﬁh(mi) exp (na(ﬁ) - % - ﬁ;(T(xi)) _ nb(ﬁ)) |
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6.2.2 Eine Anmerkung zu linearer Regression und kleinste-Quadrate-Schitzung

Beobachtung 6.9 (Lineare Regression als kleinste-Quadrate-Schitzer). Nehmen wir an, die Beobachtungen be-
stehen aus n Messwertpaaren (z;,;), ¢ = 1,...,n (Werte in R?) und wir vermuten aus theoretischen Griinden
einen (affin-)linearen Zusammenhang, d.h. bei ,perfekter Messung gilte y; = 5y + 5127 fiir gewisse (uns unbe-
kannte) Zahlen 8, und f3;. 13 = [; . —+ ($ 2 X,

(Ein ,,Lehrbuchbeispiel”: y; ist die Linge einer Stahlfeder bei Zugbelastung mit Gewicht x; innerhalb des Giiltig-
keitsbereich des Hooke’schen Gesetzes.)

Aufgrund beispielsweise von Messungenauigkeiten (oder womdglich auch weil der lineare Zusammenhang in
Wirklichkeit nur approximativ gilt) werden die realen Datenpunkte typischerweise nicht auf einer Geraden lie-
gen.
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y

X
Formulierung als statistisches Modell: x1, . . . , x,, seien feste (bekannte) Werte (x ist die ,erkldrende Variable®), fiir
¥ = (6B, B1) € © = R? sei unter Py

Y;=Bo+Bixi+ei, i=1,...,n mite; uiv. mit E[g;] =0, Var[g;] = o2

und wir fassen die beobachteten y;-Werte als Realisierungen der Y; auf (y ist die ,,abhingige Variable“ oder ,Ziel-
grofde”).

Ein naheliegender Ansatz, ¥ = (), £1) zu schitzen, ist der kleinste-Quadrate-Schétzer: Finde B\o, B\l so, dass

S

S (- Bo+Ban))’ = min S (o= (Bo+ Bu))’

i=1 0751 ERQ 1=1
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Gesucht:

n n

30731 so, dass Z( —(50+51$z)) = min Z(yz'—(ﬁoJrﬁlﬂCi))Q

i=1 (Bo.81)eR? ;7

Die Losung kennen wir schon (vgl. Beob. 3.21, die wir hier gewissermaflen nur ,statistisch aussprechen®): Mit

in, @==—Zy¢, U;g?:—Z(%—f), U = Z(yz v)

1 1
n z’=1 N =1 =

COVyy = Z(ﬂﬁz—x)(yz )
ist _cove, - R ((X,19> /&eb((” ﬁ‘«é

br=—5—, bo=y-DHiT. (6.1)
%

v S&Eg S dg
(Betrachte nimlich eine ZV (X, Y') mit Werten in R?, deren Verteilung die ernpmsche ée\::eilung der Datenpunk-
teist, dh. 2 Y01 0(y, 40 s0ist E[X] = T, E[Y] = 7, Var[ X] = 02, Var[Y] = 02, Cov[X,Y] = cov,, und die
Behauptung folgt wortlich aus Beob. 3.21, man kann natiirlich auch die Rechnung dort nochmals hier wiederho-
len).

Ubrigens: Wenn man zusitzlich annimmt, dass die €; u.iv. ~ N) o2 sind, so ist der kleinste-Quadrate-Schitzer hier
auch zugleich der Maximum-Likelihood-Schitzer (mit einer Rechnung analog zu Bsp. 6.7, 3.).
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6.3 Konfidenzintervalle (und Konfidenzbereiche)

Definition 6.10. Sei .# = (X,.%,(Py)yeo) ein statistisches Modell, 7(1}) reelles Parametermerkmal, L, R Stati-
stiken mit L < R, a € (0,1).

Das (zufillige) Intervall I := [L, R] heifit ein Konfidenzintervall (manchmal auch ,Vertrauensintervall®) fiir 7
zum (Sicherheits-)Niveau 1 — o (bzw. Irrtumsniveau «v), wenn gilt — | =z T(’l?> < R

VieO : Pﬁ(T(ﬁ)eI)Zl—oz.

Beachte: [ ist zufillig, nicht aber ¥/ (zumindest in unserer (sogenannten frequentistischen) Interpretation).

Allgemeiner heif3t eine in Abhingigkeit von den Beobachtungen z € X konstruierte Menge C'(z) c © heifit ein
Konfidenzbereich tur T zum (Sicherheits-)Niveau 1 — o, wenn gilt

VieO : Py({zeX:C(z)>7(¥)})>1-au

Offenbar méchte man i.A. [ so kurz wie méglich wihlen (soweit vertriglich mit dem geforderten Niveau).

nSE w\dbs ’U« O(Q\f
( AA%@ \66 - Sd&&&]’lk

AI\Q— v A OlAeser Verle, )
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Beispiel 6.11 (Konfidenzintervall fiir den Mittelwert im normalen Modell bei bekannter Varianz). Unter Py seien
X1, X, ..., Xy uwiv. ~ Ny 2 mit?) € © := R, 0% > 0 sei bekannt (und fest).

1w
Seiq:= ®1(1 - %) das (1 — @/2)-Quantil der Standardnormalverteilung, X = — > X,
=1
g o
— X +qg —
X ﬂ]

ist ein Konfidenzintervall fiir ¥ zum (Sicherheits-)Niveau 1 — a.

/DL\/\L\ l/\I\«L&/ KP’\T Sk X~ (/V,S’) 5%

1= [Y—q-



