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Beobachtung 1.32 (Verkettung messbarer Abbildungen, Funktionen von Zufallsvariablen).
(S5,8), (5", 8"), messbare Riume, f : €2 - S5, g: S - S’ messbar, dann ist /(@

gof:Q—-5" gof(w)=g(f(w))
(F-S-)messbar. N BI & \f/ /\SJ'—

@"@%(B’) = £4(BY) eF £

Insbesondere ist fiir eine S-wertige ZV X auf (2, F, P)
g(X)=go X

wiederum eine Zufallsvariable. (' /V\/w(l’ \/JJ—f ‘b‘i/bm JA S/ >

(Interpretation: Wir werten die Funktion ¢ an der zufilligen Stelle X aus.)

l
(E\:‘\\/\Mwa‘- S wmusc @@U« i%(X)e’@/fg 63\/>
‘{& @°>( g (?’f]p}f\/\«esgm
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Beobachtung und Definition 1.33. 1. (Verteilung) X ZV (auf esnem Wraum (), F, P)) mit Werten in S,

Px(B)=P({XeB}), BeS

definiert ein WmafS auf (S;S) (Ubung), wir nennen' Py die Verteilung von X (unter P) und schreiben auch
Lp(X) = Px, oft auch nur £ (X)), wenn P fixiert ist oder aus dem Kontext klar.

(Das L erinnert an English “law” bzw. Franzosisch <lor>, d.h. ,Gesetz".)
2. v ein WmafS auf S, wir schreiben X ~ (i, wenn Lp(X) = fu.
3. X undY ZVn mit Werten in S beifSen identisch verteilt, wenn £p(X) = £p(Y)

(man schreibt dies auch als X =1Y") ( _o:( ’6&‘/ " ocial_ e OL\:S&Y.\\D\ACHQ'L.”>
4. X1, X9, ..., X (reelle) ZVn, fl
Y= (X1, Xo,. .., Xy) C \/ /uqu* \/J(/' |92 Y
o
(%

so beif§t Lp(Y) die gemeinsame Verteilung der X1, Xo, ..., Xy,
Lp(X;) beifst die i-te Randverteilung (oder Marginalverteilung) von Y. >

Schreibweise. Wir kiirzen (auch im Folgenden) oft ab
P(X € B):=P({X e B}), P(X =x):=P({X =1}),
P(Xi € By, Xs€ By)i=P({X1 € Bi}n{Xs € By})

etc.
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Beispiel 1.34. 1. Fiir A € Fist £p(14) = Berp(). < A (u\ _ %- 1, weA )
A s, WEA
P A=15) = PCA) Wereboetet. {6 /7= <
2.8¢i Q2 ={0,1}", P = Berff’" (aus Bsp. 1.20, 2.), Xj(w) =w;, Y := X7+ Xo + -+ X, soist
= L

.38

/\’k/_\ gp(XZ) :Berp, gp(Y) :Binn,p ~

(P (3 o) o PR = POR G
— S azne L=y ligw: wi= o

= L (/|,— ’) > —;P(%we_gz_ Lo = 17]’)

3. (Augensumme beim zweifachen Miinzwurf, vgl. auch Bsp. 1.4 1. (b) und Bsp. 1.27)

W1 und W5 das Ergebnis des ersten bzw. des zweiten Wurfs beim zweimaligen Werfen eines fairen Wiirfels und

X =W + W die Augensumme

(z.B. formalisiert via Q2 = {1,2,...,6}? mit p((w1,w2) ) = 1/36 fiir (w1, w2) € Q, W;((wi,w2)) = wy, i = 1,2),
so hat X Wertebereich Sx = {2,3,...,12} und Verteilung £ (X') =: y mit

p({a}) =P(X =2)= ) P(Wi=w,Wa=mun)

(w1,w9) : w1 +wo=x

_ #{(wy,ws) € {1,2,...,6}? :wy +wy =2} :6—|7—:U|

36 36
P(\(:k> _ P<X4+ +X, = k> 0 ket,
L»
= P(iwé_ﬂ, (pt-- tlop = K%) o, by (- ; ”CO'M('MA\.,.:&) g
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Bemerkung 1.35. Die Randverteilungen legen (i.A.) nicht die gemeinsame Verteilung fest, z.B.:

Wir haben eine faire Miinze M; und zwei gezinkte Miinzen M5, M3, wobei

3 1
P(My=K) = " P(M;=K) = "
Wir werfen erst My, wenn M K (Kopf) zeigt, so werfen wir dann M, sonst M.

Sei
X; = Resultat des i-ten Wurfs, 7 = 1,2

Die gemeinsame Verteilung von (X7, X») ist ( ( X " >< 5 \ )e\ﬂ!— l/\J 2, LC(Q%CL

X ¢ 2K 2)
K Z /
X1
ey
z [y
T2 —
Pl (XK, Xk
also P(X; = K) = P(X, = K) = 1 und dieselben Randverteilungen ergeben sich, wenn man zwei Mal M wirft,
aber die gemeinsame Verteilung wire eine anderel VL&W@Q 0:
X 2 +(7(X,,—2,><2’;(<

T o\aa a4
(< 22 72

x| a 4
¢ ¢
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Bemerkung 1.36 (Kanonisches Modell fiir eine ZV). Man kann eine Zufallsvariable X mit Wertebereich S und
Verteilung 1 stets in ,kanonischer Weise“ mit der Wahl

Q) = S'und P =y und geeignetem F c 2°
(im diskreten Fall kann man F = 2° wihlen) als
X =Idgaufdem W’raum (S, F, )
formulieren.

Man kann daher genausogut die mathematische Modellierung eines Zufallsphinomens mit der Formulierung ge-
eigneter Zufallsvariablen samt Verteilung beginnen

(dies ist der in dem Buch von G. Kersting und A. Wakolbinger [KW] beschrittene Weg).
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Definition 1.37. X ZV mit Werten in R

Fy:R—-[0,1], Fx(x)=P(X<x),zeR
heiflt die Verterlungsfunktion von X. (Strenggenommen: die Verteilungsfunktion von -Zp( X))

Beobachtung 1.38 (Erzeugung reeller ZVn mit vorgegebener Verteilung). Sei F': R — [0, 1] eine Verteilungsfunk-

tion,

F(t) = inf{x eR:F(x)> t}, te[0,1]
die inverse Verteilungsfunktion oder Quantilfunktion (aus Bem. 1.13), U reelle ZV, U ~ Unit [0.1] dann bat
X :=FYU)
die Verteilungsfunktion Fx = F.
~1
B .- %V\‘k\/\b\ﬂ/\\/\b T (-@)éX <> A < ﬁ()\)}

, /
e x e 2 \}6< @&A« A%

P()(z_—_x> = P(F”’(U@ é)& = Pl U < j(f(ﬂ>
c?(oz_—uéF’Q\B = F&H- o0 = ()

/
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Beispiel 1.39. Expy hat Verteilungsfunktion ; © >o — < o
/ - 0=~y
Py () = (1= ) 1,00 () | © 3
mit inverser Funktion ! ‘ Ox
-1 _ —
Fg, () = -3 log(1-t) De
1 1
also ist ! log(1 - U) ~ Expy (und natiirlich ebenso ! log(U)) -, N

/[\ O

LG uwhf’lﬂs Agrn A e
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Beobachtung 1.40 (Dichtetransformation im Fall RY). X reelle ZV mit Dichee fx, d.b. Fx(x) = f fx(2)dz,

I c R (maglicherweise unbeschrinktes) offenes Intervall mit P(X € I) = 1, J c R, ¢ : [ - J stetig differenzierbar,
bijektiv.

Dann hatY = (X)) die Dichte

fX(SO_l(y)) c
frw) =1 )7 !
C70 k0, y¢J

h o
P g PO <Ry
| R : ! =T 1

N P ; ( fcf (‘9
ff)((x g:{ (7” (2\)

da

I B g y —w %/ ’ _7/%13
o) Sibghhisec.
1__ (70—1{‘9+S> X = Cf_ﬂ(—zﬂ el gj— = d -
O A - ; ) z CF/‘P (2))
e DGy - g
Beispiel r.45. X ~ Ao, it € R, 0> 0,50istY i= 0X + i~ N, 2 (Ubung). , Qa’/&”{«a))

(2r6?y 2 osp (<9, 62)
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Bericht 1.42 (Dichtetransformation im R9). X R?-wertige ZV mit Dichte fy, I ¢ R? offen mit P(X € I) = 1,
J c R? offen, ¢ : I — J bijektiv, stetig differenzierbar mit Ableitung

d
©'(x) = %(az) (,Jacobi-Matrix“),
O ij=1
dann hat Y := ¢(X) die Dichte
[ x(¢'®)
T , Yed,
fr(y) = {ldet ' (97 (1))
0, y¢J

Beweise finden sich in Analysis-Lehrbtichern, z.B. G. Kersting und M. Brokate, MafS und Integral, S. 107, H. Heu-
ser, Analysis, Teil 2, Satz 205.2 (“Substitutions-Regel”), O. Forster, Analysis 3, Kap. 9, Satz 1 (“Transformationsfor-
mel”).
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Wir betrachten hier nur folgende Heuristik (im Fall d = 2): Lokal sieht

,,aus wie®

0 T 9 T r_
QD(CC,) ~ gD(SIZ) +gpl($) ) (CU’—CC) _ QO(CC) n (8;1901( ) (‘3;2901( ) . (Slfll 371)
a7 2(7) gre2(x) | \ Ty =22
(plus Terme, die O(]|z" — z||?) sind), also:
die Fliche der Grofie hg - ho ,rund um =

wird auf

X~

~ Fliche hy - ho - | det ¢’ (z)| ,rund um ¢ abgebildet.

N T K2 A\
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Die Fliche der Grofie hq - ho ,rund um =

wird auf ~ Fliche hy - hy - | det ()| ,rund um y abgebildet.

X
7

#a

Wenden wir dies auf' Y = (o(X') an, so bedeutet das anschaulich: Fiir y = () € J (und sehr kleines h > 0) ist

fr(y)h® » P(Y nimmt Wert in einem Quadrat der Fliche h* mit ,Aufpunkt* y an)
~ P(X nimmt Wert in einem Quader der Fliche 7?/| det ¢’ ()| mit ,Aufpunkt* z an)
h? -1
~ fx(z) TN fX(fO _(1y)) h?.
[det /()] [det (7))
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