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Beobachtung 1.32 (Verkettung messbarer Abbildungen, Funktionen von Zufallsvariablen).(S,S), (S′,S ′), messbare Räume, f ∶ Ω → S, g ∶ S → S′ messbar, dann ist

g ○ f ∶ Ω → S′, g ○ f(ω) = g�f(ω)�
(F -S-)messbar.

Insbesondere ist für eine S-wertige ZVX auf (Ω,F , P )
g(X) ∶= g ○X

wiederum eine Zufallsvariable.

(Interpretation: Wir werten die Funktion g an der zufälligen StelleX aus.)



KAPITEL 1. GRUNDLEGENDES, 1.4. ZUFALLSVARIABLEN S. 37

Beobachtung und De�nition 1.33. 1. (Verteilung)X ZV (auf einemW’raum (Ω,F , P )) mitWerten in S,

PX(B) ∶= P�{X ∈ B}�, B ∈ S
definiert ein W’maß auf (S,S) (Übung), wir nennen PX die Verteilung von X (unter P ) und schreiben auch
LP(X) ∶= PX , oft auch nurL (X), wenn P fixiert ist oder aus dem Kontext klar.
(DasL erinnert an English “law” bzw. Französisch <<loi>>, d.h. ”Gesetz“.)
2. µ einW’maß auf S, wir schreibenX ∼ µ, wennLP(X) = µ.
3.X und Y ZVnmitWerten in S heißen identisch verteilt, wennLP(X) =LP(Y )
(man schreibt dies auch alsX =d Y )

4.X1,X2, . . . ,Xd (reelle) ZVn,
Y ∶= �X1,X2, . . . ,Xd�

so heißtLP(Y ) die gemeinsame Verteilung derX1,X2, . . . ,Xd,
LP(Xi) heißt die i-teRandverteilung (oderMarginalverteilung) von Y .

Schreibweise.Wir kürzen (auch im Folgenden) oft ab

P (X ∈ B) ∶= P�{X ∈ B}�, P (X = x) ∶= P�{X = x}�,
P (X1 ∈ B1,X2 ∈ B2) ∶= P�{X1 ∈ B1} ∩ {X2 ∈ B2}�

etc.
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Beispiel 1.34. 1. FürA ∈ F istLP(1A) = BerP (A).

2. SeiΩ = {0, 1}n, P = Ber⊗np (aus Bsp. 1.20, 2.),Xi(ω) = ωi, Y ∶=X1 +X2 +⋯ +Xn, so ist

LP(Xi) = Berp, LP(Y ) = Binn,p

3. (Augensumme beim zweifachenMünzwurf, vgl. auch Bsp. 1.4 1. (b) und Bsp. 1.27)
W1 undW2 das Ergebnis des ersten bzw. des zweitenWurfs beim zweimaligenWerfen eines fairenWürfels und

X ∶=W1 +W2 die Augensumme

(z.B. formalisiert viaΩ = {1, 2, . . . , 6}2 mit p�(ω1,ω2)� = 1/36 für (ω1,ω2) ∈ Ω,Wi�(ω1,ω2)� = ωi, i = 1, 2),
so hatX Wertebereich SX = {2, 3, . . . , 12} und VerteilungL (X) =∶ µmit

µ({x}) = P (X = x) = �(w1,w2) ∶w1+w2=x
P (W1 = w1,W2 = w2)

= #{(w1, w2) ∈ {1, 2, . . . , 6}2 ∶ w1 +w2 = x}
36

= 6 − ∣7 − x∣
36

, x ∈ SX



KAPITEL 1. GRUNDLEGENDES, 1.4. ZUFALLSVARIABLEN S. 39

Bemerkung 1.35. Die Randverteilungen legen (i.A.) nicht die gemeinsame Verteilung fest, z.B.:
Wir haben eine faire MünzeM1 und zwei gezinkte MünzenM2,M3, wobei

P (M2 =K) = 3
4
, P (M3 =K) = 1

4
.

Wir werfen erstM1, wennM1 K (Kopf) zeigt, so werfen wir dannM2, sonstM3.
Sei

Xi = Resultat des i-tenWurfs, i = 1, 2
Die gemeinsame Verteilung von (X1,X2) ist

X1

X2 K Z

K 1
2 ⋅ 34 = 3

8
1
2 ⋅ 14 = 1

8
1
2

Z 1
2 ⋅ 14 = 1

8
1
2 ⋅ 34 = 3

8
1
2

1
2

1
2

alsoP (X1 =K) = P (X2 =K) = 1
2 und dieselben Randverteilungen ergeben sich, wennman zweiMalM1 wirft,

aber die gemeinsame Verteilung wäre eine andere.
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Bemerkung 1.36 (Kanonisches Modell für eine ZV). Man kann eine ZufallsvariableX mit Wertebereich S und
Verteilung µ stets in ”kanonischer Weise“ mit der Wahl

Ω = S und P = µ und geeignetemF ⊂ 2S

(im diskreten Fall kann manF = 2S wählen) als
X = IdS auf demW’raum (S,F , µ)

formulieren.

Man kann daher genausogut die mathematische Modellierung eines Zufallsphänomens mit der Formulierung ge-
eigneter Zufallsvariablen samt Verteilung beginnen
(dies ist der in dem Buch von G. Kersting und A. Wakolbinger [KW] beschrittene Weg).
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De�nition 1.37. X ZVmit Werten inR

FX ∶ R → [0, 1], FX(x) = P (X ≤ x), x ∈ R
heißt dieVerteilungsfunktion vonX . (Strenggenommen: die Verteilungsfunktion vonLP(X))
Beobachtung 1.38 (Erzeugung reeller ZVnmit vorgegebener Verteilung). SeiF ∶ R → [0, 1] eine Verteilungsfunk-
tion,

F −1(t) ∶= inf �x ∈ R ∶ F (x) ≥ t�, t ∈ [0, 1]
die inverse Verteilungsfunktion oder Quantilfunktion (aus Bem. 1.13), U reelle ZV,U ∼ Unif[0,1], dann hat

X ∶= F −1(U)
die Verteilungsfunktion FX = F .
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Beispiel 1.39. Expθ hat Verteilungsfunktion

FExpθ(x) = (1 − e−θx)1[0,∞)(x)
mit inverser Funktion

F −1
Expθ
(t) = −1

θ
log(1 − t)

also ist −1
θ
log(1 −U) ∼ Expθ (und natürlich ebenso −1

θ
log(U))
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Beobachtung 1.40 (Dichtetransformation im FallR1). X reelle ZVmit Dichte fX , d.h. FX(x) = � x

−∞ fX(z)dz,
I ⊂ R (möglicherweise unbeschränktes) o�enes Intervall mitP (X ∈ I) = 1, J ⊂ R,ϕ ∶ I → J stetig di�erenzierbar,
bijektiv.
Dann hat Y ∶= ϕ(X) die Dichte

fY (y) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
fX�ϕ−1(y)��ϕ′�ϕ−1(y)��, y ∈ J,
0, y /∈ J.

Beispiel 1.41. X ∼ N0,1, µ ∈ R, σ > 0, so ist Y ∶= σX + µ ∼ Nµ,σ2 (Übung).
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Bericht 1.42 (Dichtetransformation imRd). X Rd-wertige ZV mit Dichte fX , I ⊂ Rd o�en mit P (X ∈ I) = 1,
J ⊂ Rd o�en, ϕ ∶ I → J bijektiv, stetig di�erenzierbar mit Ableitung

ϕ′(x) = �∂ϕi

∂xj
(x)�d

i,j=1 (”Jacobi-Matrix“),

dann hat Y ∶= ϕ(X) die Dichte

fY (y) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

fX�ϕ−1(y)��detϕ′�ϕ−1(y)��, y ∈ J,
0, y /∈ J.

Beweise �nden sich inAnalysis-Lehrbüchern, z.B. G.Kersting undM. Brokate,Maßund Integral, S. 107,H.Heu-
ser,Analysis, Teil 2, Satz 205.2 (“Substitutions-Regel”), O. Forster,Analysis 3, Kap. 9, Satz 1 (“Transformationsfor-
mel”).
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Wir betrachten hier nur folgende Heuristik (im Fall d = 2): Lokal sieht
x = �x1

x2
� ↦ ϕ(x) = �ϕ1(x)

ϕ2(x)�
”aus wie“

ϕ(x′) ≈ ϕ(x) +ϕ′(x) ⋅ (x′ − x) = ϕ(x) + ⎛⎝
∂

∂x1
ϕ1(x) ∂

∂x2
ϕ1(x)

∂
∂x1

ϕ2(x) ∂
∂x2

ϕ2(x)
⎞⎠ ⋅ �x′

1 − x1
x′
2 − x2

�
(plus Terme, dieO(∣∣x′ − x∣∣2) sind), also:

die Fläche der Größe h1 ⋅ h2 ”rund um x“

wird auf ≈ Fläche h1 ⋅ h2 ⋅ ∣detϕ′(x)∣ ”rund um y“ abgebildet.
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Die Fläche der Größe h1 ⋅ h2 ”rund um x“

wird auf ≈ Fläche h1 ⋅ h2 ⋅ ∣detϕ′(x)∣ ”rund um y“ abgebildet.

Wenden wir dies auf Y = ϕ(X) an, so bedeutet das anschaulich: Für y = ϕ(x) ∈ J (und sehr kleines h > 0) ist
fY (y)h2 ≈ P�Y nimmtWert in einemQuadrat der Fläche h2 mit ”Aufpunkt“ y an�≈ P�X nimmtWert in einemQuader der Fläche h2/∣detϕ′(x)∣mit ”Aufpunkt“ x an�

≈ fX(x) h2

∣detϕ′(x)∣ = fX(ϕ−1(y))∣detϕ′(ϕ−1(y))∣h2.
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