Kapitel o
Auftakt

Das Problem der Punkte

Aus dem Briefwechsel zwischen Blaise Pascal' und Pierre de Fermat* 1654, angeregt durch Fragen von Antoine
Gombard, genannt Chevalier de Méré3, siche auch [KW, S. osff]:

Spieler A und Spieler B spielen tiber mehrere Runden, jede einzelne Runde ist ein faires Gliicksspiel (z.B. ein
fairer Miinzwurf).

Am Anfang setzt jeder gleich viel ein, derjenige, der als erster insgesamt vier Runden gewonnen hat, bekommt

alles.
Nach drei Runden muss das Spiel abgebrochen werden, es steht 2 : 1 ftir A.

Frage: Wie soll der Einsatz nun gerecht aufgeteilt werden?

Ansatz: Aufteilung gemifl der Wahrscheinlichkeit, von diesem Spielstand aus zu gewinnen.

Wie wahrscheinlich ist es, dass A vom Spielstand 2 : 1 aus gewinnt?

'Blaise Pascal, 1623-1662, Mathematiker, Physiker, Philosoph, ...
*Pierre de Fermat, 1607(?)-166s, Jurist, Gelehrter, Mathematiker, ...
3 Antoine Gombard, 1607-1684, Schriftsteller und (Amateur-)Mathematiker
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Fermats Berechnungsvorschlag (,,Aufzihlung aller Vorwirtspfade®)

Spiele im Geiste 4 Runden weiter (dann wiire das Spiel sicher entschieden), die 16 méglichen Spielweiterfithrungen
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Schwarz ausgefiillten Punkte sind Endstinde solcher Spielweiterfiihrungen, bei denen A gewinnt.

Dowwch:  W'hsk, dass A vome Uand 271 gt
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Pascals Berechnungsvorschlag (,Riickwirtsrechnung®)

Berechne ,riickwirts” die Wahrscheinlichkeit f(x, y), dass A vom Spielstand « : y aus gewinnt:
Wenn man f(x + 1,y) und f(x,y + 1) schon kennt, kennt man auch

F,y) =5 f (o4 L) + 5y + 1),
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Bemerkung. Pascals Methode ist weniger rechenaufwendig (speziell wenn eine groflere Anzahl als 4 gewonnene

Runden fiir den Gesamtsieg betrachtet wird).
Wir werden Pascals Ansatz wieder treffen als (einen Spezialfall) der Losung des Dirichlet-Problems fiir eine Mar-

kovkette.



Kapitel 1

Grundlegendes

In diesem Kapitel geht es um grundlegende Begrifte und Definitionen, die zur mathematischen Modellierung von
Zufallssituationen verwendet werden.

1.1 Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten

Sei {2 (nicht-leere) Menge (,,Ergebnisraum® oder ,,Stichprobenraum®),
w € £ heift ein ,Elementarereignis®

(gewisse) A c ()2 nennen wir Ereignisse,
insbesondere (2 ... ,sicheres Ereignis®, @ ... ,unmdgliches Ereignis*

Vorstellung: ,der Zufall“ wihlt ein w € €2, wir sagen ,, A tritt ein, wenn w € A.

Wir betrachten F ¢ 2 (:= { B : B c Q}) und lassen A € F als Ereignisse zu.
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Operationen (Mengeninterpretationen und ihre Interpretation fiir Ereignisse):
Ac:=Q~NA ... ,Atritt nicht ein®
(A€ heifst Gegen- oder Komplementirereignis von A)

AnB ... »yAund B treten ein®
AuB ... ,yAoder B treten ein“
AcB ... YyAimpliziert B

Manchmal auch:

AAB = (An B°) u (A°n B) (symmetrische Differenz),

»genau eines der beiden Ereignisse A, B tritt ein®

Wir fordern, dass F erfiillt

) @delF,
7)) AeF = A°eF,

i) Ay, Ag,-re F = U A, e F. (QB-LQIA

Definition r.1. Sei () eine nicht-leere Menge. F ¢ 2, das 7)-777) geniigt, heifit eine 0-Algebra (iiber Q W JL}

Ein Paar (§2, F) mit F o-Algebra tiber €2 heif§t ein messbarer Raum (auch: Messraum oder Ereignisraum).
Bemerkung. Das ,,0“ im Namen erinnert an die abzihlbare Operation in 777); wenn man stattdessen
ii7) A1, Ay e F = AjuAyeF

fordert, so heifdt F eine Algebra.
Eine o-Algebra ist insbesondere eine Algebra, denn A; u Ay = AjuArugugu---



