KAPITEL 2. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEITEN UND UNABHANGIGKEIT

Definition 2.21. Seien (£);, F;), messbare Riume, P, ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf €2;,7 = 1,...,n,

Q=0 x--x€,

(versehen mit F = 0(A1 x Ag x -+ x A, A; € Fifurt = 1,... ,n), der ,,Produkt-o-Algebra), dann heifdt das

Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (€2, ) mit

P(A;x Ayx - x A,) = ﬁPZ-(AZ-) fir Ay e 7y, ...
1=1

das Produkt (oder Produktmafl) der P, . .., P,, man schreibt
P=P PP,
(imFall P, = P = --- = P, auch P = P?®").

FRER - ®F,

Ay e Fy

T A A
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Bemerkung 2.22. ZVn X, ..., X, (mit Wertebereichen S, . . ., S,), die auf demselben W’raum (€2, F, P) de-
finiert sind unabhingig, g.d.w. gilt (mit X = (X;...,X,))

oiﬂp(X) = gp(Xl) ®gp(X2) & - ®gp(Xn)

(D.h. ZVn sind unabhingig g.d.w. die gemeinsame Verteilung (vgl. Beob. und Def. 1.33) ein Produktmaf? ist).

Insbesondere: Unabhingigkeit von ZVn ist eine Eigenschaft der (gemeinsamen) Verteilung.

(Daze: ProdidztneB e in ’D%/ 2.2
N Do 2.1€ . ‘
(M~ i :
i \,ﬁ@,&MA}M

/V\:-A— ’%A C S/\ <\/\A-Q$Sb0v\f\

?(ixqé@ﬁ A o-on X, e&j\ = ZfP(X)(qu-..xBM\
= PUX eB) i PLKEB)
- ‘Z’[’ (Xq\ ('@1\ S Z(v (XL\\(—@IA\)
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Beobachtung und Bericht 2.23 (Existenz von u.a. ZVn mit vorgegebenen Verteilungen). (.S, <7 ) messbare Riume,
wi WmafS auf (S;, ) fiiri=1,...,n (fiireinn € N)oder fiiri € N,

Dann gibt es (auf einem geeigeten Wraum (S0, F, P)) unabbingige ZVin X1, Xoy oo mit X; ~ ;. Man kann
=0, P=Q®, %( bzw. () = X2, @f, P=@Q7 % und X; = i-te Koordinatenprojektion wiblen.

M S, e
e

iskussion. Wenn alle S; abzihlbar sind, folgt dies im Fall endlich vieler X; aus Satz 2.18, im Fall unendlich vieler
X, aus Bericht 2.10.

Im Fall endlich vieler X; mit Werten in R, die jeweils eine Dichtefunktion f; besitzen, folgt die Behauptung aus der
Existenz des n-dim (Lebesgue-)Mafdes (,,Volumen-Maf$*), der Fall endlich oder unendlich vieler X; mit Werten in
R kann zudem (via Beob. 1.38 und Bericht 2.10) auf den diskreten Fall zuriickgespielt werden:

Seien U; j, 1, j € Nu.a, Beryy, dann sind V; := Z;Zl 277U; j u.a. (vgl. Beob. 2.16) und V; ~ Unifpg 1 fiir i € N.
Sei F; die Verteilungstunktion von p;, dann leistet X; := FZ.‘1 (Vi) das Gewtinschte (vgl. Beob. 1.38).

Q= AS;
1= 1
\O = C\%‘/U;\

walde  devt

Pk\x,,,le._,xk_n(X\ :/UK(X) / Xé.gk
N AN
X'I eg’l,)\}_é gz_,
s Kee, €5,
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2.4 Faltung

Definition 2.24. X und Y unabhingige reellwertige ZVn, X ~ 1, Y ~ v (definiert auf einem W’raum). Die
Verteilung von X + Y heifSt die Fa/tung von 1 und v, geschrieben p1 * v:

(u*v)(B)=P(X+Y €B), BeBRY
(alternativ: p* v = (u®v) o f~Imit f(z,y) = x +y).

TRz

Bemerkung. p* v =v * p(denn X +Y =Y + X).

Beobachtung 2.25 (Diskreter Fall). Falls 1(Z) = v(Z) = 1 (d.h. X und Y haben Werte in Z), so ist /,FN, kg_z_

() ({k)) = P(X+Y =k)= Y P(X =m,Y =k-m) = ¥ u({m})v({k-m}).
meL\__—~ —__ meZ

<= P(X=h, X+\/:k>>
- PO POV k)

(D s Jishreboo FA PR e D cend) = 4

PN €5v;: 56 WD=4 4sF
v _ —
Pl x+y=2) = = \(X-xgs‘?(v—tb\)

(Acq): Ki+rYi=2
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Beispiel 2.26. 1. X,Y u.a., ~ Bery,soist X +Y ~ Bing j, d.h. Ber,, * Ber,, = Bing,,.

PlxeY =0 =Y, Tt =1)= pU-p)+(1-p)p = 2pt—p) (P(Ke=2\=p*
2. (Binomialfamilie) X, Xy, ..., X, u.a, ~ Bery, soist X; + Xy +--- + X, ~ Bin,, ,, d.h.

Ber," = ?erp + Bery, -+ % Ber]3 = Bin,, . ?(K4'(_—"+><m: k\

-

n-mal _ ( v‘> k(/(— 3"\‘, '3
Insbesondere gilt k) P P

Bin,,, , * Bin,, , = Bing,1n,, firpe[0,1],n1,n2 € N,
die Binomialverteilungen bilden (fiir festes p) eine Fultungsfamilie.
KXo ) Kptu, G-tV = Berg o Kb oe ot qu+h2 ~ S,

3. (Poissonfamilie) Fiir o, 8 > 0 ist Poi,, * Poig = Poiy.p

(auch die Poissonverteilungen bilden eine Faltungsfamilie) = <X 4+ - +>< \n,) —l—-( K + Xh +h\

6)&04*(\7& (5\ Gkﬂ
- T e, (W) Ry (Tkow3)

n.Q. Stmu-aydg

wm €2 \ — ’:n>
(0ewmek ke n
m /“"\—f\
= ‘i_ 8——0‘ j'i—‘ . Q—B ﬁ _ é'(OH—BB . |<{ o{‘"’" (Sk’-m
m=e . -wd = PR

< ! m=0
oo B
= Py (1KY) ="
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S.34

Beobachtung 2.27 (Faltung von Dichten). X, Y u.a. reellwertige ZVn mit Dichte fx bzw. fy, so hat X + Y die
Dichte

(fx * fr)(2) !=—/H;fx(x)fy(z—x)d:c, 2z e R.

Sel w e

P(x+Y 2w) = ISR ) Aty G Ly () Iy

5('\(:?5‘['\‘]'“&1-(—0 13: Z2-X

) S;Q garl 4L§x+%—><éwzf /’6)( (Q 16\[(%’*\ 0‘—2 Ax
k/—\/_\,
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Beispiel 2.28 (Die Normalverteilungen bilden eine Faltungsfamilie). Es gilt UV/‘* ) G‘D 0l
’1L'Q\ 2
; (K—p)
NHLU% * N/@aag = NH1+/;2,0%+0% fur M1, o € R, 01,09 > 0 /l é_ 2/2_2

g \Zme*

Beweis. Betrachte 0.E. den Fall 111 = 1o (denn Z ~ N ,a€R soist Z +a~N, J+a,0?
Fir z € Rist ale)

) (- )

/ 1 (_ T
R, /27‘(‘0‘% eXp 20'% 2

20
oS 2
( 22 ) f 1 22 2 22 N zx T2 p
- ex — x
P 2(0% +03) ® (21 % )1/2 P 2(01 + 02) 207 20% o3 205

27r(0 + 03
NZIcErs e
2
1 (x_l O’ZO' 2)
exp( 5 / 3 1/2 eXp(_ +;254 1) )dx
\/27r(01 + 03 (01 +‘72) 1% 2172
0—1+0—2 01+02

— (- 50710p)
\/27r(01 +03) 2(01 + 03

—~ _ = 4
\_—

(Nebenrechnung: Das Argument der Exponentialfunktion innerhalb des Integrals in der 2. Zeile ist

2 2 2 2 1 2 L ! i
e B L Lo o) o + (G o) (017 o?) )

_l_
2 2 2 2 2( ~—2 -
2(0% + 02) 201 205 o5 205 @2 o5(o1* + 03 oy 01 +0;5
2
1 z 2 = il =11
- __ (0-1—2 + 0-2—2) (ZU _ 2) ag(a%+o%)(012+a§2) UiL (0I2+0§2)2
20 g 7, 1+ (0'2/0'1)
:U%;UQ%
9172

das Integral in der 2. Zeile ist/\f/(1+(02/0,1) 2) 020 /(0_1+02)(R) =1.) []
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Bemerkung. Man kann anstelle obiger expliziter Rechnung auch mit orthogonalen Transformationen und Bei-
spiel 2.20, 1. (Invarianz der multi-dimensionalen Standard-Normalverteilung unter orthogonalen Transformatio-
nen) argumentieren, vgl. auch [KW, Bsp. auf S. 71]:

b

a
-b a

Zl a b Zl CLZ1 + bZQ
(ZQ) und (—b a)(Zz):(—bZ1+aZg)
dieselbe Verteilung, d.h. auch aZ; + bZ5 und b2, + aZ; sind u.iv., ~ N 1, insbesondere ist a.Z; + bZ5 standard-
normalverteilt.

Setzen wir a = ——=—, b := ——=2—, so finden wir: X; := 0171 ~ N o2 Xy = 0975 ~ N, o3 (und X, X5 sind

\/0%+0§) \/0%+0%J
X . X5
0%+ 05 \Joi+0) Uwol
ool 2~ (A/O,i
So /'t&L'
2

Seien a,b € (0,1) mit a® + b*> = 1, so ist die 2 x 2-Matrix (
haben

) orthogonal, seien Z1, Z5 w.a., ~ Ny 1, dann

u.a.),

= CLZl + bZQ ~ ./\/’0,1, (

also gilt X7 + X5 ~ N,
)
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2.5 Asymptotische Ereignisse

In diesem Abschnitt geht es um Ereignisse, die gewissermaflen (wenn man bei der Nummerierung an einen Zeita-
blauf denkt) ,,unendlich spit* entschieden werden.

Definition 2.29. Seien A;, Ay, ... Ereignisse,

limsup A4, := ﬂ U A,

n>1m2n

(,unendlich viele der A,, treten ein“),

liminf A, == ) An

=00 n>1m2n

(,von einem (moglicherweise zufilligen) Index ab treten alle A,, ein®).

&
Beachte: Es ist ( lim inf An) = lim sup A},, mit Indikatorvariablen ausgedriickt gilt

n—00 n—00

lim sup ]-An(w) = ]-limsupnAn(w)7 lim inf ]-An(w) = ]-liminann(w)-
n—>0o0

n—>00
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Satz 2.30 (Lemma von Borel-Cantelli3). Sezen Ay, Ay, ... Ereignisse, A = limsup,,_, ., A (: N ) A )
™

r Y P(A)<oo —  P(A)=0

n=1
2. Y P(A,) = unddic Ay, As, ... seien unabbingiy — P(A)=1
n=1

Mf\k
1P P (UA) T PAD — o

™2 h— >6<:>

20 PUAY - P(U N AL < 2”9 /\AB

N> .
ke " K/Wv
> ’i PAL) = Do O( ﬂ 3
=7 kT —>b°k/\,\,
. \/—_Y—\/
s = O —T‘(/\ PCAW)
m=n

3nach Emile Borel (1871-1056) und Francesco Cantelli (1875-1966)
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Beispiel 2.31. 1. Betrachte unendlich iterierten (unabhingigen) p-Miinzwurf (p € (0, 1), sei
p g1g

A, = {Erfolg im n-ten Wurf}, J@w« f(> (A u\\ = ") S0

dann ist P(limsup, A,) = 1, d.h. es treten fast sicher oo viele Erfolge auf. i ) S~

D—
2. Seien X1, Xo,... ZVn, X, ~ Poi, mitsup, \, =: A < o0, A, ={X,, > n}.Esist w % :P(A "3 =

— o, n = ()‘n)k -A
P(A,) =e /Z;L—k! <e /Z;LF

—_—

(verwende z.B. Bsp 2.26, 3. zur Poisson-Faltungseigenschaft, um dies einzusehen: Falls \,, < A, sei ¥;, u.a. von X,
~ Poip_y,, dannist X, + Y}, ~ Poiy und somit P(X,, > n) < P(X,, +Y,, > n). Somit

A oA A =
zn:P(An)Se ;H%n_e ;k!k<oo, i
- T T A
also P(limsup,, A,,) = 0. S — = N J—k oo K —_/L_/Lk
(Beachte: die X, brauchen nicht unabhingig zu sein.) 2_2_e -2 2 e -
h=a ks, k! k=4 w=1 !

%(L\\Awhuva L\Ibnk %\4 /—,&-“___ %Lﬁ\&_ UUAC%VK{B &(\Qﬁ )
Ss ’{‘%t A S ?/P(/\b\\‘;c;o <~ A ot k‘ASSGg/L

wenN .

Exdrembsp A Bretgoes ak P(A) elo) S



