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Beispiel 6.11 (Kon�denzintervall für denMittelwert im normalenModell bei bekannter Varianz). UnterPϑ seien
X1,X2, . . . ,Xn u.i.v. ∼ Nϑ,σ2 mit ϑ ∈ Θ ∶= R, σ2 > 0 sei bekannt (und fest).
Sei q ∶= Φ−1(1 − α

2) das (1 − α/2)-Quantil der Standardnormalverteilung,X = 1

n

n�
i=1Xi.

I ∶= �X − q ⋅ σ√
n
,X + q ⋅ σ√

n
�

ist ein Kon�denzintervall für ϑ zum (Sicherheits-)Niveau 1 − α.
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Beispiel 6.12 (Approximatives Kon�denzintervall im Binomialmodell mittels Normalapproximation, vgl. auch
Bsp. 6.1). X ∼ Binn.ϑ, θ ∈ Θ = [0, 1],
ϑ̂ ∶= X

n , σ̂ ∶=�ϑ̂(1 − ϑ̂), α ∈ (0, 1), q ∶= Φ−1(1 − α
2), dann ist

I ∶= �ϑ̂ − q σ̂√
n
, ϑ̂ + q σ̂√

n
�

ein (approximatives) Kon�denzintervall für ϑ zum Sicherheitsniveau 1 − α.
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6.3.1 Rund um die multivariate Normalverteilung

Für das weitere Vorgehen benötigen wir einige Eigenschaften der multivariaten Normalverteilung.

Beobachtung und De�nition 6.13. n ∈ N,X1,X2, . . . ,Xn u.i.v. ∼ N0,1, so hat

X ∶=X2
1 +X2

2 +⋯ +X2
n die Dichte 1

Γ(n/2)2−n/2xn
2−1e−x/21[0,∞)(x),

χ2
n ∶=L (X) heißt Chiquadrat-Verteilungmit n Freiheitsgraden.

Beachte: χ2
n = Γ1/2,n/2, wo die Gamma-Verteilung Γα,ν die Dichte 1

Γ(ν)ανxν−1e−αx1(0,∞)(x) besitzt (α = Skalen-,
ν = Formparameter), siehe Aufg. 4.1.

Proposition 6.14. Seien α, r, s > 0,X ∼ Γα,r, Y ∼ Γα,s unabhängig. Dann sind

X + Y und V ∶= X

X + Y unabhängig

undX + Y ∼ Γα,r+s, V ∼ βr,s, wobei die Beta-Verteilung βr,s die Dichte
Γ(r+s)
Γ(r)Γ(s)vr−1(1 − v)s−11(0,1)(v)

besitzt.
Insbesondere bilden die Gamma-Verteilungen eine Faltungsfamilie (bezüglich des zweiten, des sogenannten Formpa-
rameters): Γα,r ∗ Γα,s = Γα,r+s.
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Beweis von Proposition 6.14. Zu zeigen: α, r, s > 0,X ∼ Γα,r, Y ∼ Γα,s unabhängig, so sind

X + Y ∼ Γα,r+s, X

X + Y ∼ βr,s und unabhängig
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Beweis von Beob. 6.13. Zu zeigen:X1,X2, . . . ,Xn u.i.v. ∼ N0,1, so hat

X1,X2, . . . ,Xn ∼ N0,1 u.i.v., so hatX2
1 +X2

2 +⋯ +X2
n die Dichte

1

Γ(n/2)2−n/2xn
2−1e−x/21[0,∞)(x),

X ∼ N0,1, so istX2 ∼ Γ1
2 ,

1
2
(= χ2

1) :∣X ∣ hat Dichte 2√
2π
e−x22 auf (0,∞); sei
ϕ ∶ (0,∞)→ (0,∞), x↦ x2, somit ϕ−1(y) =√y,

d

dy
ϕ−1(y) = 2y

also hatX2 die Dichte
1

2
√
y

2√
2π

e−y2 = �1
2
�1

2 1

Γ(12)y
1
2−1e−12y

(siehe Beob. 1.40).

Dies zeigt die Behauptung für n = 1, der allgemeine Fall folgt daraus induktiv unter Verwendung von Propositi-
on 6.14.
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Korollar und De�nition 6.15. Seienm,n ∈ N,X1, . . . ,Xm,Y1, . . . , Yn unabhängig, ∼ N0,1.

1. Fm,n ∶=
1
m

m∑
i=1X

2
i

1
n

n∑
j=1Y

2
j

hat Dichte fm,n(x) = Γ(n+m2 )
Γ(m2 )Γ(n2)m

m
2 n

n
2

x
m
2 −1

(n +mx)(m+n)2

1(0,∞)(x).
L (Fm,n) heißt Fisher-Verteilung2 mitm und n Freiheitsgraden
(präziser: mitm Zähler- und nNenner-Freiheitsgraden).

2. Tn ∶= X�
1
n

n∑
j=1Y

2
j

hat Dichte tn(x) = Γ(n+12 )
Γ(12)Γ(n2)

1√
n
�1 + x2

n
�−n+12 .

L (Tn) heißt Student-Verteilung3 mit n Freiheitsgraden (auch Student’sche T -Verteilung genannt).
Bemerke: Die Student-Verteilung mit einem Freiheitsgrad ist die Cauchy-Verteilung.

Bemerkung. Sei Tn Student-verteilt mit n Freiheitsgraden, so ist Tn
d�→

n→∞N0,1.

(denn es gilt tn(x)→ 1√
2π
e−x2/2 lokal gleichmäßig).

2Nach Ronald Aylmer Fisher, 1890–1962
3NachWilliam Sealy Gosset, 1876–1937, der sie 1908 unter dem Pseudonym “Student” verö�entlichte.
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Beweis von Korollar 6.15. 1.X ∶= m∑
i=1X

2
i ∼ Γ1

2 ,
m
2
, Y ∶= n∑

j=1Y
2
j ∼ Γ1

2 ,
n
2
u.a., also V ∶= X

X + Y ∼ βm
2 ,

n
2
nach Prop. 6.14.

Dann ist

Fm,n = nX

mY
= n

m

X
X+Y
Y

X+Y
= n

m

V

1 − V ,

mit
ϕ ∶ (0, 1)→ (0,∞), v ↦ n

m

v

1 − v, also ϕ−1(z) = mz

n +mz
,

d

dv
ϕ(v) = n

m

1(1 − v)2
ist Fm,n = ϕ(V ), hat also die Dichte

fm,n(z) = mnz(n +mz)2 Γ(m+n2 )
Γ(n2)Γ(m2 ) �

mz

n +mz
�m

2 −1 � n

n +mz
�n

2−1

= Γ(n+m2 )
Γ(m2 )Γ(n2)m

m
2 n

n
2

z
m
2 −1

(n +mz)(m+n)2

2. T 2
n hat (nach 1.) Dichte f1,n, also hat ∣Tn∣Dichte 2tf1,n(t2)1[0,∞)(t).

Da Tn symmetrisch um 0 verteilt ist (klar aus der Symmetrie vonX1), hat Tn die Dichte

∣t∣f1,n(t2) = ∣t∣ Γ(n+12 )
Γ(12)Γ(n2)nn/2 (t2)12−1(n + t2)(n+1)/2

= Γ(n+12 )
Γ(12)Γ(n2)

1√
n

1

�1 + t2

n �(n+1)/2
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Satz 6.16. X1, . . . ,Xn u.i.v. ∼ Nµ,σ2 mit µ ∈ R, σ > 0,
M ∶= 1

n

n�
i=1Xi, S2 ∶= 1

n − 1
n�
i=1(Xi −M)2.

Es gilt
1.M und S2 sind unabhängig,M ∼ Nµ,σ2/n, n−1σ2

S2 ∼ χ2
n−1.

2. T ∶= √n(M − µ)√
S2

ist Student-verteilt mit n − 1 Freiheitsgraden.
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Korollar 6.17 (Student-Kon�denzintervall für denErwartungswert imnormalenModell). UnterPϑ,ϑ = (µ,σ2) ∈
R × (0,∞) seien

X1,X2, . . . ,Xn u.i.v. ∼ Nµ,σ2.

Sei α ∈ (0, 1), q = qn−1,1−α/2 das 1 − α
2 -Quantil der Student-Verteilung mit n − 1 Freiheitsgraden,

M ∶= 1

n

n�
i=1Xi, S2 ∶= 1

n − 1
n�
i=1(Xi −M)2.

Dann ist

I ∶= �M − q
�

S2

n
,M + q

�
S2

n
�

ein Konfidenzintervall für µ zum Irrtumsniveau α.

Beweis. T ∶= √n(M−µ)√
S2

ist Student-verteilt mit n − 1 Freiheitsgraden (für jede Wahl von µ und σ2),

P(µ,σ2)�M − q�S2

n ≤ µ ≤M + q�S2

n �
= P (−q ≤ T ≤ q) = P (T ≤ q) − P (T ≤ −q) = 1 − α

2
.
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Beispiel. Zwei Schlafmittel sollen verglichen werden, 10 Patienten erhielten in aufeinanderfolgenden Nächten
Medikament A und B.
Die Daten (xi = Anz. Stunden Schlaf mit Mittel A - Anz. Stunden Schlaf mit Mittel B bei Patient Nr. i):

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
xi 1,2 2,4 1,3 1,3 0,0 1,0 1,8 0,8 4,6 1,4

Es ist
x = 1

10

10�
i=1 xi ≊ 1,58, s = �1

9

10�
i=1(xi − x)2�

1/2 ≊ 1,23.
Nehmenwir an, dieDaten stammen aus einerNormalverteilungmit unbekanntemMittelwertµundunbekannter
Varianz σ2 (und die Ergebnisse der verschiedenen Patienten sind unabhängig).
Es ist q9, 0,995 ≊ 3,25 (aus einer Quantiltabelle oder beispielsweise mit R berechnet), demnach ist

�x ± q s√
n
� ≊ [0,31, 2,85]

ein Kon�denzintervall für µ (die mittlere zusätzliche Anzahl Stunden Schlaf, die Medikament A mehr bringt als
Medikament B) zum Sicherheitsniveau 0,99 = 1 − 0,01.
Beachte: (Sinnlos) genaue Werte mit Rechnergenauigkeit sind x − q s√

n
≊ 0,3159481, x + q s√

n
≊ 2,8440519, man

sollte allerdings die Grenzen eines Kon�denzintervalls stets ”konservativ“, d.h. nach außen, runden.


