Kapitel 2

Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhingigkeit

2.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Beispiel 2.1. Wir ziehen zwei Kugeln ohne Zuriicklegen aus einer Urne mit s > 0 schwarzen und w > 0 weifen
Kugeln.

Modell: Nummeriere die Kugeln, 1, ..., w seien weiff, w + 1, ..., w + s schwarz,
Q={(i,7):1<i,j<w+s,i#j},
P = uniforme Verteilung auf 2 (|2 = (w + s) (w + s - 1)),

betrache die Ereignisse

A = {erste Kugel ist weil} = {(i,) € Q: 4 < w},
B = {zweite Kugel ist weil} = {(4,j) € Q: j <w}.
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Wir ziehen zwei Kugeln ohne Zurticklegen aus einer Urne mit s > 0 schwarzen und w > 0 weiflen Kugeln.
Modell: Nummeriere die Kugeln, 1, ..., w seien weifl, w + 1, ..., w + s schwarz,
Q={(i,j):1<i,j<w+s,i#j},
P = uniforme Verteilung auf 2 (|2 = (w + s) (w + s — 1)); betrachte

A = {erste Kugel ist weil} = {(i,) € Q: i <w},

B = {zweite Kugel ist WeiB} ={(i,7) €2:j <w}.

ot (- P(0)

Nehmen wir an, wir haben den ersten Zug beobachtet und gesehen, dass A eingetreten ist. Mit dieser Information
sollte die W’keit von B

Ohne weitere Informationen ist

w—1 w

<
w+s-1 w+s
sein (denn es ,wurde schon eine weifle Kugel verbraucht®).
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Beobachtung und Definition 2.2. Sei (2, F, P) Wraum, A € F mit P(A) > 0.

P(BnA)
P(A)
beifst bedingte Wahrscheinlichkeit von B, gegeben A (fiir B € F).

P(-| A) ist ein Wabrscheinlichkeitsmaf§ anf (S, F),
man prift leicht per Inspektion, dass die Eigenschaften aus Definition 1.3, Normierung und o-Additivitit, erfiillt

sind. (p(_@ A) _,(;@f__@ A =1
Wir lassen P(B | A) undefiniert, wenn P(A) = 0. (& A) = A) /

- Seate @4/@2 PR ﬁhgs —E\—c,ﬁk
TlUE.]A) - Pm?((u@ Nad)=4 P(ucm)

P(AnB) = 208wl olgo ergibt sich tatsichlich P (B | A)
W

P(B|A):=

In Beispiel 2.1ist P(A) =

W+S— 1

w+s’ QT (w+s)(w+s-1)?°

\y

(Aag| Wl

Tl (ues)wesd W =
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Bemerkung 2.3 (,,Natiirlichkeit von Definition 2.2“). Nehmen wir an, wir méchten angesichts der Information
»A ist eingetreten das W’mafd P revidieren zu einem W’maf3 P mit

1. P(A) = 1(d.h. Aistsicher unter P) und
2. P(B) = c4P(B) fiir B ¢ Amiteinem ¢4 >0

(d.h. Teilereignisse von A erhalten bis auf Normierung ihr altes Gewicht).
Dann gilt
P(AnC)

PO =5

(=P(C|A)) furalleCeZF.
C,Ac'

Dow: Se € eF . Pl = P(Anc\+P(c\A>

Cbm. Boa An2) < BIA®) = 1P
(mt el C = A /( eés/ = O
CBIAY o ) = cam S X
- O _ . —_— = V
/\ = PCA) = Ca AT PA )= P(AM,}

Bemerkung 2.4. P(B | A) # P(B) kann nicht notwendigerweise als ,,Kausalitit“ (im Sinne von ,,A beeinflusst,
ob B eintritt®) interpretiert werden:

In Beispiel 2.1 ist auch

pa gy =LB0A) _wol by ccA‘P(#\/’C)
P(B) w+s—1 o C)
aber es passt nicht zu unserer Vorstellung, dass der 2. Zug den 1. Zug beeinflusst. = (A o

v(A)
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Satz 2.5. [ abziihlbare Indexmenge, B; € F paarweise disjunkt mit P(Uier B;) = 1 (und P(B;) > 0 fiiri € I).
r. (Formel von der totalen Wabrscheinlichkeit) Fiir A € F gilt
P(A4) = P(B)P(A] B) Narawsclanl. dhung
) Qo @fa%rewmz

JQ/W,\ > q)%\_’l’(A (\'523 <= TPCA N3
T Ry - Le% Pt 0
% . Pi-1=1 A
= PlU_(AB)=P(An B
el (€L W
2. (Formel von Bayes') Fiir A € F mit P(A) > 0 und jedes k € I gilt K()(,AQ B, \2.CR By
\ 1 2 3

_ P(B)P(A|By) L
P(By|A) = Zz‘e]Pé:Bi)P(A |kBZ)

[G(sw\ Newwr vedds =  TPCA) nad fL-)
260 —u— = PP (AN B y
QC@(L)

oo .- O’f&/ Ve encle fﬂ’;’ RB,= R wd B, =B

'nach Thomas Bayes, 1702-1761; die Arbeit (die eine Frage von Laplace beantwortet) wurde posthum 1763 publiziert
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Beispiel 2.6 (Medizinische Reihenuntersuchung). Eine Krankheit
* komme bei 2% der Bevolkerung vor (,,Privalenz 2%°),
* cin Test schlage bei 95% der Kranken an (,,Sensitivitit 9s%"°),
* aber auch bei 10% der Gesunden (,,Spezifitit 90%").

Eine zufillig gewihlte Person wird mit positivem Resultat getestet. Wie wahrscheinlich ist es, dass sie krank ist?
Se. = 3 1 % 4
e A =9Tol {A%f poma‘w AM}/
R =% ”Dsl/(gustm ist vk ]

?(@3”’0/01 ; ?CA‘73> = 095 ?(Afﬁc)gori

PlRA) = T P(ALR

= .-- = O( 442_
P(8) P(AIR) + P(BIP(AIB)
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S.a. Gerd Gigerenzer, Das Einmaleins der Skepsis, Berlin Verlag, 2002, der auch einlddt, den Sachverhalt anschau-

lich anhand einer ,,Vierfelder-Tafel“ bezogen auf eine Gesamtpopulation der Grofie 1000 zu betrachten:

krank gesund | X
pos. getestet | 19 98 17
neg. getestet I 882 883
> 20 980 | 1000
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2.2 Mehrstufige Zufallsexperimente
Wir betrachten folgende Situation:
Wir haben ZVn X1, Xo, ..., X, im Sinn und kennen
1. die Verteilung von X,
2. fiir 2 < k < n die bedingte Verteilung von X3, wenn Xy, Xo, ..., Xj;_; schon beobachtet wurden.

Frage / Aufgabe : Wie modellieren? (und: wie damit rechnen?)

Beispiel 2.7 (Pdlyas Urne?). s, w € Ny, c € {-1,0,1,2,... }, eine Urne enthilt anfangs s schwarze und w weifle
Kugeln. Wir greifen in jedem Zug einmal rein zufillig hinein und legen dann die gezogene Kugel zurtick zusammen
mit ¢ weiteren Kugeln derselben Farbe (im Fall ¢ = -1 legen wir die gezogene Kugel nicht zurtick). Wir setzen

X i 1 {i-te gezogene Kugel ist schwarz} -

*nach George Pélya, 1887-198s; siche F. Eggenberger, G. Pélya, Uber die Statistik verketteter Vorginge, Zeitschr. f. Angew. Math. Mech. 3, 279-290, (1923).
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Beobachtung 2.8 (Multiplikationsformel). A;, Ay, ..., A, Ereignisse mit

P(Alﬁ“'ﬂAn_1)>O,

50 15t

P(Al ﬂAQ oee- ﬂAn) = P(Al)P(AQ | Al)P(Ag | A1 ﬂAQ)P(An | Al Moeee ﬂAn_l).

(Beweis per Inspektion, das Produkt rechts teleskopiert)

P PA AN - POAL[A,NAD
Y—~— - ~——

F(AL(\A«\ P(A/’/Hn’z\z\
P4\ P Agra
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Satz 2.9 (Konstruktion von W’maflen via bedingte Wahrscheinlichkeiten). Sezen €11, (), .

p1 2 = [0, 1] Wabrscheinlichkeitsgewichtsfunktion, fiir 2 < k < n und beliebige wy € 2y, . .. wy_1 € Q1 sei

Phlwy,wpy * S = [0,1]  Wgewichtsfunktion
setze ) := Q0 X Qo X - x Q. wir schreiben X; : €} — C); mit
Xi((wl, . ,wn)) = w;

fiir die i-te Koordinatenprojektion.
Dannistp: Q) — [0, 1] mit

s Sy (# B) abziblbar,

p((wb A 7wn)) = pl(wl) 'p2|w1 (W2) 'p3|w1,w2(w3) Y 'pn|w1 ..... Wn—1 (wn)

eine Wgewichtsfunktion, das Wmaf§ P auf ) mit Gewichten p erfiillt
1 P(X1 = wl) = pl(wl)ﬁz’wzlle Wi € Ql,

2.
P(Xp=wr | Xi=wi,..., Xjpo1 = Wh-1) = Dijuoy,. o, (W)

fleZ"QS ]{STL, w1 EQl,...,wk_l EQk_l,sofem P(X1 :wl,...,Xk_l Zwk;_l) > 0.

P ist durch 1. und 2. eindeutiy festgelegt.

Mav\ MCW’ A,;ng Na @ab\h—\ol»\&wébkl«.u V\gbcﬁASl% {(O,C_\

//(L\‘

L’T; J)_\,lciallos/ Qlf%moul P"(“\/(G P2\

Pz(aca

0
P> (o | =2

@, d)
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()= Ql X QQ Xoeee X Qn, Xi((wl, . ,wn)) = W;

p((w1, e 7wn)) = pl(wl) " P2l (WQ) 'p3|w1,w2(w3) C Pl wn (wn)
Dann gilt: I. P(X1 = wl) = pl(wl), 2. P(Xk = W} | Xi=wi,y.e..,Xpq = wk_l) = Dkfwr, .., wk_1(wk)

Beweis von Satz 2.9.

P [X/r:b-)q, - ijbw_\ = —Z i—- P(g(bd,”-—/whbkiw"-/

wk+1€JLlL LJ,,{éJZ’(A LJ,,,,-\@

\)

— = — .
~ - Zi——‘ ( CJ
\Q L.I /\7["“‘)" (- -1 “le, LJ{/L‘t"l/""‘/ M-y ( D L
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