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Satz 6.16. X1,..., X, uiv.~N, omitpeR, o >0,
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Korollar 6.17 (Student-Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert im normalen Modell). Unter Py, 9 = (i, 0?) €
R x (0, 00) seien
Xl, )(27 ce ,Xn u.l.v. ~ N

11,02

Ser v € (0,1), ¢ = qy-11-0j2 das 1 — §-Quantil der Student-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden,

e e T TR o VRpy
M.-n;XZ, S'"n—1;(XZ M)2.

I::[M—Q\/%,Mﬂg\/g]

ein Konfidenzintervall fiir |1 zum Irrtumsnivean c.

Dann ist

Beweis. T := % ist Student-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden (fiir jede Wahl von 2 und 02),

P(M,UQ)(M_Q\/% <p < M+q\/%)

:P(—qugq):P(qu)—P(Tg—q):l—%.
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Beispiel. Zwei Schlafmittel sollen verglichen werden, 10 Patienten erhielten in aufeinanderfolgenden Nichten
Medikament A und B.

Die Daten (x; = Anz. Stunden Schlaf mit Mittel A - Anz. Stunden Schlaf mit Mittel B bei Patient Nr. 7):

ilvl2]sl4fs|6]7]8]09 o

Ti|,2|2,4|1,3|1,3|0,0|L0|L8 ‘ 0,8 ‘ 4,6 | 1,4
Es ist
1 1o 1 10 1/2
T=—Sa; 158 s-= (—Z(xi—f)z) ~ 1,23,
10 5 9

Nehmen wir an, die Daten stammen aus einer Normalverteilung mit unbekanntem Mittelwert ;4 und unbekannter
Varianz 02 (und die Ergebnisse der verschiedenen Patienten sind unabhingig).
Es ist g9 0,995 & 3,25 (aus einer Quantiltabelle oder beispielsweise mit R berechnet), demnach ist

S

7+ q%] ~ [0,31, 2,85]

ein Konfidenzintervall fiir ;1 (die mittlere zusitzliche Anzahl Stunden Schlaf, die Medikament A mehr bringt als
Medikament B) zum Sicherheitsniveau 0,99 = 1 — 0,01.

Beachte: (Sinnlos) genaue Werte mit Rechnergenauigkeit sind 7 - q% ~ (0,3159481, * + qﬁ ~ 2,8440519, man
sollte allerdings die Grenzen eines Konfidenzintervalls stets ,konservativ, d.h. nach aufen, runden.
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6.3.2 Ein Konfidenzintervall fiir den Median (ein kleiner Ausflug in die nicht-parametrische Statistik)

Satz 6.18 (Ein Konfidenzintervall fiir den Median). Seien X1, . .., X, n.i.v. reellwertig, mit (unbekannter) Vertei-
lung Q), die eine stetige Verteilungsfunktion besitzt (d.h. Q) hat keine Atome).
(Im Formalismus: © = {0 : ¥ nicht-atomares W’maf§ auf R}, X = R", Py = 9®")

m(Q) set ,der” Median von Q) (d.h. Q((—oo, m(Q)]) =3 = Q([m(Q), oo)), vgl. Def. 3.22; falls mebrere Werte

in Frage kommen, nebmen wir das arithmetische Mittel aus dem kleinsten und dem grofSten maglichen Wert).

Die zugehorige Ordnungsstatistik ist A
X(l) < X(Q) <... < X(n)

Zu o € (0, 1) wéble k maximal, so dass Bin, 15({0, ...,k = 1}) < §, dann ist
[X ey, Xn-ton] ’

ein Konfidenzintervall fiir den Median m(Q)) zum Sicherbeitsnivean 1 — c.

N
-

Beweis. Esist

Q(Xm(X(k) N m(Q)) = Q®”(|{1 <isn: X;<m(Q)H <k- 1)
= Binnjl/Q({Oy sy k- 1}) < %7

analog ist >( (in- l<+ 1)

J «
Q@n()w < m(Q)) _ Q®n(|{1 <i1<n:X; > m(Q)}| <k- 1) < 5

somit L/ X(h_ Kkt /\\
Q" ([ Xy, Xwreny | #m(Q)) £ Q*(X sy > m(Q)) + Q" (K < MUQ)) < v
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Nochmal die Daten aus dem ,,Schlafmittel-Vergleich®-Beispiel
(z; = Anz. Stunden Schlaf mit Mittel A - Anz. Stunden Schlaf mit Mittel B bei Patient Nr. 7):

ilr]2]3/ 456|789/
Ti | L,2 |24 |1,3|L3|0,0| L0 6| 1,4

Es ergibe sich fiir v = 0,01, n = 10:
Man muss in Satz 6.18 k = 1 wihlen (es ist Binyg 1/2({0}) & 0,001, aber Binyg 1/2({0,1}) 2 0,012), d.h. ein Konfi-

denzintervall fiir den Median (der Differenz der Schlafdauer unter Mittel A versus Mittel B) zum Sicherheitsniveau

99% ist [X(1)7X(1O)] = [07 476]

(Fir a = 0,05 kénnte man k = 2 wihlen und erhielte [ X (9), X ()] = [0,8, 2,4] als Konfidenzintervall zum Sicher-
heitsniveau 95%.)

"N 4/ (%D{l IZ’ /ﬁh

ol
2

N~
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6.3.3 Exkurs: Exakte Konfidenzintervalle fiir den Erfolgsparameter in der Binomialverteilung*

Unter n unabhingigen Versuchen seien x Erfolge beobachtet worden, wir fassen x als Realisierung einer Bin,, -
verteilten ZV auf und wollen anhand der Beobachtung auf ¢ schliefien.

Wir hatten in Beispiel 6.12 das auf asymptotischer Normalitit fuflende (approximative) Konfidenzintervall fiir ¢/
zum Niveau 1 — o kennen gelernt:

19+q

[~ qf f]

—_ — —
V=—7=/9%1-19),gdas1 - 4- il
mit - ( ), q das 5-Quantil von Mo

Wie konnten wir vorgehen, wenn wir uns nicht auf die Asymptotik verlassen mochten? Wir beobachte X ~ Py :=
Bin,, y und méchten anhand der Beobachtung ein (nur nicht approximativ korrektes) Konfidenzintervall fiir ¢ €
© = [0, 1] konstruieren.

Idee: Zu ) € © = [0, 1] wihle ¢ € (0, 1), so dass fiir
Cy:={xe{0,1,...,n}: Bin,y({z}) > ¢y}
gilt Bin,, y(Cy) > 1 - a (und ¢y mglichst grof, so dass Cy mglichst klein).
Setze C(x) ={0eO:xeCy}furre X :={0,1,...,n}, danngilt
VIeO: Py(eC(X))=Py(XeCy)21-a

nach Konstruktion.
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Es gilt

1. Furd e (0,1)ist{0,...,n} 3z ~ Bin, y({z}) strikt wachsend auf {0, 1, ..., [(n+ 1) - 1]}, strike fallend
auf {|(n + 1)¥],...,n},also maximal auf x = | (n + 1)¢| (und auf (n + 1)¥ — 1, wenn (n + 1) € Z).

2. Firz e {l,...,n}ist[0,1] 30 » Bin,y({z,x +1,...,n}) stetig, strikt monoton wachsend mit

Binnﬂg({x, T + 1, ce ,n}) = ﬁxm—aﬁl([ovﬁ])a

wo (3, (die Beta-Verteilung) die Dichte

) = ['(a+0) J0L(] g )]
fBetamb( ) —F(a)F(b) (1 )
auf (0, 1) hat.
Argument:
Bin,o({z}) _ (-9
Bin, y({z - 1}) (,")9e1(1 - 9)n-et
- (”xszg))ﬁ >1 = z<(n+1)Y

2. Uy, . .., U, unabhingig und uniform auf [0, 1], so ist
Sy =Y 110.9(U:)
i=1

ist Bin,, y-verteilt.
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Sei Uy < Uy < ... < U, die ,,Ordnungsstatistik®.

Binnyﬁ({x, ce ,n}) =P(Sy>1) = P(U(x) < 19)
B Zn: Z P(Ukﬁﬁ,UmSU/{fﬁrmEB, )
k=1 Be{1,..n}\{k} U>Ufirle{l,....,nj~ ({k}uB)
|Bl=x-1 P g p
= [ ulBl(1-w)n=1BI=1 dy= [ @=L (1-u)"% du
0 0

U
_ n(“”‘l) [ -y du
r—-1

———— 0
n! I'(n+1)

(z-Dln-2)! T(2)[(n-z+1)

7

Wihle Cy := {z_(¥),z_(¥) + 1,...,2.(V)} mit 2_(¥) = max{z : Bin,y({0,...,2 - 1}) < §} und
z,.(¥) = min{z : Bin, y({z +1,...,n}) <5}

Es gilt:
*x< $+(19) — Binn,ﬁ({my e 7n}) = 6:1:,n—x+1([0719]) > %

<= U > p_(x) := $-Quantil von Beta, ;1.

*x>x,(0) < Bin,y({0,...,2}) =1-Bin({z +1,...,n}) = Brr1n-=o([V,1]) 2 5.
<= ¥ <p.(z) =1~ 5-Quantil von Beta, 1 5.
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Somit haben wir bewiesen:

Satz 6.19 (Exaktes Konfidenzintervall im Binomialmodell).

p-() = §-Quantil von Beta, y_p1,

p+(x) =1 = §-Quantil von Beta,,1 5,

x> [p-(x),ps(x)] ist ein Konfidenzintervall fiir O zum Sicherbeitsnivean 1 — c.

Bemerkung.

* Quantile der Beta-Verteilungen sind tabelliert, gelegentlich kann beim Nachschlagen in Tabellen die Symme-
trieeigenschaft

5(1,1)([0737]) = Bb,a([l -, 1]) = l_ﬁb,a([ov 1 - il?])

ntitzlich sein.

* R kennt die Beta-Verteilungen, ihre Verteilungsfunktionen pbeta(x, a, b) und ihre Quantile gbeta(p,
a, b)

Fiir die Daten aus Beispiel 6.1 (n = 53, beobachtet x = 23) mit @ = 0,05 finden wir J = % ~ (0,434,7 ~ 0,496,

qoors ~ 1,96, also ist das approximative 95%-Konfidenzintervall ftir ¢ hier [5 + q%] ~ [0,30,0,57].

Es ist p_(23) = 0,025-Quantil von £23 31 ~ 0,30, p,(23) = 0,975-Quantil von B2y 39 ~ 0,57, d.h. das exakte Konfi-
denzintervall [p_(z), p.(x)] ~ [0,30,0,57] (stimmt hier bei Rundung mit obigem tiberein).

(Die Intervalle sind nicht gleich: Absurd prizise Werte wiren:

[9+¢-2] ~ [0,3005306,0,5673939], [p-(23).p(23)] ~ [0,2983021,0,5771742].)
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Uberdeckungswahrscheinlichkeit Uberdeckungswahrscheinlichkeit
n=100 (approx. Konfidenzintervall, nominelles Niveau 0.95) n=100 (exaktes Konfidenzintervall, Niveau 0.95)
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

p p

Uberdeckungswahrscheinlichkeit eines (nominellen) 95%-Konfidenzintervalls fiir den Erfolgspara-
meter p einer Binomialverteilung mit n = 100 als Funktion von p: Links approximatives 95%-
Konfidenzintervall (aus Bsp. 6.12), rechts exaktes Konfidenzintervall (aus Satz 6.19). Speziell fir p
nahe an 0 oder 1 hilt das approximative Konfidenzintervall das nominelle Niveau nicht ein.
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Bericht. Manchmal betrachtet man auch den Schitzer
~ x+1

X
ﬁ:n+2 (O/:T,—\

fiir ¥ und bildet als (approximatives) Konfidenzintervall zum Niveau 1 — «

~ o o
N
mit& = /(1 -1), gdasl- 5-Quantil von NV ;. v

v wirkt vielleicht zunichst ,ad hoc® gewihlt. Die Form von ) ist natiirlich im Kontext eines Bayesschen Ansatzes,
den wir in dieser Vorlesung nicht weiter diskutieren werden.
g

Uberdeckungswahrscheinlichkeit
n=100 (modifiziertes approx. Konfidenzint., nominelles Niveau 0.95)
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6.4 Statistische Tests

Beispiel 6.20 (fiir einen einseitiger Binomialtest). Herr A behauptet, (mit W’keit?) > 1/2) vorhersagen zu konnen,
ob die oberste Karte eines verdeckten, gut gemischten Skatblatts rot oder schwarz ist.

Frau B ist skeptisch (und verdichtigt, dass A einfach rit, d.h. 9 = 1/2) und schligt vor, n = 20 Versuche durch-
zufiihren.

Sei
X := Anzahl richtige Vorhersagen von A,

wir modellieren X ~ Bin,, y (mit uns unbekanntem 9 € [0, 1]).
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X = Anzahl richtige Vorhersagen von A unter n = 20 Versuchen

B wihlt o = 0,05, sagen wir, und k (moglichst klein) mit (und hier ¥y := 1/2)
Binnﬂgo({k, E+1,... ,n}) <o
(hier & = 15, denn Bin,, 4,({15,16,...,20}) & 0,021, Bin, »,({14,15,...,20}) = 0,058) und wird (auf dem

Signifikanzniveau ) die

Nullhypothese : ¥ <

DO | —

verwerfen zugunsten der

1
Alternative : 1 > 2

wenn das Ereignis { X > k} eintritt, ansonsten die Nullhypothese beibehalten.

Demnach: Falls A tatsichlich rit (also in Wirklichkeit ¢ = 1/2 gilt), ist die W’keit, ihm versehentlich hellseherische
Fihigkeiten zuzuschreiben (dies wire dann ein sogenannter ,Fehler 1. Art*: die Nullhypothese abzulehnen, obwohl
sie zutrifft), hochstens a.

Nehmen wir an, die 20 Versuche werden durchgefiihrt und A erzielt 13 , Treffer. B wird also die Nullhypothese
beibehalten (denn {X > k} tritt nicht ein; quantitativer: der p-Wert ist Py o(X > 13) & 0,132 > 0,05; d.h., wenn
A einfach nur rit, wiirde er in ca. 13,2% der Fille mindestens ebensoviele ,, Treffer erzielen wie beobachtet) und
etwa sagen:

»Die Beobachtungen zeigen (auf dem Niveau o = 5%) keine keine signifikante Abweichung von der

Nullhypothese.®
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6.4.1 Der formale Rahmen statistischer Tests

Definition 6.21. Sei (X,.7, (Py)yeo) ein statistisches Modell, © = ©gu0); disjunkte Zerlegung in ,Nullhypo-
these“ und ,Alternative” (auch ,,Gegenhypothese®).

Eine Statistik ¢ : X — [0, 1] heiflt ein 7esz von © gegen O,
Der Test heifSt randomisiert, wenn (X)) ¢ {0, 1}, sonst nicht-randomisiert,

fir einen nicht randomisierten Test ¢ heifst
{x : @(x) = 1} der Ablehnungs- oder Verwerfungsbereich (von ©y).
G<P 10—~ [07 1]7 G@(ﬁ) = Eﬁ[@]

heifdt die Gritefunktion von ¢ (1 — G, heifdt Operationscharakteristisk), ¢ heif8t ein Test zum Niveau (auch: Signi-

sup G,(?9) < a. ( \J‘QIJW%L/
9e0y @ !
sup G,(¥)  heiflt effektives Niveau (auch: Umfang) von ¢. °

Ve n'fzed
Fir ¥ € O heifft G, (1) die Macht (auch: Schirfe, englisch: power) des Tests ¢ bei ¢J. 90/ X D

fikanzniveau) « € (0, 1), wenn gilt

Sei (Pa)ae(0.1) eine Familie von nicht-randomisierten Tests mit ¢, < @ flir o < @, ,, habe effektives Niveau a.
Dann heif$t fiir v € X

p(=p(x)) =mf{ae(0,1): po(x) =1}
der p-Wert (bei Beobachtung x).
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Interpretation.
1. Man interpretiert ¢ als Entscheidungsregel: Bei gegebener Beobachtung x

@(x) =0 : behalte Nullhypothese bei

e(x) =1 : verwirf Nullhypothese, entscheide fiir die Alternative
o(x) € (0,1) - wirf eine Miinze, die mit Wkeit p(z)
’ fiir die Alternative entscheidet
2. Niveau o bedeutet, dass die W’keit fiir einen ,,Fehler 1. Art“ (die Nullhypothese filschlicherweise zu verwerfen)
< avist (uniform in ¥ € ©y).

3. Fur v € Oy ist 1 - G,(v) die Wahrscheinlichkeit, einen ,Fehler 2. Art“ zu begehen (die Nullhypothese filsch-

licherweise zu akzeptieren).

4. Viele ,praktische“ Tests haben die folgende Form, z.B. Bspe. 6.23, 6.24, 6.25, 6.32: Berechne eine gewisse
(Test-)Statistik Y (aus den Beobachtungen), verwirf die Nullhypothese, wenn Y > ¢ fiir einen gewissen Wert
q = q(a), der in Abhingigkeit von den Parametern des Tests (insbesondere dem gewtinschten Niveau )
gewihlt wird. In der Sprache von Definition 6.21also: 0. (7) = 1(Y (7) > ¢(«)) und supyee, Ey[¢] = .

Dann kann man den p-Wert des Test(ergebnisses) interpretieren als die Wahrscheinlichkeit, bei Giiltigkeit der
Nullhypothese einen mindestens so ,extremen® Wert der Teststatistik zu finden wie den tatsichlich anhand
der Daten beobachteten.

Demnach sind fiir o wiinschenswert:
G, sollte auf ©1 moglichst grofd sein
(solange mit dem gewiinschten Signifikanzniveau vertriglich), zudem sollte fiir einen Test zum Niveau « gelten

sup G, (V) < a < sup G, (V) (dann heift ¢ ,unverfilscht).
e V€O



