KAPITEL 2. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEITEN UND UNABHANGIGKEIT

S.11

Satz 2.9 (Konstruktion von W’maflen via bedingte Wahrscheinlichkeiten). Sezen €11, (), .

p1 2 = [0, 1] Wabrscheinlichkeitsgewichtsfunktion, fiir 2 < k < n und beliebige wy € 2y, . .. wy_1 € Q1 sei

Phlwy,wpy * S = [0,1]  Wgewichtsfunktion
setze ) := Q0 X Qo X - x Q. wir schreiben X; : C) — C); mit
Xi((wl, . ,wn)) = w;

fiir die i-te Koordinatenprojektion.
Dannistp: Q) — [0, 1] mit

s Sy (# B) abziblbar,

p((wb A 7wn)) = pl(wl) 'p2|w1 (W2) 'p3|w1,w2(w3) Y 'pn|w1 ..... Wn—1 (wn)

eine Wgewichtsfunktion, das Wmaf§ P auf ) mit Gewichten p erfiillt
1 P(X1 = wl) = pl(wl)ﬁz’wzlle Wi € Ql,

2.
P(Xp=wr | Xi=wi,..., Xjpo1 = Wh-1) = Dijuoy,. o, (W)

fleZ"QS ]{STL, w1 EQl,...,wk_l EQk_l,sofem P(X1 :wl,...,Xk_l Zwk;_l) > 0.

P ist durch 1. und 2. eindeutiy festgelegt.
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()= Ql X QQ Xoeee X Qn, Xi((wl, . ,wn)) = W;

p((w1, e 7wn)) = pl(wl) " P2l (WQ) 'p3|w1,w2(w3) C Pl wn (wn)
Dann gilt: I. P(X1 = wl) = pl(wl), 2. P(Xk = W} | Xi=wi,y.e..,Xpq = wk_l) = Dkfwr, .., wk_1(wk)

Beweis von Satz 2.9.
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Anwendung in Bsp. 2.7 (Polya-Urne)

Die Urne enthilt anfangs s schwarze und w weifle Kugeln, man legt jeweils die gezogene Kugel zurtick zusammen
mit ¢ weiteren Kugeln derselben Farbe.

Wir betrachten n Ziige, 2= {0,1}" 3 w = (w1, . .. ,wy), X; = w; (mit Interpretation 1=schwarz), es ist

;

s+cl

= orer oy
Prlwr,...p \Wk) = w+c(k-1-14)

fallswy, =1,

S
4 . fallsw, =0 (D; >
s+w+c(k-1
mitl =wy + - +w e 1 | ( | FA st
o . = /- pal®)
Satz 2.9 liefert (firw = (w1, ..., w,) mitwy + -+ + W, = M)

P({(Wla e Mn)}) = p1(wr) ]ﬁpkwl ..... wk_l(wk)

m—1 n-m-1
[T(s+ci): I (w+cj)
i=0 =0

n—1
[1(s+w+ck)
=0

Beachte: dies hingt nicht von der Reihenfolge der Werte w;, nur von der Gesamtsumme ab (man sagt dazu auch,
dass die X; ,austauschbar® sind).
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Anfangs s schwarze und w weife Kugeln, man legt jeweils die gezogene Kugel zuriick zusammen mit ¢ weiteren
Kugeln derselben Farbe.

m]:ll(s +ct) - n_ﬁ_l(w +cj)
i=0 =0
P({(w1,...,wn)}) = —
[T(s+w+ck)
k=0

Halten wir Spezialfille fest:

e tiir ¢ = 0 (d.h. Ziehen mit Zuriicklegen, also n unabhingige Versuche) ergibt sich (L)m(L)n_m

S+w S+w

* tiir c = —1 (d.h. Ziehen ohne Zuriicklegen) ergibt sich

1

()

s(s =D (s=m+ D) ww-1)-(w-m-n+1) ()" 1 _ .
(s+w)(s+w-1)(s+w-n+1) BGR (n)‘Hypva’”({ })

n m

mit der hypergeometrischen Verteilung aus Bsp. 1.19.

Wir kénnen diese Rechnung folgendermaflen interpretieren: Die Anzahl gezogener schwarzer Kugeln in den
n Ziigen ist Hyp, ,, ,-verteilt, gegeben, dass m schwarze Kugeln gezogen wurden, sind deren Positionen in der
Reihenfolge uniform verteilt (es gibt (;) mogliche Wahlen fiir m Positionen).
* fiir ¢ = 1 ergibt sich
s+m—-1)! (w+n-m-1)!
( (5_1)1) ( (w-1)! : o (srw-1)! (s+m-DN(w+n-m-1)
(stwin-1)! (5= (w-1)! (s+w+n-1)!

(s+w-1)!
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Sei S, = X +--- + X, (die Anzahl gezogene schwarze Kugeln unter den ersten n Ziigen), fiir 0 < m < n ist (ftr
c + 0)

P(S,=m) = > P({(wl,...,wn)})

m-1 n-m-1

[T(s+ci)- T1 (w+cj) E2ED-(Em-1) L(L+1)(Lrn-m-1)
B (n i=0 3=0 B m! (n—m)!
- n-1 N S (SEW 1) (S5 1]

m [T(s+w+ck) T
k=0
(G- G
(—(s+w)/c)

(mit ( = ' fiir 7 € R, m € N), beachte, dass der Faktor (—1)" sich oben herauskiirzt.
m m!

Diese Verteilung heifSt auch Polya-Verteilung.

7") r(r—1)-(r-m+1)

(Im Fall ¢ = 0 ergibt sich nattirlich P(S,, = m) = Bin,, g/(s4u) ({m}) vgl. Bsp 1.20.)
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In Satz 2.9 hatten wir ein W’maf$ auf einem Produktraum (mit m € N Faktoren) konstruiert. Gelegentlich benédtigt
man ein analoges Resultat fiir den Fall (abzihlbar) unendlich vieler Faktoren — beispielsweise, um in dem hier
betrachteten Kontext eine unendliche Miinzwurffolge zu modellieren.

Bericht 2.10 (Konstruktion von W’maflen auf unendlichen Produktriumen). Seien €;, ¢ € N jeweils (hochstens)
abzihlbar, # @, p; (-) Wgewichtsfunktionauf 2, furk € {2,3,... fundw; € Oy, ..., wp_1 € Qg sei Priy -y, (0)
Wgewichtstunktion auf €2, setze

= XQ@ = {(Wl,WQ,WS,---) s Wi EQl}
1eN

(versehen mit
F = 0({{w1} x {wy} x o x {wp} x Qi1 x Qo x - imeNjw; € Qflir1 << n}),
der sogenannten Produkt-o-Algebra), fiir ¢ € N sei

X;: Q- €, Xi((wn)neN) = w; (die Projektion auf die ¢-te Koordinate).

Dann gibt es (genau) ein W’maf3 P auf (€2, F) mit
P(X1 =Wy Xf = wk) = p1(w1)p2|w1(w2)'“pk|w1 ..... wk,_l(wkr) (2.1)
furalle k e Nund w; € ; fur1 < < k.

Dieses Resultat, das Satz 2.9 auf die Situation abzahlbar unendlich vieler €2;, ¢ € N erweitert, werden wir in dieser
Vorlesung nicht mit mathematischer Strenge beweisen (dafiir siche z.B. Georgii [G, Satz 3.12]).
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Grobe Beweisidee. Gedankenexperiment: Stellen wir uns vor, wir haben einen Computer, der genau eine uniform
in [0, 1] verteilte Zufallsvariable U (mit beliebiger Prizision) simulieren kann. Wir mdchten aus dem Wert von U

die Werte von X1, Xo, ... derart ablesen, dass (2.1) fiir alle & —&; = (2) Se. Q= /f\]
SeiU ~ U.Hif[(),l] O f‘&@_\

* Zerlege I = [0, 1) in disjunkte, halboffene Intervalle Twl, Wi € g—der Lim; g'én pl(wl) (L. Stufe)

(HE W TR W W PN |
R

* zerlege jedes [, in disjunkte, halboffene Intervalle I, .., wy € €2y derLingen p1 (w1 )Py, (w2) (2. Stufe),

' I

L N N
\ J ) 7 l!n)l

e wenn le W, g KODSEruiert (mit Linge pl(wl)p2|wl(w2) Dl .. o Q(wk ?)j 1‘3 ; 'I‘??
) ]

.....

Firu € [0,1) gibt es genau ein
X(’LL) = (Xl(u)aXQ(u)7 ce ) S Q)

so dass gilt (siche auch die Skizze fiir den Fall €2; = {25 = --- = N)
U € ]Xl(u),Xg(u) """" X1 (u) furalle k e N
X
und dies definiert X : [0,1) — . Damit ist ?‘\14‘3 X ?""2’9 Rom gwk(} Xﬂk-{-/(ﬂk*z
P(Xlzwl,...,Xk:wk) (unlf[01 )({edj—}—é&%w?jxiwk]xukjﬂ Qlﬁzéf‘\"“) -

= U_Illf 071 ({u € [O, 1) . Xl(u) = W1, XQ(U) =W, ... ,Xk(U) = wk})

= unif[g 1](le wy. wk) = Linge von Iy, . .,

d.h. (2.1) gilt.
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2.3 Unabhingigkeit

Definition 2.11. Wir betrachten einen W’raum (§2, F, P). Ereignisse A und B heiflen (stochastisch) unabbingig,
wenn gilt

P(AnB)=P(A)-P(B)
(strenggenommen: unabhingig beziiglich P). Im Fall P(A) > 0sind also A und B unabhingigg.dw. P(B | A) =

P(B).
P(B(A)
Beispiel. 1. Zichen mit Zuriicklegen aus einer Urne, A = {erste gezogene Kugel ist schwarz}, A / N
B = {zweite gezogene Kugel ist schwarz}, so sind A und B unabhingig. N = s
< Y
(Dies gilt natiirlich nicht, wenn ohne Zurticklegen gezogen wird.) N (A)
~
22 o hn (27 = \ZL(A T \
2. Ziehe zwei Karten ohne Zuriicklegen aus einem (perfekt gemischten) Skatblatt, sei | S sl
Wange,
A = {erste gezogene Karte ist ein As}, ' W ],\n:,\"}&,
B = {zweite gezogene Karte hat Farbe Pik}. l }'Z)«%&e L
P(N)= £ =4 )= 282 _am_a o P(A)=
Al=g 7% 0 V(B)F ¥ ¢ st
2231 4 (

% AF AT 2 A PWPR PR -0
(Af‘ 3 Y I Y : 3 LS{-W)l/

o ~
Bemerkung. Gilt P(A) € {0, 1}, soist A von 51ch selbst unabhingig. &\n ’BB QSHN)

down T = PANK) = PP (A) AP = FAPE)
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Definition 2.12. Sei [ (beliebige) Indexmenge, A;, i € I Ereignisse. Die Familie (A, );e; heiflt #unabhingig, wenn
fiir jedes endliche J c 1, J # @ gilt

P(ﬂAj)=HP(Aj)-

jeJ jeJ

Beispiel 2.13. (Aus paarweiser Unabhingigkeit folgti.A. nicht Unabhingigkeit). Werfe eine faire Miinze zwei Mal,

sei
A = {erster Wurfist K}, B = {zweiter Wurf'ist K },
C' = {beide Wiirfe haben das gleiche Ergebnis}.

Es ist —_ ﬁ- + j—

(’.
PN, | |
P(A)=P(B)=P(C) = 7 P(AnB)=P(AnC)=P(Bn(C) = i
d.h. je zwei der betrachteten Ereignisse sind unabhingig (man sagt: A, B, C' sind paarweise unabhingig), aber

1 1
P(AnBn(C) =7 + P(A)-P(B)-P(C) = L
d.h. A, B, C'sind nicht unabhingig. (Dies ist auch intuitiv klar, denn (An B) u (A°n B°) = C.)



