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Beispiel 6.22 (Binomialtest). © = [0, 1], unter Py sei die Beobachtung X ~ Bin,, y (oder aber Beobachtungen
Xi,..., X, sind unter Py u.iv. ~ Bery und wir bilden X := Xy +--- + X;). Wihle a € (0,1/2).

1. Zweiseitiger Binomialtest: ©y = {¥y } fiir ein 1906 [0,1], 01 = © \ O. Setze

¢ :=max{z €{0,1,2,...,n} : Bin,y,({0,1,...,2}) < a/2},
¢, =min{z € {0,1,2,...,n} : Bin,g,({z, 2 +1,...,n}) < a/2},

go(aj) = 1{0’1,,,,,05}(x) + 1{cr,cr+1,...,n}(x)- m
Dann gilt
g (l' rj ,h%

]Elgo[(p(X)] = PﬁO(X < Cg) + PﬁO(X 2 CT)
= Bil’ln’ﬁo({o, 1, ce ,Cg}) + Binnﬂgo({cr, Cr + 1, n}) <

n ’I:W\—7/J w

[\3|Q o -h

.
2
nach Konstruktion, d.h. der Test hilt Niveau « ein.

(Wegen der Diskretheit der moglichen Beobachtungen ist das tatsichliche Niveau i.A. etwas kleiner.)

Bei gegebener Beobachtung x ist der p-Wert dann 2Bin,, »,({0,1,...,2}) falls x < ndy und 2Bin,, y,({x, z +
., n}) falls z > nvy.
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© = [0, 1], unter Py sei die Beobachtung X ~ Bin,, y (oder aber Beobachtungen X7, . .., X, sind unter Py u.iv.
~ Bery und wir bilden X := X + -+ + X,). Wihle o € (0, 1/2).

2. a) Einseitiger Binomialtest (linksseitige Alternative): ©g = [, 1] fiir ein 9 € (0,1], ©1 = [0,7p) = © \ Oy.
Setze
¢ = max {aj €{0,1,2,...,n}: Bin, 4,({0,1,...,2}) < oz},
p(z) =101, (@)

Nach Konstruktion ist Ey [¢(X) ] = Py, (X < ¢) < @ und man kann (leicht) zeigen, dass fiir ¢ > 9 gilt Py(X <
c) < Py, (X <c¢) (< @), d.h. der Test hilt Niveau « ein.

Bei gegebener Beobachtung « ist der p—y)(fert dann Bin,, y,({0,1,...,2}).

><,{‘5-‘X/L PR

NG o= K rfBeNa/)g
W, ~ T2 e
~ ~ Jy /i3
XK= RoW, ~ Ry o

2. b) Einseitiger Binomialtest (rechtssseitige Alternative): O = [0, 9] fiir ein 190 €[0,1),01 = (¥, 1] = O\ Oy.
Analog setze

wmnan
C = 9@5{{33 €{0,1,2,...,n}: Bin, y,({z,2,+1,...,n}) < a},

Der Test hilt Niveau « ein, bei gegebener Beobachtung  ist der p-Wert dann Bin,, y,({x, z, +1,...,n}).
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Bemerkung. Offenbar benétigt man die Verteilungsfunktion der Binomialverteilung, um die ,kritischen Werte®
ce, ¢ bzw. ¢, C fir den Binomialtest bei vorgegebenem n und a zu bestimmen. Fiir kleine Werte von n kann man
diese ,von Hand“ bestimmen, fiir groflere Werte konsultiert man entweder ein Computerprogramm oder eine
entsprechende Tabelle oder man verwendet die Normalapproximation der Binomialverteilung: Mit Satz 5.1 und

Korollar 5.2 ist
x —nty

Vo (1 = 1p)

wobei © = F No.1 die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung ist.

Bin, »,({0,1,...,2}) 2 ®
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Beispiel 6.23 (z-Test oder Gaufi-Test). © = R, unter Py seien die Beobachtungen X7, ..., X, uiv. ~ Ny ;2 mit
bekanntem, festem o > 0. Wihle « € (0, 1).

1. Zweiseitiger z-Test: O = {J} fiirein e R, 0, =© \ O

Mg, AsE Unnder ?47

1 n
- — Xia Z =
z; Vo?[n ~ \/\/o 1
4 2
mit ¢ := 71(1 - /2) (das (1 — @/2)-Quantil der Standardnormalverteilung) ist e =1
4
o(X1,...,X,) = Lz /lk\? 2T
ein Test von O gegen ©1 zum Niveau o (denn unter Py, ist M ~ Ny, 2 /n)- o 4

Der p-Wert ist dann 2(1 — (] Z|) ), wobei ® die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung ist.

2. Einseitiger Test: Oy = {0 : ¥ < ¥} fiireind e R, 01 = O\ O = {: ¥ > ¥y }.

Mit ¢ := P71(1 - ) ist / = = ol
X xe1 Tor (2>9)-
90( Ly«-es n) : {Z>q}
. . L "F" F<«To /\S<('
ein Test von O gegen ©1 zum Niveau a.. Als p-Wert ergibt sich 1 — $(2)
(Je nach Anwendungssituation kann man auch ©y = {9 : ¥ > ¥y} betrachten, dannist (X1, ..., X)) = 11z p
zu wihlen und der p-Wert wire $(Z) = 1 - &(-2)).

Ande (l?ﬂ/

S
b%— <—2; 74\ (é)/ 040 PTD) 2 \/\/\9’/9’ 4_
%\‘l\/ < ~— ST
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Beispiel 6.24 ((ein-Stichproben- oder gepaarter) ¢-Test). © = R x (0,00) 5 9 = (u,02), unter Py seien die
Beobachtungen X, ..., X, wiv.~ N, » (mit unbekanntem £ € R und unbekanntem o2 > 0). Wihle v € (0,1).

(4,0
S = =3
1 & 1 %
Sei M =~y X;,5%:= X; - M) N heaini x & S >
ei " ; S Z;( ) 3 /"‘ (€ )
1. Zweiseitiger (ein-Stichproben) t-Test: Oy = {¥ = (i, 0?) € © : = pp} fiir ein p1p € R (man schreibt dies oft
knapp als ,,@0 = ,uo“), @1 =0\ @0.
T = s _“ ! - M s
2
Mit q := gp_1 1-a/2 = (1 — a/2)-Quantil der Student-(n - 1)—Verteilung ist \E_/—:‘

gO(Xl, .. ,Xn) = ]-{|T|>q}

ein Test von O gegen ©1 zum Niveau o (denn nach Satz 6.16 ist T' fiir jedes ¥ € O unter Py Student-(n — 1)-

verteilt).
Der p-Wert ist 2(1 - Fr_ (|T] )) mit Fr,_, der Verteilungsfunktion der Student-(n — 1)-Verteilung.

2. Einseitiger Test: ©g = {¥ = (p1,02) € © : pu < g} fiir ein pg € R (oft knapp geschrieben als .0 : ¢ < ),
©1 =0\ 0. Mitq = ¢,-11-0 = (1 — @)-Quantil der Student-(n — 1)-Verteilung ist

gO(Xl, e ,Xn) = 1{T>q}

ein Test von Oy gegen O zum Niveau a (und analog ¢(X1,..., X)) = 1ipc_y) ein Test fiir Og = {p > o},
beachte auch: —q ist das @-Quantil der Student-(n — 1)-Verteilung).
Der p-Wertist 1 — Fr_ (T).

(Je nach Anwendungssituation kann man auch©g = { = (i, 0?) € © : 1 > g} betrachten, dannist (X1, ..., X,)
1{7«_4y zu wihlen und der p-Wert wire I, (1) =1 - Fr,  (=T)).
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Anwendungsbeispiel. a) Die Wirksamkeit eines gewissen Schlafmittels soll gepriift werden. 10 Patienten erhalten
das Schlafmittel, die Anzahl zusitzlicher Stunden Schlaf wird in einer Nacht beobachtet.

Wir nehmen an, die Beob. sind uiv. ~ N,
a = 0,05 testen.

Die Daten#:

» und wir méchten die Nullhypothese ;1 = 0, sagen wir, zum Niveau

Patientz"l‘z‘3‘4‘5‘6‘7‘8‘9‘10
-1.6

zus. Schl. ‘ 0.7 -0.2 | -1.2. | 0.1 ‘ 3.4 ‘ 3.7 ‘ 0.8 ‘ 0.0 ‘ 2.0

Esistn =10,7 =+ Y0 2= 0,75, s2 = £ 1% (2, - 7)? 2 1,79, ¢ = /fj;_o ~ 1,326

Das 0,975-Quantil der Student-9-Verteilung ist & 2,262, demnach kénnen wir die Nullhypothese nicht ablehnen.
(Fiir ein Student-9-verteiltes T ist P(|T'| > 1,326) ~ 0,2176, dies ist der p-Wert des Tests.)

Man kann diesen Befund folgendermafien formulieren:

»Die Beobachtungen sind mit der Nullhypothese 1 = 0 (im statistischen Sinne) vertriglich.”
oder

»Die beobachtete Abweichung @ = 0,75 ist nicht signifikant von 0 verschieden (¢-Test, o = 0,05).%

+Aus Student (William S. Gosset), The Probable Error of a Mean, Biometrika 6:1-25 (1908)
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b) Die Wirksamkeit eines Schlafmittels soll mit der eines anderen verglichen werden. 10 Patienten erhalten Schlat-
mittel A, die Anzahl zusitzlicher Stunden Schlaf wird in einer Nacht beobachtet. Dann erhalten dieselben 10 Pa-
tienten Schlafmittel B, wieder wird die Anzahl zusitzlicher Stunden Schlaf in einer Nacht beobachtet.

Da dieselben Patienten untersucht werden, kénnen (und sollten) wir die Messungen paaren: Wir interessieren uns
bei jedem Patienten fur die Differenz des (zusitzlichen) Schlafs bei Mittel 2 und bei Mittel 1.

Wir nehmen an, die beobachteten Differenzen sind Realisierungen von u.iv. ZVn mit Vert. NV, ;2> und wir méchten
die Nullhypothese ;1 < 0 gegen die Alternative p > 0, sagen wir, zum Niveau o = 0,05 testen.

(Dies wire beispielsweise in folgender Situation angemessen: Wir méchten darlegen, dass Mittel B wirksamer ist
als Mittel A, indem wir die Nullhypothese ;1 < 0“ entkriften.)

Die Daten (wiederum aus Student, a.a.0.) :

Patientz | 1 | 2 3 | 4|5 |67 8] 9 |10

Mittel A |07 | -1.6 | -0.2 | -1.2 | -0.1| 3.4 | 3.7 | 0.8 | 0.0 | 2.0
Mittel B | 1.9 | 0.8 | 1.1 | 0.1 |-0.1| 4.4 5.5 | 1.6 | 4.6 | 3.4

Diff. |12|24| 13 |13 00|10 18|08 4.6 14

Esistn =107 =+ Y 2= 1,58, 82 =2 310 (2, - 7)2 2 1,23, ¢ = 7;2_0 ~ 4,062
Das 0,95-Quantil der Student-9-Verteilung ist & 1,833, demnach kénnen wir die Nullhypothese ablehnen.

(Fiir ein Student-9-verteiltes T" ist P(T" > 4,062) & 0,0014, dies ist der p-Wert des Tests.)

Mogliche knappe Formulierung dieses Befunds:
»Die beobachtete Difterenz T = 1,58 ist signifikant grofer als 0 (einseitiger ¢-Test, o = 0,05).°
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Beispiel 6.2 (Test fiir die Varianz im normalen Modell). In der Situation von Beispiel 6.24 sei ©y = {0 = (i, 0?) €
©:0? <y} fiireinvg > 0,0 = © N Oy Wihle v € (0, 1).

Mit ¢ := (1 - «)-Quantil der x?_,-Verteilung ist

gO(Xl, ce ,Xn) = 1{52>qvo/(n—1)}

ein Test von O gegen ©; zum Niveau « (vgl. Satz 6.16).
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Beispiel 6.26 (zwei-Stichproben oder ungepaarter ¢-Test [mit Annahme gleicher Varianzen]). © = RxRx (0, c0) 3
¥ = (pu1, plo, 02), unter Pysind Xy, . .., X, wiv. und davon unabhingig Y1, ..., Y, wiv.(m,n e N), X; ~ Nu1,0'2’
Y, ~MN, ,o.Seien

12,0
1 & 1 &
My :=—) X;, My:=—)Y;
die jeweiligen Stichprobenmittelwerte,
J L 1 &
S% = —— 2 (Xi= Mx)?, 8§ = —— > "(Y; - My)?,
m=12 n-1i5

die (korrigierten) Stichprobenvarianzen,

. (m-1)S%+(n-1)S%

2%
(- (X M)+ (Y- M) )

m+n—2 _m+n—2i:1 i
(die ,gepoolte Stichprobenvarianz®), _
T_MX_MY \/GJ[H)( H\{] 67_ 6'1
g /L1 = \/M[Mx/l *VN-L—M,/] =t
(Beachte: Stets gilt E(,,, . ,2)[S?] = 0% [S? ist ein erwartungstreuer Schitzer fiir o] und T ist unter Pr—rm—ey.
Student-(n + m — 2)-verteilt, Argument analog zum Beweis von Satz 6.16). [, yooy &%)

1. Zweiseitiger ungepaarter t-Test : Oy = {(p1, p2, 0%) € O : 1y = po} (oft knapp geschrieben als ,0q @ 11 = ps“),
@1 =0\ @0.
Wihle v € (0, 1), mit q := @p1n-21-a/2 = (1 — @/2)-Quantil der Student-(m + n — 2)-Verteilung ist

SO(Xla s 7XM7}/17 s 7Yn) = ]-{|T|>q}

ein Test von O gegen ©; zum Niveau .
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1. Einseitiger Test : Oy = { (1, p2,02) € © : g < po} (oft knapp geschrieben als ,0p : 111 < o), ©1 = O \ Oy,
Mit q = ¢an-21-a = (1 — a)-Quantil der Student-(m + n — 2)-Verteilung ist

SO(Xla SR aXm7}/17 SR 7Yn) = ]-{T>q}

ein Test von O gegen ©; zum Niveau .

(Analogist o(X7,..., X, Y1,...,Y,) = Lip_p ein Test von O = { (i1, pto, 0%) € © 1 iy > pun}.)

(p-Werte werden analog zum ein-Stichproben-Fall (Bsp. 6.24) berechent, wobei F, | durch Fr, ersetzt wird.)



