Kapitel 7

Markovketten

Beispiel 7.1. Eine faire Miinze wird solange geworfen, bis entweder das Muster K K K (= Sieg von Spieler A) oder
das Muster Z K Z (= Sieg von Spieler B) gefallen ist.

P(Sieg A) =7
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Sei w(x) = P(A gewinnt von Zustand x aus), zerlege nach dem ersten Schritt:
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Definition 7.2. Sei S abzihlbare Menge (S # @).

1. A = (ay,y)zyes heidt eine stochastische Matrix (iber S), wenn gilt

ayy >0 furallex,y €S und Zga%y =1 firalle x €S.
ye

2. Eine Folge X = (X,)nen, von Zufallsvariablen mit Werten in .S heif$t eine Markovkette' (mit Zustandsraum
S und Ubergangsmatrix A), wenn

P(Xn+1=y|X0=.CC0,...,Xn_1:SIZ'n_l,XnZEC) =P(Xn+1=y|Xn=£U) =ax,y
furallen e N, g, ..., 21,2,y € S mit P(Xy = x,...,X,, =2) > 0gilt.

Die Verteilung von X heifdt die Startverteilung (von X).

Die entscheidende Eigenschaft ist, dass der (bzw. die Verteilung des) ,neue Zustand X, nur vom direkt vor-
hergehenden X, abhingt, nicht von der ,gesamten Vorgeschichte® Xy, X1,..., X,, — dies nennt man auch die
»Gedichtnislosigkeit“ einer Markovkette (s.a. Beob. 7.3, 3. unten).

‘zu Ehren von Andrei Andreyevich Markov, 1852-1922 benannt
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Beispiele.

1. Xo, X1, ... wiv.mitX; ~ v(vistein Wmafl auf S) sind (trivialerweise) eine Markovkette, mita, , = v({y}).
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2. (Irrfahrt) Y7, Y5, . .. w.iv. mit Werten in Z4, Y; ~ v, =V ( 4‘6‘%3 O.)(,:\
X,=Yi++Y,, neN (und Xj:=0). — O _
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3. (Polya-Urne, vgl. Bsp. 2.7) S, = Anz. schwarze, W, = Anz. weifle Kugeln in der Pélya-Urne nach n Ziigen,
X, = (Sp, W,,) mit Werten in N? (und X = (1, 1), sagen wir).

(X)), ist Markovkette, fiir = (25, ), ¥ = (Ys, Yu) € N?ist

‘

a:jr—sxw’ wenn Ys = T+ 1, Yy = Ty,
W /\ . Ay = y xﬁla}cw7 WeNn Ys = T, Yo = Ty + 1,
\ v 0, sonst.
<X$[XW+4)
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4. Das ,Problem der Punkte aus Kapitel o ist eine Variation tiber 2. mit S = Z2, v = %5(071) + %5(170).
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Beobachtung 7.3. 1. Sei X = (X)), eine Folge von ZVn mit Werten in S. S ist eine Markovkette mit Uber-
gangsmatrix A und Startverteilung p g.d.w. <~_ ( /M ( {X}\ ?( Y, = X> 5

6¥> nEN, Xoy..., Ly € S P(Xo ﬂ/Xl —3717---7 _xn) :LL({ZUO})HG’%—L%'
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2. Zu jeder Ubergangsmatrix A und Startverteilung p (auf einer abzihlbaren Menge S) gibt es eine Mafk

/(/\ngall’) 'L] s

A=A

Xl""\’XLl

\\

kette mit dieser Ubergangsmatrix und dieser Startverteilung: Dies folgt aus Bericht 2.10 (Konstruktion von
, \ ) - _
W’maflen auf unendlichen Produktriumen), setze dort py = prund pyy, - w, (Wr) = Ay | -

Man schreibt oft P, (und E , fiir Erwartungswerte unter P, ), wenn .2’ (X)) = 41, um die Startverteilung einer
Markovkette zu betonen, im Fall ;4 = ., mit einem x € S auch P, und [E,.
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3. (,Markov-Eigenschaft“) Fiir jede Markovkette (X, ), 7, m € No, B c S B’ c S™lund z € S gilt

P((X,, X1, - .. ,Xnﬂ,)e B'|(Xp,...,X, =z,) € B, X, =)
= P,((Xo,X1,...,Xm) € B')

(sofern P((Xo, ..., X, =12,) € B, X, =1)>0).

Anschaulich gesprochen sind bedingt auf die ,,Gegenwart® (den Zustand X, zur Zeit n) die ,Zukunft® (das
Pfadstiick (X, X415 - - -, Xpntm)) und die ,,Vergangenheit® (das Pfadstiick (Xo, X1, ..., X,,)) unabhingig.

e Tedv. T = §(><°,><,,, % WY ’ '1?>l=§(</‘}9,t94,-_,gm\7§)
dant /\5]’ (k= %= ‘(’)g
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Korollar 7.4. Sei X = (X,,),, Markovkette mit Ubergangsmatrix A = (0 y) v yes und
a:(L‘T,Ly) = Px(Xn = ;L/), r,Y € S

L,

die n-Schritt-Ubergangswabrscheinlichkeit (fiir n € No).
Dann gilt

(n+m) _ (n)
Ay 2 Zaxyayz, x,2€8, m,neNy
yeS

Insbesondere ist A" = (ag?y)),ye s gegeben durch

A"=A-A---- A, dasn-fache Matrixprodukt von A mit sich selbst.
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n Faktoren

Das System von Gleichungen (7.1) heifSt die Chapman-Kolmogorov-Gleichungen.

*Andrey Nikolaevich Kolmogorov, 1903-1987 ; Sydney Chapman, 1888-1970



