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Bemerkung 2.14. Sind (A;, 7 € I) unabhingig, so auch (A¢,7 € I) und fiir J, J' ¢ I endlich mit J n J' = @ gilt
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Diskussion.

1. Stochastische Unabhingigkeit ist eine (gemeinsame) Eigenschaft von Ereignissen und deren Wahrscheinlichkei-
ten; (Un-)abhingigkeit ist nicht automatisch mit (Nicht-)Existenz eines kausalen Zusammenhangs gleichzusetzen.

Beispiel: Wir befragen eine zufillig an einem Samstagnachmittag auf dem Mainzer Gutenbergplatz ausgewihlte
Testperson. Die Ereignisse ,hat Schuhgrofle > 41 und ,hat Fithrerschein® sind nicht unabhingig (gegeben {hat
Schuhgrofle > 41} handelt es sich vermutlich eher um einen Erwachsenen, daher ist die Chance, dass die Person
auch einen Fithrerschein hat grofer als der Anteil der Fithrerscheinbesitzer in der Gesamtbevélkerung, die auch
viele Kinder umfasst). Trotzdem wire die Behauptung, dass grofle Fiif§e Fiihrerscheine hervorbringen, natiirlich
unsinnig.

2. Nichtsdestoweniger modelliert man die erneute Wiederholung eines gewissen zufilligen Experiments unter glei-
chen Bedingungen (oder auch die Befragung verschiedener Versuchspersonen aus einer groffen Grundgesamtheit)
zumeist mittels (angenommener) stochastischer Unabhingigkeit. Die Annahme unabhingiger Kopien eines ge-
wissen Zufallsexperiments bildet hiufig einen zentralen Ansatzpunkt statistischer Analysen.
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Definition 2.15.  (nicht-leere) Indexmenge, X, i € I Zufallsvariablen (auf demselben W’raum), X; habe Werte-
bereich (.5;, 4 ). Die Familie (X;)e1 heilt unabhingig, wenn fir jedes endliche & # J c I und beliebige B; € <7}
gilt

P(N{X; e Bj}) =[] P(X; € B)).

jed geJ

Also: Eine Familie von ZVn ist u.a. g.d.w. jede endliche Teilfamilie u.a. ist.

Beobachtung 2.16. 1. (X;);.; unabhingig und @ # I’ c [, so ist auch (X;);c;s eine unabhingige Familie. (Dies
folgt sofort aus der Definition: wihle B; = S; firj e I N I'))

2. Seien (S, o) messbare Riume, f; : S; - S! messbar, X;, ¢ € I unabhingige ZVn (X; hat Werte in .S;). Dann
sind auch
Y;:= fi(X;), i € I unabhingig, < :E'V\'b\\/\w\h(:) :
S? hk!?_hg"’\ )
" o)

3. Eine Familie von Ereignissen A;, ¢ € [ ist unabhingig g.d.w. die Familie 1 4, ¢ € I der zugehérigen Indlk::{t-orva—

riablen u.a. ist. (Dies folgt sofort aus der Definition zusammen mit Bem. 2..14.)
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Bericht 2.17. In der Situation von Def. 2.15 sei &; ein N-stabiler Erzeuger von 27 und es gelte fiir alle J c [ mit

|J| < 0o und B; € &;
P(N{X; e B;}) =[] P(X; € Bj).\
jeJ jed (0(6\

7
B < EZ/C

Dann sind die (X );c; unabhingig.
Insbesondere gilt im reellwertigen Fall (S; = R): (X );es sind unabhingig g.d.w.

— /
fiiralle J c I, |J] < o0, 7; e Rgile  P(({X; <2;}) = [T P(X; exy). ) BaBey
jeJ jeJ (A‘«.a'\ 6(%"1\ L
Beweisidee. Zeige induktiv Giber #{j € J : B; € &/ \ £}, dass die Bed. aus Def. 2.15 erftillt ist, verwende dazu
Eindeutigkeitssatz fiir Maf$e (Bericht 1.10). Fir Details siche z.B. [G, Satz 3.19]. Z&é )
N
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Satz2.a8. X, Xo, ..., X, ZVn, X; habe Werte in S;, S; abzdblbar fiiri = 1,2, ... ,n. Dann sind X1, Xs, ..., X,
unabhingig g.d.w. gilt
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Bericht 2.19 (Unabhingigkeit im reellwertigen Fallmit Dichte). Seien X, Xo, ..., X, reellwertige ZVn, f1,. .., fy
R — R, Wahrscheinlichkeitsdichten (d.h. [ fi(x) dx = 1), dann sind dquivalent: ( GKJ; Ao k«@@&\

1. X1,...,X,sindu.a. und X; hat Dichte f; firz=1,...,n W raun C/\Q,ﬁ)
(dh. P(X; € B) = [, fi(x) dx).
2. DieZV X = (X, ..., X,) mit Werten in R” hat Dichte
f(x) = f1(331) : f2($2) A fn(xn)a L= (5131, e :xn) € R,

d.h. die gemeinsame Dichte hat Produktgestalt.
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Beispiel 2.20. 1. X1,..., X, ua., X; ~ Nyj,dannhat X := (X7,..., X,,) Dichte

1

_ - ~a3[2 _ ()12 112 _ R"

x e i T ex z||?), x=(21,...,2,) €

Fe(@) = T = @) e (= HlalP) 2= (o)
\/\/Q\ _.]4/

(mit ||z|| = \/2? + -+ + 22, der euklidischen Norm). :CZT'—) ZQXIO(——%’_ ()(1"4— - 4.)(: D

Sei M = (m;;)};., orthogonale n x n-Matrix (d.h. M TM = I, die n x n-Identititsmatrix),
Yia=MX" dhY=(,....Y,) mitY; =) m;X;,

J=1
dannsind Y3,..., Y, va, Y ~ Ny;.

Bed 90 ;(RK%IQH ’ Sﬂ(x): H.x  ast b}kzﬁv, dﬁ%éﬂ/
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2. Sei X ein uniform im Einheitskreis {x € R? : |[x|| < 1} verteilter Punkt (in kartesischen Koordinaten X =
(X1, X5)), R der Radius, W der Winkel von X (in Polarkoordinaten), also

(arcsin(%), X120,
R=\/X?+X3, W ={m-arcsin(32), X;<0,X520,
| —7 — arcsin %), X1<0,X5<0.
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