Kapitel s

Zentraler Grenzwertsatz

Vorbemerkung. Seien X7, Xo, ... wiv, E[X1] = u, Var[X;] = 0% < oo,
Wir haben gesehen, dass X + -+ + X, ~ nu mit hoher Wahrscheinlichkeit, denn

X1 + oo+ Xn 71
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gemifd dem starken Gesetz der groflen Zahlen (Satz 4.6), aber feiner gefragt: "

Wie grof$ ist X + -+ + X, — npu typischerweise? <:>
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Um einzuschen, dass v/n die korrekte Groflenordnung der typischen Abweichungen von X + -+ + X, vom np
ist, betrachten wir
X, ~ Ber,, miteinemp e (0,1) (der ,einfachste Fall),

dann ist

Zyi= X1+ + X, ~ Biny,
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Erinnerung (Stirling-Approximation’). Es gilt — 12 mve_{zd—lealztl'e—f l’)
~ .
nl = V2" e e/ mic0 < p(n) < o Ar. ﬁfl»"s
7

Dies findet sich in vielen Analysis-Lehrbiichern oder auch in W. Feller, An introduction to probability and its

applications, Vol. I, Wiley, 1968, Kap. I1.9. /
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Numerische Beispiele zur Giite der Stirling-Approximation

n n! \/%nn+1/2 e 1— \/%m:"l/Qe_n
3 6 5,836 0,027
4 24 23,506 0,021
5 120 118,019 0,016
6 720 710,078 0,014
7 5.040 4980,396 0,012
S 40.320 39902,395 0,011
9 362.880 359.536,873 0,0088
10 3.628.800 3.598.695,619 0,0078
151 1.307.674.368.000 | 1.300.430.722.199,47 0,0054

'James Stirling, 1692-1770
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Sei C' > 0 fest, p € (0, 1), betrachte

n, k € N mit |k —np| < Cv/n

Es ist

P(Zn = k) = Binn,p({k}) =

1 1
\/27'('\/”% (1-£) exp( nh(ﬁ))'K(n,k)

mit
h(t) :=tlog () + (1-t)log (=), te€[0,1]
und Korrekturfaktor /
K(n, k) :=exp (p(n) —p(k) - p(n - k)) ( = (1 + 0(1)) firn, k — oo),
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\/127T \/n§ (11 = %) exp ( - nh(g)) -K(n,k), h(t):= tlog( +(1-t)log %_

Es ist ( lk—h-q?lé—‘ C/\‘T‘q h(t)
h(p) =0, firte (0,1)ist h'(t) =log (}%) —~ log(ll:;) /
()= ——— (0)
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Zusammenfassend haben wir bewiesen:

Satz s.1 (Satz von de Moivre-Laplace?, lokale Normalapproximation der Binomialverteilung). Se C' > 0, p € (0,1),

1

p(z) = mexp( - 37°)

die Dichte der Standard-Normalverteilung. Mit

gilt

Blnn,p({k})
npél—p)gp(zn(k))

lim max
=00 J;: |k-np|<C\/n

—1‘:0.
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*Abraham de Moivre, 1667-1754; Pierre-Simon Laplace, 1749-1827
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Korollar 5.2 (Normalapproximation der Binomialverteilung). Sez p € (0,1), Z, ~ Bin,, , setze

ARE Zn_np .
S ) Pl i)
Dann gilt fiir —oo < a < b < o0 b ~
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S.9

Seinuna = —o00 < b < oo

Zu e > 0 wihle a’ < 0 so, dass firn € N

. . 1 £
P(Z:<a") < P(|Z] > |d]) < (@) <7

(mit Chebychev-Ungleichung, Satz 4.1) und

/

a €
dz < =
[ww(z) z<4

gilt. Dann ist ftir n gentigend grof$

P(z; <b) - fi o(2)dz| <|P(a’

b a’
*Sb)—f/ gp(z)dz‘+‘P(Z;<a’)|+/ w(z)dz
< = €.
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Der Fall b = 0o kann analog behandelt werden (Ubung).



